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Abschnitt  I. 

Differential-  nnd  IntegralrecImiiDg  für  reelle  Grossen. 

Capitel  I. 

Differentiation  von  Functionen  einer  reellen 
Tariabeln  Grosse. 

§  1.    Ziele  der  DUtorentUl-  nnd  Zntegrralreclinnng. 

Der  Gegensatz,  in  welchem  die  drei  Operationen  des  Ad- 
direns,  Subtrahirens  und  Multiplicirens  zur  Operation  des  Divi- 
direns  stehen,  äussert  sich  von  den  Elementen  an  stets  auf 
neue  Weise  und  beherrscht  das  gesammte  Gebiet  der  Analysis. 
In  der  im  ersten  Bande  des  vorliegenden  Buches  gegebenen 
Darstellung  ist  nahe  dem  Anfange  darauf  aufmerltsam  gemacht 
worden,  dass  die  Ausführung  der  drei  ersten  Grundoperationen 
mit  beliebigen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  unbe- 
dingt zulässig  sei  und  immer  nur  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  einschliesslich  der  Null  erzeuge,  dass  dagegen  die  Thei- 
lang  der  Einheit  durch  einen  bestimmten  ganzen  Divisor  nur 
geschehen  könne,  sobald  erlaubt  ist,  die  Einheit  gleich  einer 
darch  den  Divisor  bezeichneten  Anzahl  von  einander  gleichen 
neuen  Einheiten  zu  setzen.  Indem  man  annimmt,  dass  die  Ein- 
heit in  jede  beliebige  Anzahl  von  gleichen  Theilen  theilbar  sei, 
kommt  zu  dem  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  der  Inbegrifif  aller 
rationalen  Brüche  hinzu.  Da  die  Differenz  zwischen  zwei  ganzen 
ZafUenf  welche  einander  nicht  gleich  sind,  gleich  einer  von  der 
Null  verschiedenen  ganzen  Zahl  ist,  so  muss  der  numerische 
Werth  der  Differenz  mindestens  gleich  der  Einheit  sein.  Da- 
gegen kann  die  Differenz  zwischen  zwei  rationalen  Brüchen,  die 
nicht  zusammen  fallen,  jedem  rationalen  Bruche   gleich  werden 
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und  deshalb  anch  numerisch  unter  jeden  gegebenen  aliquoten 
Theil  der  Einheit  herabsinken.  Auf  diesen  Umstand  stützt  sieb 
die  Definition  einer  irrationalen  Grösse  als  Grenzwerth  einer 
durch  ein  gewisses  Gesetz  bestimmten  Folge  von  Brüchen. 
Demnach  bildet  die  unbeschränkte  Theil  barkeit  der  Einheit 
eine  wesentliche  Voraussetzung,  um  zuerst  von  den  ganzen 
Zahlen  zu  den  rationalen  Brüchen,  dann  von  den  letztem  zu 
den  irrationalen  Grössen  überzugehen  und  die  Grundoperationen 
der  Rechnung  auf  alle  reellen  bestimmten  Grössen  auszudehnen. 

Es  wurde  so  eben  eine  Eigenschaft  der  Differenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  und  der  Differenz  von  zwei  rationalen  Brüchen 
erwähnt.  Die  Differenz  von  stcei  reellen  bestimmten  Grössen  ist 
entweder  der  Null  oder  einer  bestimmten  positiven  oder  einer 
bestimmten  negativen  Grösse  gleich,  und  kann  jeden  beliebigen 
Werth  annehmen.  Wenn  nun  vorausgesetzt  wird,  dass  eine 
Grösse,  mit  der  eine  vorgeschriebene  Folge  von  Rechnungsope- 
rationen ausgeführt  werden  soll,  nacheinander  verschiedene 
bestimmte  Werthe  erhalte,  die  mit  Berücksichtigung  des  Vor- 
zeichens oder  im  algebraischen  Sinne  innerhalb  gewisser  Gren- 
zen liegen,  oder  dass  die  Grösse  innerhalb  des  betreffenden 
Intervalls  veränderlich  sei,  so  darf  man  sich  denken,  dass  stets 
ein  Werth  derselben  aus  dem  zunächst  vorhergehenden  ent- 
stehe, indem  zu  dem  letztern  die  entsprechende  Differenz  der 
beiden  Werthe  hinzuaddirt  wird.  Je  nachdem  der  folgende 
Werth  grösser  oder  kleiner  als  der  unmittelbar  vorhergehende 
oder  demselben  gleich  ist,  findet  bei  jener  Vorstellung  für  den 
vorhergehenden  Werth  ein  Wachsen  oder  Abnehmen  oder  Gleich- 
bleiben statt,  und  fUUt  die  bezeichnete  Differenz,  welche  gemäss 
dem  allgemeinen  Begriffe  der  Addition  immer  das  Increment 
oder  die  Zunahme  des  ursprünglichen  Wcrthcs  genannt  wird, 
positiv  oder  negativ  oder  verschwindend  aus.  Sobald  nun  der 
veränderlichen  Grösse  jeder  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls 
liegende  rationale  oder  irrationale  Werth  ertheilt,  und  deshalb 
der  numerische  Betrag  der  vorkommenden  einzelnen  Zunahmen 
so  klein  genommen  werden  darf  als  man  nur  will,  heisst  die 
veränderliche  Grosse  dne  inner Jialb  des  gegehefien  IntervaUs  stetig 
veränderliche  Crrösse. 

Das  Resultat   der   lUr  eine  veränderliche   Grösse   vorge- 
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schriebenen  Folge  von  Rechnungsoperationen,  welches  bei  ver- 
schiedenen Werthen  dieser  Grösse  ebenfalls  verschiedene  Werthe 
erhalten  kann,  hängt  somit  von  den  erstgenannten  Wertben  ab 
und  wird  eine  Function  der  veränderlichen  Grösse  genannt. 
Den  BegriflF  einer  Function  lehrt  der  erste  Band  dieses  Buches 
stufenweise  kennen.  Indem  ich  die  bezüglichen  Stellen  anführe, 
werde  ich,  wie  im  Folgenden  durchgehends,  vor  die  Zahl  des 
Paragraphen  des  ersten  Bandes  das  Zeichen  I  setzen.  Die  Defi- 
nition einer  algebraischen  rationalen  ganzen  und  einer  alge- 
braischen rationalen  gebrochenen  Function  findet  sich  I,  §  22, 
die  erste  Erwähnung  der  trigonometrischen  Functionen  Sinns 
und  Cosinus  I,  §  30,  die  allgemeine  Definition  einer  Function 
einer  veränderlichen  Grösse  und  die  Definition  der  Exponen- 
tialfunction  I,  §  100  und  101,  die  Definition  des  Logarith- 
mus I,  §  102,  die  Erörterung  der  trigonometrischen  Functionen 
Sinus,  Cosinus,  Tangens  und  Cotangens  I,  §  103,  der  inversen 
trigonometrischen  Functionen  I,  §  104.  Bei  allen  hervorgeho- 
benen besonderen  Functionen  kommt  es  darauf  an,  sobald  der 
veränderlichen  Grösse  nach  einander  verschiedene,  innerhalb  eines 
gewissen  Intervalls  befindliche  Werthe  beigelegt  werden,  die  Diffe- 
renjs  der  zugeordneten  Wertlie  der  Function  zu  betrachten.  Insbe- 
sondere wurde  untersucht,  ob  für  eine  numerisch  beliebig  verklei- 
nerte Differenz  der  Werthe  der  veränderlichen  Grösse  die  Differenz 
der  zugeordneten  Werthe  der  Function  ebenfalls  numerisch  be- 
liebig klein  werde.  Die  aufgeworfene  Frage  lässt  sich  allge- 
mein so  ausdrücken,  oh  einer  stetigen  Aenderung  der  variabeln 
Grösse  eine  stetige  Aenderung  der  Function  entspreche^  und  führt 
zu  der  I,  §  108  gegebenen  Deßnitiofi  einer  stetigen  Fundion  einer 
variabeln  (xrösse,  welche  folgendermassen  lautet:  Wenn  eine 
Function  f(x\  welche  für  alle  der  Bedingung  a^x^h  genügen- 
den Werthe  von  x  gegeben  ist^  die  Eigenschaft  hat^  dciss  bei  je 
£we%  innerhalb  dieses  Intervalls  befindlichen  Werthen  x  und  x-¥h 
die  Differenz  der  ^gehörigen  Werthe  der  Function  f{x  +  h)  —fix) 
für  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  Grösse  h  selbst 
gegen  die  Null  abnimmt^  so  wird  f{x)  eine  stetige  Function  der 
Variable  x  genannt. 

Wir  sind  hiermit  bei  dem  Kreise  von  Begriffen  angelangt, 
in  dem  sich  Differential-  und  Integralrechnung  entwickelt  haben. 
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Die  Aufgabe  der  Differential-  ttnd  Integralrechnung  besteht  darin, 
die  Beziehungen  von  Grössen,  die  stetig  veränderlich  sind^  eu  er- 
forschen. Differential-  und  Integralrechnung  unterscheiden  sich 
durch  die  besondere  Art  der  zu  lösenden  Probleme  wie  durch 
den  Character  der  hierbei  zu  überwindenden  Schwierigkeiten 
und  ergänzen  einander;  sie  werden  unter  dem  gemeinsamen 
Namen  der  Iftßnitesimalrechnung  zusammengefasst.  Die  Infinitesi- 
malrechnung ruht  auf  dem  allgemeinen  Boden  der  Grössenlehre 
und  bedarf  keiner  aus  anderen  Gebieten  entlehnten  Principien. 
Doch  haben  Newton  und  Leibnite,  die  Entdecker  der  Infinitesi- 
malrechnung, indem  sie  dieselbe  auf  andere  Gebiete  anwandten, 
neue  Quellen  der  Einsicht  erschlossen,  und  der  Bereich  der  An- 
wendungen der  Infinitesimalrechnung  ist  im  Fortschritte  der 
Zeit  beständig  gewachsen. 

Da  die  Infinitesimalrechnung  mit  den  stetig  veränderlichen 
Grössen  operirt,  und  da  bei  der  stetigen  Veränderung  von  Grös- 
sen die  unbeschränkte  Theilbarkeit  der  Einheit  vorausgesetzt 
wird,  so  eignen  sich  solche  Gegenstände  zur  Anwendung  der 
Infinitesimalrechnung,  welche  nach  Einheiten,  die  eine  unbe- 
schränkte Thcilung  zulassen,  bestimmt  werden  können.  Derlei 
Gegenstände  liefert  uns  unsere  Anschauung  vom  Räume  und  von 
der  Zeit.  Es  verursacht  Niemandem  eine  Schwierigkeit  zu 
denken,  dass  eine  gewisse  begrenzte  gerade  Linie  in  eine 
beliebige  Anzahl  einander  gleicher  Tbeile,  und  dass  ein  ge- 
wisser Zeitraum  in  eine  beliebige  Anzahl  einander  gleicher 
Theile  getheilt  sei.  Indem  wir  eine  gewisse  Linie  als  Einheit 
der  Länge,  einen  gewissen  Zeitraum  als  Einheit  der  Zeit  auf- 
fassen, erhalten  wir  ein  Mittel,  um  jede  gegebene  gerade  Linie 
durch  die  ersterc  Einheit  und  jeden  gegebenen  Zeitraum  durch 
die  letztere  Einheit  zu  messen.  Auch  können  wir  uns  die  Thei- 
lung  eines  begrenzten  Stlickes  einer  ebenen  Fläche  in  beliebig 
viele  gleiche  Theile  und  die  Theilung  eines  begrenzten  Raumes 
in  beliebig  viele  gleiche  Theile  vorstellen,  und  daraus  die  Mes- 
sung aller  Flächen  durch  eine  Flächeneinheit  und  aller  Räume 
durch  eine  Raumeinheit  ableiten.  Ans  dem  Umstände,  dass  wir 
darauf  angewiesen  sind,  die  Einheit  der  Zeit,  der  Länge,  der 
Fläche  und  des  Raumes  als  Einheiten  aufzufassen,  die  unbe- 
schränkt theilbar  sind,  entspringt  die  Möglichkeit,  auf  die  Gegen- 
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stände,  welche  nach  den  erwähnten  Einheiten  gemessen  werden, 
die  Infinitesimalrechnung  anzuwenden. 

So  eröffnen  sich  der  Anwendung  zwei  grosse  Gebiete.  Nach 
dem  Princip,  auf  welches  Descartes  die  analytische  Geometrie 
gegründet  hat,  und  das  I,  §  42  und  1,  §  85  mitgetheilt  ist,  wird 
der  Ort  jedes  beliebigen  Punktes  in  einer  Ebene  und  der  Ort 
jedes  beliebigen  Punktes  im  Räume  durch  die  Messung  der 
Länge  von  geraden  Linien  bestimmt,  deren  Anzahl  für  die  Ebene 
gleich  zwei,  für  den  Raum  gleich  drei  ist,  und  die  in  beiden 
Fällen  die  Coordinaten  der  betreffenden  Punkte  heissen.  Ver- 
möge der  vollständigen  Definition  eines  jeden  im  Räume  be- 
findlichen Gebildes  ergiebt  sich,  wie  hier  vorgreifend  bemerkt 
wird,  eine  gesetzmässige  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten 
der  Punkte,  welche  dem  Gebilde  angehören.  Die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Coordinaten  der  Punkte  der 
räumlichen  Gebilde  ist  daher  nichts  anderes  als  die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Lehre  von  den  räumlichen  Ge- 
bilden oder  auf  die  gesammte  Geometrie.  Hiermit  wird  das  erste 
der  beiden  angeiührten  Gebiete  bezeichnet.  In  demselben  kommt 
der  Begriff  der  Zeit  als  solcher  nicht  vor.  Sobald  man  aber  den 
letzteren  zu  den  auf  den  Raum  bezüglichen  Begriffen  hinzu- 
fügt und  die  Bewegungen  untersucht,  welche  von  Gebilden,  die 
sich  im  Räume  banden,  während  des  Verlaufes  der  Zeit  ausge- 
führt werden^  so  betritt  man  das  zweite  jener  beiden  Gebiete 
der  Anwendung,  das  Gebiet  der  Mechanik.  Mit  den  grossartigen 
Erfolgen,  welche  durch  die  Anwendungen  der  Infinitesimalrech- 
nung auf  Mechanik  für  das  Begreifen  des  Gesetzmässigen  in 
der  Natur  errungen  sind,  ist  der  Gedanke  lebendig  und  mächtig 
geworden,  dass  die  Erklärung  der  Naturerscheinungen  durchaus 
in  der  ZnrückfÜhrung  auf  einfache  gesetzmässige  Bewegungs- 
vorgänge zu  suchen  sei.  Gegenwärtig  genügt  es,  auf  den  hohen 
Werth  jener  Anwendung  hinzudeuten. 

Nachdem  wir  versucht  haben,  an  der  Hand  des  Begriffes 
der  Stetigkeit  zu  erklären,  auf  welche  Objecte  die  Infinitesimal- 
rechnung angewendet  werden  könne,  liegt  uns  jetzt  ob,  die 
Grundbegriffe  der  Infinitesimalrechnung  auseinander  zu  setzen. 
Hierzu  ist  es  erforderlich,  den  Begriff  der  Beziehung  ewisclten 
stetig  veränderlichen   Grössen,   oder,   was   gleichbedeutend   ist, 
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den  Begriff  der  Abhängigkeit  stetig  veränderlicher  Grössen  von 
andern  stetig  veränderlichen  Grössen  sorgfältig  za  nntersachen. 
Die  Abhängigkeit  einer  stetig  veränderlichen  Grösse  von  einer 
andern  stetigen  unabhängig  veränderlichen  Grösse  fäüt  mit  dem 
Begriff  einer  stetigen  Function  einer  veränderlichen  Grösse  su- 
sammen.  Die  vorhin  wiederholte  Definition  desselben  wird  den 
Ausgangspunkt  bilden.  Es  gewährt  jedoch  eine  wesentliche 
Erleichterung  ftir  das  Verständniss,  wenn  der  Begriff  der  f'une- 
tion  einer  veränderlichen  Grösse  durch  die  Anwendung,  welche 
er  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  gefunden  hat,  erläutert  wird, 
bevor  die  rein  analytischen  Grundbegriffe  der  Infinitesimal- 
rechnung an  die  erwähnte  Definition  angeknüpft  werden.  Aus 
dieser  Ursache  mögen  einige  geometrische  Betrachtungen  einge- 
schaltet werden,  welche,  mit  dem  Plane  dieses  Buches  ttber- 
einstimmend,  nur  die  im  ersten  Bande  vorgetragenen  Elemente 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetzen. 

§  2.    ZurftokftUimiigr  der  aiuüytlMheii  Bertlmmung  «Iiim 

ffeom«trliohen  Ortes  tn  der  Ebene  auf  die  Beetimmnng  eiiier 

Funotion  einer  ▼er&nderliohen  OrttsM. 

Die  in  einer  Ebene  enthaltenen  Gebilde,  welche  I,  §  42 
zur  Sprache  kamen,  sind  der  Punkt,  die  gerade  Linie  und 
die  Kreislinie.  Wir  haben  uns  jetzt  mit  dem  allgemeinen  Be- 
griff einer  in  der  Ebene  befindlichen  Linie  zu  beschäftigen. 
Gesetzt  es  sei  für  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Forderung  ge- 
ge])en,  welche  durch  die  sämmtlichen  Punkte  einer  gewissen 
Linie  befriedigt  wird,  so  heisst  dieselbe  der  geometrische  Ort 
der  die  Forderung  erfüllenden  Punkte.  Demnach  ist  der  geo- 
metrische Ort  derjenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  die  Forde- 
rung befriedigen,  von  einem  festen  Punkte  der  Ebene  um  eine 
gegebene  Strecke  abzustehen,  eine  gewisse  Kreislinie.  Um  eine 
Linie  als  geometrischen  Ort  zu  definiren,  muss  eine  Eigenschaft, 
welche  allen  Punkten  der  Linie  und  nur  den  Punkten  dersel- 
ben zukommt,  benutzt  werden;  kennt  man  verschiedene  Eigen- 
schaften von  dieser  Beschaffenheit,  dann  lässt  sich  aus  jeder 
derselben  eine  Definition  der  betreffenden  Linie  deduciren.  Es 
wird  nunmehr   angenommen,  dass  die   Punkte  der  Ebene   auf 
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ein  System  von  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  bezogen 
seien;  während  jede  als  geometrischer  Ort  definirte  Linie  unbe- 
grenzt viele  Punkte  enthält,  gehört  zu  jedem  ihrer  Punkte  ein 
ganz  bestimmtes  Paar  von  Coordinaten  x  und  ^,  und  es  kommt 
darauf  an,  die  Eigenschaft  anzugeben,  durch  w^elche  die  Coor- 
dinaten dieser  sämmtlichen  Punkte  ausgezeichnet  sjnd.  Wir 
beginnen  mit  der  Besprechung  von  einigen  einfachen  Beispielen. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  eines  beliebigen 
Punktes  91  der  Ebene  bezeichnen  die  Lage  desselben  in  Bezug 
auf  die  zu  einander  senkrechten  Coordinatenaxen ;  wie  in  1,  §  42 
wird  die  a;Axe  als  horizontal 
und  deren  linke  Seite  als  positiv, 
die  y  Axe  als  vertikal  und  deren 
obere  Seite  als  positiv  betrachtet, 
und  es  seien  $,  O  respective 
die  Fusspunkte  der  von  91  auf 
die  erste  und  zweite  Coordina- 
tenaxe  herabgelassenen  Lothe. 
Ein  beliebiger  aber  fester  Punkt 
92  habe  die  Coordinaten  l  und  m, 
die  Fusspunkte  der  von  91  auf 
die  Axen  gefällten  Lothe  mögen 
beziehungsweise  £  und  SK  heis- 
aen.  Das  Loth  91 9Ä  ist  dann  zu 
der  x  Axe,  das  Loth  9i  Ü  zu  der  y  Axe  parallel,  jedes  der  beiden 
Lothe  werde  von  91  aus  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  verlän- 
gert, dann  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Kenntniss  der  Coordi- 
naten der  Punkte  9?  nnd  9i  die  Bestimmung  ftlr  die  relative 
Lage  des  Punktes  91  in  Bezug  auf  die  bezeichneten,  durch  den 
Punkt  91  laufenden,  gegen  einander  senkrechten  geraden  Linien. 

Es  möge  die  Parallele  zu  der  x  Axe  durch  das  Loth  9i  $  in 
dem  Punkte  ©,  die  Parallele  zu  der  y  Axe  durch  das  Loth  9i  Q 
in  dem  Punkte  %  geschnitten  werden.  Die  obenstehende  Figur  1 
ist  für  den  Fall  gezeichnet,  dass  x^  y,  l,  m  positive  Glrössen  sind ; 
daher  werden  die  Strecken  O  ^,  DD,  D  S,  D äR  durch  die 
Grössen  ar,  y,  l,  m  geraessen.  Die  Coordinatendifferenz  a;—Z  bildet 
stets,  abgesehen  von  dem  Vorzeichen,  das  Mass  der  Strecke  S  ^ 
oder  91©,  die  Coordinatendifferenz  y—m  in  gleicher  Weise  das 
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Mai«8  der  Strecke  3HO  oder  91 X.  Bei  den  getroffenen  Annahmen 
liegt  der  Punkt  ^  links  oder  rechts  von  dem  Punkte  2  oder  in 
dem  Punkte  £,  je  nachdem  die  Grösse  x  —  l  positiv  oder  ne- 
gativ oder  gleich  Null  ist;  ebenso  liegt  der  Punkt  O  ober- 
halb oder  unterhalb  von  dem  Punkte  Tl  oder  im  Punkte  9W, 
je  nachdem  die  Grösse  y  —  m  positiv  oder  negativ  oder  gleich 
Null  ist  Da  femer  der  Punkt  ©  zu  dem  Punkte  91  dieselbe 
relative  Lage,  wie  der  Punkt  ?ß  zu  dem  Punkte  ß  hat,  und  der 
Punkt  %  zu  dem  Punkte  91  dieselbe  relative  Lage  wie  der  Punkt 
O  zu  dem  Punkte  SR,  und  da  auf  diese  Weise  zu  der  positiven 
Seite  der  x  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gehört,  die 
positiv  genannt  werden  soll,  und  ebenso  zu  der  positiven  Seite 
der  y  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gehört,  die  gleich- 
falls positiv  genannt  werden  möge,  so  drücken  die  Coordinaten- 
differenzen  x—l  und  y—m  bei  der  getroffenen  Verfügung  in 
genau  derselben  Weise  die  Lage  des  Punktes  tR  in  Bezug  auf 
die  durch  91  gezogenen  Parallelen  der  Coordinatenaxen  aus, 
wie  die  Coordinaten  x  und  y  die  Lage  des  Punktes  fR  in  Be- 
zug auf  die  Coordinatenaxen  selbst  determiniren.  Es  werden 
daher  x—l  und  y — m  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes 
(x,  y)  in  Bezug  auf  den  Punkt  (?,  m)  genannt. 

Zieht  man  von  dem  Punkte  9^  nach  dem  Punkte  9t  eine 
gerade  Linie,  so  dienen  zur  Bestimmung  ihrer  Länge  s  und  des 
Winkels  y,  den  die  Linie  9191  mit  der  positiven  Seite  der  durch 
den  Punkt  gehenden  Parallele  zur  j;  Axe  bildet,  und  der  bei  einer 
von  links  nach  rechts  gerichteten  Drehung  für  positiv  gilt,  solche 
auf  das  rechtwinklige  Dreieck® 9^91  bezügliche  Ueberlegungen, 
wie  sie  I,  pag.  140  u.  ff.  angestellt  sind,  und  bringen  die  Gleichun- 
gen hervor 

(1)  s»  =  (a:--0»  +  (y-»i)», 

fnv  X  —  l      ,  y  —  m 

(2)  cos  (p  = ,  sm  (jp  = • 

s  s 

Es  sei  das  erste  Beispiel  einer  als  geometrischer  Ort  zu 
definirenden  Linie  eine  beliebige  gerade  Linie ,  die  durch  den 
Punkt  91  läuft.  Jeder  Punkt  der  Linie  und  nur  ein  solclier 
fuit  die  EigenscJtaft,  dass  seine  Verbindungslinie  mit  dein  Punkte 
%  die  noihivendig  in  die  gegebene  Linie  hineitifälU,  gegen  eine 
durch  den  Punkt  91  gezogene  feste  Gerade,   welche  die  positive 
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-f 


f     ^ 


(T 


(Figur  2) 


Seite  der  Parallele  zu  der  xAxe  sein  mag^  immer  denselben 
Winkel  a  bildet.  Die  gegebene 
gerade  Linie  ist  deshalb  der  geo- 
metrische Ort  der  Punkte,  welche 
jene  Eigenschaft  besüeen.  Der 
Punkt  9)  mit  den  Coordinaten  x 
nnd  y  bedeute  irgend  einen 
Punkt  der  eben  definirten  Linie, 
nnd  diese  sei  in  der  Figur  2 
dargestellt.  Alsdann  ist  es  ver- 
möge der  Definition  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  bei  dem 
für  den  Punkt  SR  construirten 
Dreiecke  ©S^ISl  der  Torhin  mit 
dem  Buchstaben  (f  notirte  Win- 
kel immer  gleich  dem  gegebenen  Winkel  a  sei,  oder  dass  wegen 
der  Gleichungen  (2)  für  die  Coordinatendififerenzen  y—m  und 
x  —  l  die  Proportion  bestehe 

(3)  y  —  m\  x  —  l^=  %ma  '.  cos a. 

Sie  hat  denselben  Inhalt  wie  die  Gleichung 

(4)  cos  a(y—m)  —  8ino(a; — ?)  =  0. 

Zwisclien  den  Coordinaten  x  und  y  eines  jeden  Punktes  der 
deßnirten  geraden  Linie  gilt  daher  die  Gleichung  (4),  deren  linke 
Seite  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Coordinaten  vom  ersten  Grade 
ist,  und  welche  die  Gleichung  jener  geraden  Linie  genannt  wird. 
Vermittelst  dieser  Gleichung  wird  die  eine  Coordinate  als  Function 
der  anderen  Coordinate  bestimmt.  Wofern  der  Cosinus  des  Win- 
kels a  nicht  gleich  Null  ist,  ergiebt  sich  für  die  Coordinate  y 
der  folgende  Ausdruck,  der  eine  rationale  ganze  Function  des 
ersten  Grades  der  Coordinate  x  ist, 


(5) 


y  =  m  -i (x  —  l). 

'  cosa  ' 


Wenn  cos  a  =  0,  mithin  sin  a  =  1  oder  —  1  ist,  so.  ver- 
schwindet die  Coordinate  y  aus  der  Gleichung  (4)  und  die 
Coordinate  x  nimmt  den  unveränderlichen  Werth  l  an;  dieser 
Fall  tritt  ein,  sobald  die  betreffende  gerade  Linie  mit  der 
xAxe  einen  rechten  Winkel  macht,  mithin  zu  der  yAxe  pa- 
rallel ist.  Man  kann  der  Coordinate  x  in  der  rationalen  ganzen 
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Fonetioo  m  +  ^^^fx—1)  alle  nTclkktm  Pt«Ik9  WerAe  ron 

eioem  noeb  «o  grri«(«eo  nefoitiTca  bi«  n  timtm  m^tk  $•>  ^rweeii 
p'^itireo  Weitli  beik^n,  wobei  die  FiMXi««.  «ekke  den  eni- 
»preefaeodeii  Weitk  der  Coordinate  jr  aapeU.  «t«6  ToUkommen 
bf;«timiiit  i#t.  Die  Gr&eee  der  Coordiaase  x  besnehBef  die  Lage, 
welebe  der  Vugspwakt  $  auf  der  x  Axe  eiaaiiwt.  Sobald  in 
dem  Punkte  $  ein  Lotb  erriefatet  mad  anf  de»$elbea  ron  ^ 
aoj»  naeb  oben  oder  nnten  die  Länge  abgesrhnitten  wird,  welche 
dnrcb  den  in  (5)  angegebenen  positiren  oder  negatirea  Weith 
der  Coordinate  y  Torgeschrieben  i^  so  erbätt  Man  als  End- 
punkt den  Ponkt  91  der  definirten  geraden  Linie.  Wegen  der 
bei  ('>;  obwaltenden  Voran^äetznng,  dasg  cos  a  nicht  gleich  Nnll 
oder  dsum  die  in  Bede  stehende  Linie  der  y  Axe  nicht  parallel 
sei,  mosH  offenbar  jedes  in  einem  Punkte  ^  der  x  Axe  errich- 
tete Loth  die  gerade  Linie  in  einem  und  nur  einem  Punkte 
treffen,  welcher  eben  der  zugehörige  Punkt  X  ist  So  ent- 
sprechen einander  die  geometrische  Anschauung  und  deren  ana- 
lytische Darstellung, 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  oben  erwähnte  Definition 
einer  Kreislinie  liefern  (Figur  3).  Die  Kreidime,  deren  Cm- 
trum  in  dem  Punkte  91  liegt  und  deren  Badius  gleich  der  Grösse 
g  ist  f  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  %  für  welche  der  Ab- 
stand 9291  den  unveränderlichen  Werth  q  hat.  Diese  Definition 
erzeugt  vermöge  des  für  das  Quadrat  des  Abstandes  9291  oder 
s  aufgestellten  Ausdruckes  (1)  die  zwischen  den  Coordinaten  x 
und  y  des  Punktes  91  geltende  Gleichung 
(6)  {x-l)*  +  {y-mY^Q\ 

die  Gleichimg  des  deßnirten  Kreises.  Um  ans  derselben  die  Ab- 
hängigkeit der  einen  Coordinate  von  der  anderen  abzuleiten, 
Wlarf  es  der  Auflösnng  einer  reinen  quadratischen  Gleichung. 
Für  die  Coordinate  y  erscheint   dadurch  der  doppelte  Ausdrw^ 


(7) 


y,  =  *»  — y'g'-Ca;— Zj'" 
m+^Q*-{x-l)\ 


wo  das  Wurzelzeichen  den  zu  bestimmenden  positiven  Werth 
andeuten  soll.  Man  bemerkt  sogleich,  dass  hier  die  Grösse  x 
nur  solche  Werthe  erhalten  darf,  bei  denen  die  unter  dem  Wur- 
zelzeichen befindliche  Grösse  nicht  negativ  wird.    Damit  dies 
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der  Fall  sei,  muss  die  positive  Grösse  (x  —  iy  nicht  grösser  als 
Q*j  mithin  x  —  l  zwischen  den  Grenzen  — ^  und  +q   enthalten 
sein;   es   bestehen    deshalb    für   die   Grösse   x   die   Ungleich- 
heiten 
(8)  l  —  Q<x<l-^Q. 

Zu  jedem  innerhalb  dieser  Grenzen  liegenden  Werthe  von 
z  gehört  ein  bestimmter  Werth  y^  und  ein  bestimmter  Werth  y„ 
deren  Differenz  y»— y,=2f^*— (a;  — Q*  nur  dann  verschwindet, 
wenn  a;entweder  gleich  dem  klein- 
sten Werthe  l — q  oder  gleich  dem 
grössten  Werthe  I+q  genommen 
wird.  Die  hervorgehobenen  ana- 
lytischen  Thatsachen   sind   der 
Ausdruck  von  bekannten  Eigen- 
schaften  der  Kreislinie.    Wenn 
man  auf  der  x  Axe  in  einem  be- 
liebigen Punkte  ein   Loth   con- 
struirt,    so    wird    dasselbe    die 
Kreislinie   entweder    gar  nicht, 

oder     in    zwei     verschiedenen  

Punkten,    oder  in    einem  einzi-        r      r     -^ 
gen  Punkte  treffen,  und  berührt  (Figur  S) 

sie  in  dem  letzten  Falle.  Die  Berührung  findet  fUr  die  beiden 
Fusspunkte  $^*^  und  $^^^  und  zwar  in  denjenigen  Punkten  Sft^^' 
und  SH^*  statt,  in  welchen  die  Kreislinie  von  einer  durch  das 
Centrum  SR  zu  der  a;  Axe  gezogenen  Parallele  geschnitten  wird. 
In  denselben  nimmt  die  Coordinate  x  respective  die  beiden 
Werthe  x  =1 — q  und  x  =1+q  an,  während  sowohl  für  den 
Punkt  9t^**  wie  auch  für  den  Punkt  SR^*^  die  Coordinate  y  nur 
den  einen  Werth  tn  erhält.  Ein  Werth  von  x,  der  den  Bedin- 
gungen (8)  genügt,  bezeichnet  einen  Fusspunkt  $,  der  zwischen 
den  beiden  Fusspunkten  $^*'  und  ^'^'  liegt.  Die  in  einem  solchen 
Punkte  $  zu  der  x  Axe  errichtete  Senkrechte  schneidet  den 
Kreis  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Punkten  9fli  und  Sl,, 
welchen  die  vorhin  mit  ^i  und  y^  bezeichneten  Werthe  der 
Coordinate  y  zugehören.  Ein  Werth  der  Coordinate  rc,  welcher 
die  Bedingungen  (8)  nicht  eriHllt,  giebt  jedoch  einen  Fusspunkt 
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^  an,  der  sieb  aasserhalb  der  Strecke  ^^^  ^*'  befindet,  so  dass 
eine  dorch  denselben  zn  der  x  Axe  eiricbtete  Senkrechte  den 
Kreis  niemals  erreichen  kann. 

Um  zo  der  geraden  Linie  und  der  Kreislinie  eine  andere 
Gattung  von  ebenen  Icrummen  Linien  oder  ebenen  Curven  hinzn- 
znfiigen,  nntersncben  wir  den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte 
92,  bei  denen  ihr  Abstand  von  einem  festen  Punkte  92  £u  ihrem 
Abstände  von  einer  festen  geraden  lAnie,  der  mit  y=fi  bezeichneten 
PardUde  eur  xAxe,  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  Xi\  steht. 
Der  Ansdnick  des  Abstandes  92  92  oder  s  in  (1)  wnrde  schon  mehr- 
fach benutzt,  der  Abstand  des  Panktes  92  von  der  bezeichneten 
Parallele  znr  x  Axe  ist  gleich  dem  absoluten  Werthe  der 
Coordinatendififerenz  y—fi.  Nach  der  angestellten  Forderung 
müssen  die  Quadrate  der  bezeichneten  Abstände  das  Verhältniss 
A* :  1  haben.  Indem  wir  die  Ausdrticke  der  beiden  Quadrate  in 
die  Proportion  einsetzen,  entsteht  die  Gleichung  der  deßnirten 
ebenen  Curve 
(9)  {x-iy  +  {y-mY==V(y-tiY. 

Die  Curve  führt  den  allgemeinen  Namen  eines  Kegelschnittes. 
Ihre  besondere  Beschaffenheit  richtet  sich  nach  der  Grösse  der 
Gonstante  X ;  je  nachdem  l  kleiner  als  die  Einheit^  gleich  der- 
selben oder  grösser  als  die  Einheit  ist^  wird  die  Linie  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel.  Wir  beschränken  uns  hier  auf 
die  Discussion  des  Falles  der  Parabel.  Bei  der  betreflFenden 
Voraussetzung  A  =  1  hebt  sich  das  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (9)  auftretende  Quadrat  der  Coordinate  y  fort,  so  dass 

(9)  in  die  Gleichung 

(10)  (a;_?)«  +  m«— ^•  — 2(iw-/i)y=0 

ttbergeht.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  92  nicht  in  die 
feste  Gerade  y=n  hineinfalle,  mithin  die  Differenz  m  —  ^t  nicht 
gleich  Null  sei,  und  wir  erhalten,  indem  die  Gleichung  (10)  durch 
die  Grösse  2(m  — /m)  dividirt  wird,  da  m«— /w*  =  (m— /«)(«• +  ju) 
ist,  die  Coordinate  y  als  rationale  ganze  Function  des  zweiten 
Grrades  von  der  Coordinate  a?, 

(11)  y_  __  +  ____. 
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Die  Zeichnung  (4)  ist  ftir  «inen 
positiven  Werth  der  Differenz 
m — fi  ausgeführt;  der  Punkt  9i, 
dessen  Goordinaten  l  und  m  sind, 
liegt  darum  oberhalb  der  festen 
geraden  Linie  y=ju,  die  durch 
den  Punkt  3Ä'  der  Figur  zu  der 
X  Axe  parallel  gezogen  ist  und 
von  der  Linie  9^  £  in  dem  Punkte 
91'  geschnitten  wird.  Weil  die 
auf  der  rechten  Seite  von  (11) 
befindliche  Function  die  Summe 


tn-\-fi 


von  der  constanten  Grösse  — 


and  dem   mit  dem   constanten  Factor  - 


2(m— A<) 

Quadrat  (x—l)^  ist,  ferner  (x—iy  für  den  Werth  x=l  ver- 
schwindet, dagegen  fllr  jeden  anderen  Werth  von  x  positiv 
bleibt,  so  bewirkt  die  Voraussetzung  des  positiven  Werthes  der 
Differenz  m—ft^  dass  die  Coordinate  yf^rx=l  ihren  kleinsten 

Werth  erhält,  nämlich  '"■^^.    Der  tiefste  Punkt  der  Parabel 

ist  demnach  der  den  Goordinaten  x=lj  y=-^^-^  entsprechende 

Scheitelpunkt  M^  i  i°  welchem  sie  von  der  Linie  92  fi  getroffen 
wird  und  der  in  der  Mitte  zwischen  den  Punkten  SR  und  SR' 
Für  je  zwei  Werthe  a;^*^=?  +  ^undic^*=?— |  nimmt  die 

an,  der  um  so 

grösser  ausfällt,  je  grösser  der  Betrag  von  ^  gewählt  ist.    Zu 


liep^. 

Ordinate  y  denselben  Werth  -^„—4-  -^  — — r- 

2  2  [tn  — f.i) 


je  zwei  correspondirenden  Werthen  x^   und  x     gehören  zwei 
auf  der  x  Axe  befindliche  Fusspunkte  $' 


l(1) 


und  t'\ 


die    von 


dem  Punkte  fi  rechts  und  links  die  gleiche  Entfernung  haben. 
Aus  dem  angegebenen  Grunde  entsprechen  denselben  je  zwei 
Punkte  der  Parabel  91  und  91 ' ,  die  von  der  x  Axe  gleich  weit 
entfernt  sind  und  sich  über  dieselbe  um  so  mehr  erheben,  je 
weiter  der  Punkt  «ß^^^  und  der  Punkt  ^^^^  von  dem  Punkte  ß 
abstehen.  Hieraus  folgt  die  in  der  Zeichnung  angedeutete  Ge- 
stalt der  Parabel. 
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In  jedem  der  erörterten  Beispiele  hat  sich  {)ir  die  Ooor- 
dinate  y  ein  Aasdruck  durch  die  Coordinate  x  ergeben,  bei  dem 
die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  nachweisbar  ist.  Zugleich  geht 
die  Forderung,  welche  ein  Punkt  der  Ebene,  um  einem  gewissen 
geometrischen  Orte  anzugehören,  erfüllen  muss,  vermöge  des 
Umstandes,  dass  der  betreffende  Punkt  durch  seine  beiden 
Goordinaten  bestimmt  wird,  in  eine  Gleichung  über,  durch  deren 
Auflösung  die  eine  Coordinate  als  eine  stetige  Function  der 
anderen  erscheint.  Wenn  man  die  Abhängigkeit,  in  welche  auf 
diese  Weise  die  eine  Coordinate  y  von  der  anderen  x  geräth, 
mittelst  der  Charakteristik  f{x)  andeutet,  so  wird  das  Gesetz,  dem 
die  Punkte  der  betreffenden  Linie  folgen,  durch  die  Gleichung 

(12)  y=f{x) 

dargestellt.  Die  analytische  Bestimmung  eines  geometrischen 
Ortes  in  der  Ebene  für  den  Punkt  {x,  y)  läuft  also  auf  die  Auf- 
suchung derjenigen  Function  der  Coordinate  x  hinaus,  welcher 
die  Coordinate  y  gleich  zu  setzen  ist.  Sobald  die  betreffende 
Function  gefunden  ist,  bietet  die  zugehörige  Gleichung  (12)  ein 
Werkzeug,  um  die  Beschaffenheit  der  in  Rede  stehenden  Linie 
durch  die  Methoden  der  Analysis  zu  stndiren. 

I  8.    Ottom^trlsolift  Dttninng  «iiimr  stotIffMi  FoBotton  «laAr 

▼•rftüAMllolitii  Oröise.    Betttmmimff  d«r  Laffe  «tn^r 

Bduie  einer  ebenen  Ovrve. 

Die  Art  und  Weise,  wie  aus  der  geometrischen  Definition 
einer  ebenen  Curve  das  Gesetz  abzuleiten  sei,  nach  welchem 
die  eine  Coordinate  y  eines  Punktes  der  Curve  von  der  anderen 
Coordinate  x  abhängt,  braucht  hier  nicht  weiter  verfolgt  zu 
werden.  Wir  nehmen .  an,  dass  diese  Abhängigkeit  in  dem 
einzelnen  Falle  bekannt  sei  und  durch  eine  Function  f{x)  aus- 
gedrückt werde,  welche  die  in  §  1  wiederliolte  Definition  der 
Stetigkeit  erfüllt.  Indem  die  Betrachtung  diese  Ausdehnung  be- 
kommt, ergiebt  sich  zugleich,  dass  jede  beliebige  stetige  Func- 
tion einer  veränderlichen  Grösse  x  geometrisch  in  der  Weise 
gedeutet  werden  kann,  dass  man  die  Gleichung  y=f{x)  bildet 
und  Xy  y  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  auffasst. 


§3. 
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In  jener  Definition  wird  die  Function  f{x)  für  alle  Werthe  von  x 
betrachtet,  welche  der  Bedingung  a<jr^&  genügen.  Hiernach 
darf  der  Fusspunkt  $  des  von  dem  Punkte  {x,  y)  oder  9{  auf 
die  X  Axe  gefällten  Lothes  die  Stelle  jedes  Punktes  einnehmen, 
der  zwischen  den  Punkten  a:=a  und  x=-h  liegt.  Es  mögen 
nun  der  veränderlichen  Grösse  x  zwei  bestimmte  Werthe  bei- 
gelegt werden,  von  denen  der  eine  wieder  x,  der  andere 

(1)  x^^x  +  h 
heisse,  und  zu  denen  respective 
die  Fusspunkte  $  und  $,  ge- 
hören. Die  Länge  und  Lage 
der  Lothe^ 81  =  DD  und  $,8«,= 
O^i  wird  dann  durch  die  zu- 
geordneten Grössen 

(2)  y=f(x\p,=f{x-i-h) 
bezeichnet.  Der  Schnittpunkt  der 
unbegrenzten  Linien  9{D  und 
8fi,$i  werde  @„  derjenige  der 
unbegrenzten  Linien  9i$  und 
9li  D,  werde  X,  genannt.  Dann 
entsprechen  in  der  zugehörigen 
Figur  5  die  Punkte  81,  @„  2:,,  81, 
genau  den  Punkten  %  @,  X,  81 
der  Figur  1   im  vorigen  §,    so 

^  '^°'    ^  dass  die  Coordinatenrr,  y,  irj,y, 

beziehungsweise  an  die  Stelle  der  Coordinaten  l,  m,  ar,  y  treten. 
Mithin  giebt  das  Increment  der  Grösse  x  oder  die  Differenz  der 
Werthe  der  unabhängigen  Variable  a;,  —  a;  =  ä  den  Abstand  und 
die  relative  Lage  der  Punkte  $  und$„  das  Increment  der  Grösse 
y  oder  die  Differeng  der  zugeordneten  Werthe  der  Function 
y^—'y  =  f{x-\-h)-^  f{x)  den  Abstand  und  die  relative  Lage  der 
Punkte  ©,  undafJ,  an.  Die  erwähnte  Definition  der  Stetigkeit  der 
Function  f(x)  schreibt  vor,  dass  für  je  zwei  Werthe  x  und  x  +  h  die 
Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function  fix  +  h)—f  (x), 
sobald  der  Werth  der  Grösse  h  gegen  die  Null  abnimmt,  selbst 
gegen  die  Null  abnehmen  soll.  Es  muss  sich  also  für  eine  be- 
ständige Verkleinerung  des  Abstandes  ^  $,  der  Abstand  ©,  fR^ 
ebenfalls   der   Null    nähern.     Die  beiden  Punkte   8)  und   9{j 
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bilden  daher  die  gegenttberliegenden  Ecken  eines  Rechteckes 
91  8i  91,  Xi,  dessen  znsammenstossende  Seiten  9i@,  und  @,  9tj 
die  Eigenschaft  haben,  dass  mit  der  Abnahme  der  Seite  91  @, 
gegen  die  Null  auch  die  andere  Seite  ©^  9li  gegen  die  Null 
abnimmt  Die  Stetigkeit  der  Function  f{x)  hat  also  die  Folge, 
dass  je  zwei  Punkte  91  and  9i,,  deren  Goordinatenpaare  x,  y 
nnd  x^y  y^  die  Gleichung  y  =  f{x)  erflillen,  bei  einer  beständigen 
Annäherung  der  Fusspunkte  $  und  $j,  selbst  einander  so  nahe 
kommen  als  man  nur  will.  Da  aber  eine  Linie  eine  durch  ein 
Gesetz  bestimmte  Folge  von  unbegrenzt  vielen  Punkten  ist, 
nnter  denen  fttr  jeden  einzelnen  Punkt  ein  Nachbarpunkt  ange- 
geben werden  kann,  der  von  dem  erstem  um  beliebig  wenig 
absteht,  so  wird  durch  die  mit  der  stetigen  Function  f{x)  ge- 
bildete Gleichung  y  =  f{x)  in  der  That  eine  Linie  dargestellt. 
Man  bezeichnet  die  characteristische  Eigenschaft  einer  Linie 
durch  den  Ausdruck,  dass  sie  eine  stetige  Folge  von  Punkten 
sei.  Somit  ist  der  Zusammenhang  nachgewiesen,  der  zwischen 
der  Stetigkeit  einer  solchen  Folge  von  Punkten  und  der  Stetig- 
keit einer  Function  einer  Variable  besteht. 

Wenn  man  zwei  Punkte  9t  und  9}^  der  durch  die  Gleichung 
y=zf{x)  dargestellten  Curve  vermittelst  einer  geraden  Linie 
verbindet,  so  heisst  die  letztere,  insofern  91  und  9i,  ihre 
Endpunkte  bezeichnen,  eine  Sehne  der  Curve,  dagegen  insofern 
die  Curve  von  der  unbegrenzt  verlängerten  Linie  geschnit- 
ten wird,  eine  Secante  der  Curve.  Die  Lage  der  Linie  9{9{, 
hängt  allein  von  dem  Winkel  g)  ab,  den  sie  mit  der  positiven 
Seite  der  durch  den  Punkt  9^  gezogenen  Parallele  zur  x  Axe 
bildet.  Man  kann  daher  die  Frage  nach  der  Lage  jener  Sehne 
leicht  beantworten,  indem  man  aus  der  Gleichung  der  Curve 
die  Bestimmung  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  q> 
ableitet.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (2)  des  vorigen  §  ergiebt  sich 
aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  9i@,  91,  der  Ausdruck 
(3)  ^^^,(..KA)-,(.). 

Die  trigonometrische  Tangente  desWinkds,  welchen  die  durch 
die  Punkte  (ar,y)  und{x^^y^)  gelegte  Schrie  mit  der  positiven  Seite 
einer  Parallele  zur  x  Axe  maclUj  ist  gleich  dem  Quotienten^  der 
durch   Division    der    Differenz   der   Wertfie    der  Variable  x  in 


g  i.  Sehne  eineisCtirve.  17 

die  Differenz   der    eugeordneten  Werihe   der  Function  y=.f(x) 
aüsteht. 

Der  Ausdruck  (3)  möge  für  die  Gleichung  (11)  des  vorigen 
§  aufgestellt  werden,  welche  sich  auf  die  Parabel  bezieht 
Hier  ist 


(4) 


2  2(m—n) 


folglich 

Man  hat  aber 
(6)  {x-\-h—lY  ~  (^x—iy  =  2Ä  («— 0  +Ä», 

weshalb  bei  der  Bildung  des  Quotienten   ^-^ )'-^i\^)  ^-^ 

Division   mit  der   Grösse  ä  algebraisch  bewerkstelligt  werden 

kann.    Sie  führt  zu  der  Gleichung 

.-  /•(^  +  /0-/-(a;)^  x-l Ä 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  qp, 
den  die  Sehne  der  Parabel  8i  81,  mit  der  Parallele  zur  x  Axe 
macht,  wird  daher  durch  den  Ausdruck 

(«)  t«9P=iE^  +  ^^ 

bezeichnet. 


I  4.   Beittmmnng  der  Laye  d«r  geraden  Linie,  duroh  welche 
eine  ebene  Cnrve  in  einem  gegebenen  Punkte  bertthrt  wird. 

Um  eine  allgemeine  Definition  von  der  Bertthrung  zwischen 
einer  ebenen  Curve  und  einer  geraden  Linie  zu  erhalten,  denke 
man  sich  zwei  Punkte  91  und  {R^  der  gegebenen  Curve  durch 
eine  Sehne  verbunden  und  diese  über  den  Punkt  91^  hinaus  bis 
zu  dem  unbestimmten  Punkte  U  verlängert.  Es  werde,  während 
der  eine  Punkt  9%  fest  bleibt,  der  andere  Punkt  St^  dem  Punkte 
91  auf  der  Curve  fortwährend  genähert.  Dadurch  wird  die  Lage 
der  Secante  81 91,  U  in  solcher  Weise  geändert,  dass  sich  die 
Secante  allmählig  um  den  Endpunkt  91  herumdreht. 

Wenn  sich  nun   die  Lage  der  Secante  8^91,  U  bei  fortwäh- 

LipMhiti^  Analyaifl  n.  2 
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rend  abnehmender  Sehne  919%^  einer  bestimmten  Lage  dt^  als 
Grenze  nähert j  so  wird  die  Curve  durch  die  gerade  Linie  JRSS 
berührt.  Die  gerade  Linie  91$  heisst  die  Tangente  der  Curve  in 
dem  Punkte  31.  . 

Aus  der  aufgestellten  Definition  folgt  die  Bestimmnng  der 
Tangente  in  einem  Punkte  fR  eines  Kreises  vermittelst  der  Be- 
merkung, dass  die  Sehne  fRSt,  mit  dem  von  ^  aus  nach  dem 
Centrnm  des  Kreises  gezogenen  Radius  einen  spitzen  Winkel 
bildet,  der  um  so  grösser  wird,  je  näher  der  Punkt  fR^  dem 
Punkte  91  kommt,  und  der  sich  einem  rechten  Winkel  als  Grenze 
nähert.  Die  in  dem  Punkt  9t  senkrecht  gegen  den  Kreisradius 
gezogene  gerade  Linie  berührt  also  den  Kreis  in  dem  Punkte  91. 

Die  Bestimmung  der  Lage  der  berührenden  Linie  für  einen 
Punkt  einer  ebenen  Curve,  deren  Gleichung 

(1)  '  y=f(x) 

in  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist,  bildet 
eine  Grundaufgabe  der  analytischen  Geometrie.  Ihre  LOsung 
lässt  sich  aus  der  Darstellung  ableiten,  welche  im  vorigen  § 
für  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  <jp  gefunden 
wurde,  den  die  Sehne  9191»  mit  der  positiven  Seite  der  Paral- 
lele zu  der  x  Axe  bildet,  und  die  in  den  dortigen  Bezeichnungen 
so  lautet 

(2)  tg^=^i^t»lp/W. 

Im  vorigen  §  ist  gezeigt  worden,  dass,  wenn  man  die  Grösse 
h  gegen  die  Null  abnehmen  lässt,  der  Fusspunkt  $»  dem  Fuss- 
punkte  $  und  in  Folge  dessen  der  Punkt  91,  dem  Punkte  91 
der  Curve  sich  immer  mehr  nähert.  Mithin  mnss  in  dem  Quo- 
tienten ^-^ ^"~  -—  die  Grösse  h  numerisch  ohne  Ende  ab- 
nehmen, falls  der  Winkel  q>  den  Neigungswinkel  einer  Secante 
9191,  U  darstellt,  die  durch  den  festen  Punkt  9{  und  einen 
demselben  auf  der  Curve  beständig  genäherten  Punkt  91,  hin- 
durchgeht Die  Voraussetzung,  auf  der  die  Definition  einer  die 
Curve  in  dem  Punkte  91  berührenden  geraden  Linie  beruht, 
dass  die  Lage  der  Linie  91 9i,  U  sich  einer  Lage  9193  als  Grenze 
nähere,  hat  den  Inhalt,  dass  der  Winkel  qp  oder,  was  gleich- 
zeitig geschieht,  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  9 
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sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähere.  Weil  nun  nach  (2) 
die   trigonometrische  Tangente  von  (p  gleich  dem  Quotienten 

— ^— — -^ — - — -  ist,  so  hat  die  Voraussetzung,  dass  die  erstere  sich 

einem  Grenzwerth  nähere,  zur  Folge,  dass  sich   der  Quotient 

1 Z — LS^  \yQ{  einem  gegen  die  Null  abnehmenden  h  einem 

festen  Grenzwerthe  nähert   In  gleicher  Weise  ist  der  umgekehrte 

Schluss  gerechtfertigt,  dass,  wofern  der  Quotient  ^-^ ^ — ^-^— ^ 

für  ein  gegen  die  Null  abnehmendes  h  gegen  einen  bestimm- 
ten Grenzwerth  convergirt,  die  trigonometrische  Tangente  von 
g)  gegen  denselben  bestimmten  Grenzwerth  convergire,  und 
dass  alsdann  die  betreifende  Curve  in  dem  Punkte  (a:,  y)  durch 
diejenige  gerade  Linie  berührt  werde,  für  welche  die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Neigungswinkels  zu  der  x  Axe  jenem 
Grenzwerthe  gleich  ist.  Die  analytische  Bestimmung  der  geraden 
Linie,  durch  welche  die  gegebene  Curve  in  einem  Punkte  (a;,  y) 
berührt  wird^  hängt  daher  von  der  Aufgabe  ah,  zu  untersuchenj 

ob  der  mit  der  Function  f{x)  gebüdete  Quotient   ^(^  +  *)— W 

für  eine  numerisch  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  h  sich 
einem  festen  Grenewerthe  nähere^   undy   wenn  dies  der  Fall  ist, 

den  Crrenewerth  lim .  — ^^ \ —  — -   dansustellen.   Für  die  tri- 

h 

gonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  (o,  welchen  die  ge- 
suchte berührende  Linie  mit  der  positiven  Seite  einer  Parallele  eur 
X  Axe  bildetj  gilt  dann  die  Gleichung 

(3)  tg  w  ^  hm .  -^-^ 1 — --—  • 

n 

Bei  dem  im  vorigen  §  behandelten  Beispiel  der  Parabel, 
aufweiche  sich  die  auf  der  nächsten  Seite  stehende  Figur  6 
bezieht,  kann  der  aufzusuchende  Grenzwerth  leicht  angegeben 
werden.  Dort  war 

^   fix -^h)-- fix)  ^   x-l   ^         h 

h  m—ft        2(m— /u) 
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Sobald  sich  die  Grösse  h  von  der  positiven  oder  der  negativen 

Seite  her  der  Null  nähert,  so 
convergirt,  da  die  Oonstante 
m  —  fi  nach  der  getroffenen  Vor- 
aussetzung einen  von  der  Null 
verschiedenen  Werth  haben  muss, 

der  Werth  -^7 ^  gegen  die 

2(tn — fi)   °  ° 

Null,  mithin  das  zu  untersuchende 

Aggregat  gegen  den  von  h  un- 

abhängigen  Bestandtheil  

tn — /i 

als  Grenzwerth.  Es  entsteht  da- 
her das  Resultat 

ii„../.fa+*)-A»)^_^j_. 

h  m  —  fi 

Demgemäss  erhält  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels w  zwischen  der  an  die  Parabel  gezogenen  berührenden 
Linie  und  der  positiven  Seite  der  Parallele  zur  x  Axe  den 
Ausdruck 


(5) 


(6) 


tgw  =  - 


x  —  l 


Es  hat  sich  gezeigt,  dass  in  der  vorliegenden  Anwendung 


der  Quotient 


für  ein  positives  und  ein  nega- 


tives abnehmendes  h  gegen  denselben  Grenzwerth  convergirt 
Was  das  Vorzeichen  der  Grösse  h  anlangt,  so  leuchtet  überhaupt 
ein,  dass,  wofern  die  Function  f{x)  für  das  Intervall  a^x^b 
gegeben  ist,  die  Grösse  h  bei  dem  extremen  Werthe  x=a  nur 
positiv,  bei  dem  extremen  Werthe  x  =  b  nur  negativ,  dagegen 
bei  jedem  zwischen  a  und  b  liegenden  Werthe  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen  werden  darf.  Unter  den  ersten  beiden 
Voraussetzungen  ist  der  zugeordnete  Punkt  {x,  y)  oder  91  ein 
Endpunkt  der  gegebenen  Curve ;  unter  der  letzten  Voraussetzung 
liegt  der  Punkt  innerhalb  der  Curve,  und  kann  mit  einem 
Punkte  8ii  der  Curve  verbunden  werden,  der  sich  auf  der 
einen  oder  auf  der  anderen  Seite  von  9t  befindet;  die  beiden 
Annahmen    entsprechen    den    zwei   verschiedenen    Vorzeichen 
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der  Grösse  A.  Ist  die  mit  einem  positiven  ä  gebildete  Secante 
99  9ij  U  in  die  Tangente  99  $  übergegangen,  und  durchlänft 
ein  Punkt,  von  91  nach  SB  fortschreitend,  diese  Tangente,  so 
nimmt  dabei  seine  Coordinate  x  zu.  Ist  die  mit  einem  ne-' 
gativen  A  gebildete  Secante  91 99^11  in  die  Tangente  9f9S  über- 
gegangen, und  durchläuft  ein  Punkt,  von  91  nach  SB  fortschrei- 
tend, diese  Tangente,  so  nimmt  dabei  seine  Coordinate  x  ab. 
Mithin  würde  die  Curve,   wenn   der  Fall  eintreten  sollte,  dass 

sich  der  Quotient  -^ Lz.'w    ^j.   ^j^  pogitives   Ä  einem 

anderen  Grenzwerthe  näherte  als  für  ein  negatives  A,  in  dem 
bezüglichen  Punkte  zwei  verschiedene  berührende  Linien  haben. 
Ein  solcher  Fall  kann  vorkommen,  darf  aber  als  Ausnahmefall 
angesehen  werden.  Sobald  der  zu  einem  positiven  Ä  und  einem 
negativen  Ä  gehörende  Grenzwerth  derselbe  ist,  bilden  die  beiden 
entsprechenden  berührenden  Linien  eine  einzige  von  91  aus  nach 
zwei  Seiten  ausgedehnte  gerade  Linie,  und  dieser  Fall  stellt 
die  Regel  dar. 

Für  die  Einsicht  in  den  Verlauf  der  durch  die  Gleichung 
(1)  repräsentirten  Curve  ist  es  wesentlich  zu  unterscheiden,  an 

welchen  Stellen  der  Grenzwerth  des  Quotienten  — {~        , 

der  gleich  tgw  ist,  einen  positiven  oder  negativen  oder  ver- 
schwindenden Werth  annimmt.  Bei  einem  verschwindenden 
Werthe  von  tgw  ist  die  zugehörige  die  Curve  berührende 
Linie  mit  der  icAxe  parallel,  bei  einem  positiven  Werthe  steigt 
ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie,  indem  seine  Coor- 
dinate X  zunimmt,  durchläuft,  aufwärts,  bei  einem  negativen 
Werthe  sinkt  ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie  in  der 
angegebenen  Weise  durchläuft,  abwärts.  Im  ersten  Falle  sagt 
man,  die  berührende  Linie  sei  nach  oben,  im  zweiten  Falle,  sie 
sei  nach  unten  geneigt. 

Der  in  Bezug  auf  die  Parabel  abgeleitete  Ausdruck  (6)  ist 
fähig,  alle  Fälle  zu  vergegenwärtigen.  Wenn  man,  wie  in  §  2 
geschehen,  voraussetzt,  dass  die  Differenz  m—^i  positiv  sei,  so 

/p i 

wird  der  Ausdruck  tg  w  =  -.  __ '  positiv,  negativ  oder  ver- 
schwindend, je  nachdem  die  Grösse  x  —  l  die  erste,  zweite  oder 
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dritte  Eigenschaft  hat.  Nach  der  obigen  Figur  6,  die  mit  der 
dortigen  Fignr  4  übereinstimmt  hängt  dies  davon  ab,  ob  der 
zu  dem  Punkte  (ic,  p)  gehörende  auf  der  x  Axe  befindliche  Fnss- 
punkt  $  rechts  von  dem  Punkte  fi,  links  von  dem  Punkte  fi 
liegt  oder  mit  demselben  zusammenfällt  Es  ist  daher  die 
berührende  Linie  der  Parabel  in  dem  Punkte  ^„j  der  zu  dem  Fass- 
punkte  fi  gehört  und  nach  §  2  den  tiefsten  Punkt  der  Parabel 
bezeichnet,  mit  der  x  Axe  parallel,  in  jedem  Punkte  9},  der 
rechts  von  ^^  liegt,  nach  unten,  in  jedem  Punkte  97,  der  links 
von  ?Ro  liegt,  nach  oben  geneigt. 

§  6.    Deflnltioii  dei  Dlfferential^iiotteiiten  «Inmr  Fuaotlon 

einer  Variable  als  Orenzwerth  Aei  QnottenteA  bei  der  Division 

der  Dilfirenx  sweier  Werthe  der  Variable  in  die  Differens 

der  zugeordneten  Werthe  der  Fnnetion. 

Die  Ermittelung  des  Grenzwerthes ,  welcher  nach  dem 
vorigen  §  diejenige  gerade  Linie  bestimmt,  von  der  eine 
gegebene  ebene  Curve  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt 
wird,  ist  die  Grundoperation,  von  welcher  die  Differential- 
rechnung ihren  Namen  empfangen  hat.  Wenn  f(x)  eine  für 
alle  ewischen  den  Grössen  a  und  h  liegenden  Werthe  von  x  ge- 
gebene stetige  Function  der  variaheln  Grösse  x  bedeutet,  und  wenn 
der  durch  die  Division  der  Differenz  der  Variable  in  die  Diffe- 
renz der  zugeordneten  Werthe  der  Function  entstehende  Quotient 

-— — {rr  Q^  ßr  einen  festen  Werth  x  und  ßr  einen  nume- 

risch  gegen  die  NvU  abnehmenden  Werth  h  gegen  einen  bestimmten 

Grenewerth  lim .  ^^ j -^^  convergirt,  so  heisst  dieser  Grem- 

werth  der  nach  der  variabeln  Grösse  x  genommene  Differential- 
quotient der  Function  f{x)j  und  die  Darstellung  dieses  Grenz- 
werthes die  Differentiation  der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  die 
variable  Grösse  x. 

Das  von  Leibnitz  eingeführte  Zeichen  des  Differentialquo- 
tienten wird  durch  die  Gleichung 


lim    /'(^  +  A)-/'(^)  ^df{x) 
definirt. 


w  -•■"•       »       -  ä. 
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Die  nächste  Aufgabe  geht  dahin,  allgemeine  Methoden  für 
die  Differentiation  der  Functionen  einer  variabeln  Grösse  zu 
entwickeln.  Bei  der  Wahl  der  Reihenfolge,  in  welcher  die  ver- 
schiedenen Functionen  zur  Behandlung  kommen,  werden  wir 
dieselben  Gesichtspunkte  festhalten,  auf  denen  die  Anordnung 
im  ersten  Bande  beruht,  und  mit  den  algebraischen  rationalen 
ganzen  Functionen  beginnen. 

§  e.    DUbmitlatloii  d«r  flnmm«,  der  Dlfferenx,  Am  Products 
▼OB  xwei  Funotloiien  einer  Variable.    Differentiation  einer 
algeliraliohen  rationalen  gruixen  Function  einer  Variable. 

Eine  algebraische  rationale  ganze  Function  einer  Variable 
X  ist  nach  I,  §  22  gleich  einem  Ausdruck,  der  aus  einer  be- 
schiilnkten  Zahl  von  constanten  Grössen  und  ans  der  Variable 
X  durch  eine  beliebige,  der  Zahl  nach  beschränkte  Reihenfolge 
von  Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens 
erhalten  wird.  Man  kann  daher  zu  der  Regel  für  die  Differen- 
tiation einer  solchen  Function  gelangen,  indem  man  zuerst  den 
Dififerentialquotienten  einer  constanten  Grösse,  dann  den  Diffe- 
rentialquotienten der  Variable  x  nach  der  Variable  x  bestimmt, 
und  hierauf  zeigt,  wie  aus  den  Differentialquotienten  von  zwei 
Functionen  der  Differentialquotient  ihrer  Summe,  ihrer  Diffe- 
renz und  ihres  Products  abgeleitet  wird. 

Es  sei  die  zu  differentiirende  Function  f{x)^  für  ein  beliebig 
ausgedehntes  Intervall  der  Variable  ic,  gleich  der  constanten 
Grösse  c, 

(1)  f{x)=^c. 

Legt  man  der  Variable  einen  bestimmten  Werth  x  und  hierauf 
einen  von  diesem  verschiedenen  Werth  x-vh  bei,  so  ist  in  Folge 
der  Definition  (1)  sowohl  f{x)  =  c  wie  auch  f(x+h)  =  c,  mit- 
hin f(x  +  h)~f(x)  =  0  und  deshalb  auch  /(^  +  ^)^- A^)_^q 

Diese  Gleichung  bleibt  noch  bestehen,  wofern  die  Grösse  h 
numerisch  immer  abnehmende,  positive  oder  negative  Werthe 
erhält.  Daher  ist  der  gesuchte  Grenzwerth  des  Quotienten  eben- 
falls die  Null,  und  es  folgt  aus  (1)  die  Gleichung 

(2)  Hm.^M_riA4=o, 
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oder  nach  der  im  vorigen  §  festgestellten  Bezeichnung 

Das  gefundene  Resultat  hat  in  Worten  den  Ausdruck: 

(1)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquoiient 
einer  constanten  Grösse  ist  gleich  der  Ntdl. 

Es  sei  ferner  die  zu  diflTerentiirende  Function  f{x\  für  ein 
beliebig  ausgedehntes  Intervall  von  x,  gleich  der  Variable  x 
selbst, 

(3)  f(x)  =  x. 

Dann  gilt  für  je  zwei  diflFerenteWerthe  xnndx  +  h  die  Gleichung 
f(x-hh)—fix)  =  h,  aus  der  die  Gleichung -fi?-'t*I=iM_  =  i 

folgt.  Der  Werth  des  Bruches  bleibt  auch  für  ein  numerisch 
beständig  abnehmendes  h  gleich  der  Einheit,  so  dass  die  Gleichung 

n 

oder 

entsteht.    Die  so  erhaltene  Regel  lautet  demnach: 

(2)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquotienl 
der  Variable  x  ist  gleich  der  Einheit. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  für  das  Intervall  a<.x<b  ge- 
gebene endliche  und  stetige  Functionen  f{x)  und  gix)y  bei 
denen  vorausgesetzt  wird,  dass  jeder  der  Diiferentialquotienten 

-  j^-  und     ^       ,  welche   der  Gleichung  (1)   des   vorigen  § 
(itC  ax 

entsprechend  durch  die  beiden  Gleichungen 

(6)  J        '  ^  ^^ 

1  Um     9^''^  +  h)—g{x)   ^  dg{x) 
\  h  dx 

deünirt  sind,  einen  festen  endlichen  Werth  habe;  als  endlich 
wird  ein  Werth  bezeichnet,  sobald  er  einen  von  vorne  herein  be- 
stimmten Werth  numerisch  nicht  überschreiten  kann.  Um  den 
Differentialquotienten  der  Summe,  der  Differenz  und  des  Pro- 
ducts zu  bestimmen,  ist  für  die  Summe /'(a;)  +  ^(:c)  der  Quotient 
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/7>  n^  +  h)+  g{x  +  A)  ~  {f{x)  +  g  {x)) 

für  die  Differenz  f[x)  —  g{x)  der  Quotient 

(ß) ^ , 

filr  das  Product  f{x)  g  {x)  der  Quotient 

f{x  +  h)g{x-\-h)-'f{x)g{x) 


zn  nntersnchen.   Die  Quotienten  lassen  sich  beziehungsweise  in 

die  folgende  Gestalt  bringen 

(10)  f{x-¥h)-f{x)  ^  g{x+h)-g(x)  ^ 

h  h 

m\  f(^  +  h)-na!)       g{x  +  h)-'g{x) 

^^^^  h  h 

(12)    ß-±J^l=:f!^)  g^^)^f^^^l(^.^^'m 

n  n 

fix +  h)- fix)  gix  +  h)-gix)^ 

Sobald   die   Grösse   h  numerisch    ohne  Ende   abnimmt, 
nähert    sich    nach    der    getroflFenen    Annahme    der    Quotient 

-~ ^~-'-^  dem  festen  Grenzwerthe  -4--    und   der  Quo- 

h  dx 

tient  -?i^+4~— ""^   dem  festen  Grenzwerthe  ^l   Wie  sich 
h  dx 

bei  der  Bewegung  von  h  die  Ausdrücke  (10),  (11),  (12)  verhal- 
ten, hängt  daher  von  der  Rechnung  mit  Grenzwerthen  ab.  Die 
Grundsätze  für  die  Rechnung  mit  den  Grenzwerthen,  welchen 
sich  Folgen  von  rationalen  Brüchen  nähern,  sind  in  I,  §  16 
auseinander  gesetzt  worden,  und  es  ist  I,  §  105  hervorgehoben, 
dass  dieselben  Grundsätze  für  die  Rechnung  mit  den  Grenzwer- 
then gültig  bleiben,  welchen  sich  Folgen  von  bestimmten  Grös- 
sen nähern.  Vermöge  der  so  eben  erwähnten  Voraussetzung 
convergirt    nach    diesen    Principien    der    Ausdruck   (10)    als 

Grenzwerth   gegen  die  Summe  -^^-H- ——^,  der  Ausdruck  (11) 

gegen   die  Diiferenz  M^_^ii^.    Bei    (12)   nähert    sich    in 
dx  dx 

dem  ersten  Summanden  der  erste  Factor  dem  Grenzwerthe    ^     , 

dx  ' 
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folglich  der  erste  äammand  dem  Prodaete  -~-^^(ar),  ebenso  in 

dem  zweiten  Summanden   der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

,  -  ,  mithin  der  zweite  Snmmand  dem  Prodaete  f{t£)  ^     »  In 
dx  '     '    dx 

dem  dritten  Summanden  nähert  sich  der  erste  Factor  dem  end- 

liehen  Grenzwerthe    -7^,  der  zweite  dem  endlichen  Grenzwerthe 
ax 

-?— ,  während  der  dritte  Factor  die.Grösse  ä  ist  und  als  solche 
dx  ' 

gegen  die  Null  convergirt,   und   daher  convergirt  das  Product 

der  drei  Factoren,  von   denen  die  beiden  ersten  endlich  sind, 

das  heisst  einen  von  vorne  herein  bestimmten  Werth  numerisch 

nicht   übertreffen   können,   gegen   den    Grenzwerth    Null.    Der 

Ausdruck    (12)    erhält    demnach    für    seinen    Grenzwerth    von 

dem    verschwindenden    Grenzwerthe    des    dritten   Summanden 

keinen  Beitrag  und  convergirt  gegen  denjenigen  Werth,  welcher 

aus  der  Addition  der  Grenzwerthe  der  beiden  ersten  Summanden 

■~^g(x)  und  f{x)   ^       hervorgeht   Auf  diese  Weise  ergeben 

sich  die  Resultate 

(13) 


(14) 
(15) 


15m    /'(^+ft)  +  ^(»^+^)-(A^)  +  9M) _  df{x)  .    dg{x) 

11m  • ■        7  "  —    — ;         T -z , 

h  dx  dx  ^ 

fix+h)-g{x+h)-{f(x)-g{x))_  dfjx)  dg{x) 

"™  •  . "        Ä  ~"~    dx~  dx  ' 

lj„j        f(x  +  h)g{x-hh)-f{x)g{x) 

Sie  haben  in  den  eingeführten  Bezeichnungen  den  Ausdruck 

difix)+gix))  ^  df{x)  ^  dg{x) 
dx  dx  dx 


(16)  **  VK^j-^yy^if  =  "  ( w  . 


,  dinx)-g(x))  __dm_  dg{x) 

^   ^  dx  dx  dx  * 

der  sich  in  die  folgenden  Worte  kleiden  lässt: 

(3)  Der  DifferentialquotierU  der  Sutnme  von  ewei  Functionen 
ist  gleich  der  Summe  ihrer  DifferenticUquotienten.    Der  Differen- 
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tuAquotient  der  Differene  von  zwei  Functionen  ist  gleich  der  ent' 
sprechend  gebildeten  Differenz  ihrer  Differentialquotienten.  Der 
Differentialquotient  des  Products  von  ewei  Functionen  ist  gleich 
dem  Aggregat  der  beiden  Producte,  die  entstehen  ^  indem  jede 
Function  mit  dem  Differentialquotienten  der  anderen  multiplieiri 
wird.  Alle  drei  Besuttate  beziehen  sich  auf  die  Werthe  der  Variable 
X  in  denjenigen  Intervall^  für  welches  die  gu  conibinir enden  Func- 
tionen gegeben  sind. 

Die  Formeln  (16),  (17),  (18)  können  leicht  anf  den  Fall 
angewendet  werden,  dass  die  eine  der  beiden  Functionen,  etwa 
g{x)j   gleich    einer   Constante  c  ist.     Der   Diflferentialquotient 

j       verschwindet  alsdann   nach  der  Regel  (1),  so  dass  man 
die  Gleichungen  erhält 
nm  d{f(a!)  +  c)_df(s) 

.00^  d{f{a:)-c)__df(x) 

rn..  dicfix))     _Cdf(x) 

^^^^  ~      die  d^-' 

Dieselben  lehren,  dass,  wenn  eu  einer  Function  eine  Con- 
stante addirt  wird,  der  Differeniialquotient  der  Function  unge- 
ändert  bleibt,  und  dass,  wenn  eine  Function  mit  einer  Constante 
multiplicirt  wird,  diese  Constante  zu  dem  Differentialquotienten 
der  ursprünglichen  Function  als  Faäor  hinzuzufügen  ist,  um  den 
Differentialquotienten  der  netten  Function  zu  erhalten. 

Ftlr  die  Bildung  des  Differentialquotienten  einer  Summe 
ans  einer  beliebigen  beschränkten  Anzahl  von  Functionen  liefert 
die  wiederholte  Benutzung  der  Formel  (16)  die  Regel:  Der 
Differentialquotient  einer  Summe  aus  einer  beliebigen  beschränkten 
Anzahl  von  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Differentialquo- 
tienten der  einzelnen  Functionen. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (18)  die  Function  g  {x)  der 
Function  f{x)  gleich,   so   werden   die   beiden  Summanden   der 

rechten  Seite  gleich  dem  Ausdrucke  f{x)    '}"K    Demnach  ent- 

ax 

steht  für    den  Differentialquotienten  des  Quadrats  {f{x)Y  der 

Ausdruck 


'   !    = 

I       ■ 
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(22)  ^Ä  =  3,(.)^^^- 

Man  kann  ferner  in  der  Formel  (18)  statt  der  Function  g  {x) 
das  Qaadrat  (f{x)Y  snbstituiren,  wodurch  sich  für  den  Di£fe- 
rentialqnotienten  des  Cubus  {f{x)Y  mit  Hülfe  von  (22)  die  Be- 
stimmung 

ergiebt  Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erzeugt  den  folgen- 
den Ausdruck  des  DifferenticAquotienten  der  hdiebigen  posüiven 
ganzen  nten  Potena  der  Function  f{x) 

,23)  üg))l  =  n,,(.,r^-g^. 

Da  seine  Gültigkeit  für  die  Werthe  n=2  und  n=3  be- 
wiesen ist,  so  besteht  derselbe  allgemein,  wofern  aus  der  für 
einen  bestimmten  Werth  von  n  angenommenen  Gültigkeit  die 
Richtigkeit  flir  den  um  die  Einheit  grösseren  Werth  der  Zahl 
w  folgt.  Gesetzt,  die  Gleichung  (23)  sei  für  einen  bestimmten 
Werth  von  n  zutreffend,  so  ergiebt  sich  in  (18)  durch  Einführung 
von  {fix)f  statt  der  Function  g{x)  auf  der  linken  Seite  der  Dif- 
ferentialquotient der  (n  -I- 1)  ten  Potenz  ( A^))"*\  a^^  der  rech- 
ten Seite  das  Aggregat 

Der  bezeichnete  Ausdruck  wird  aus  der  rechten  Seite  von  (23) 
hervorgebracht,  indem  man  statt  der  Zahl  n  die  Zahl  (n  -f  1) 
substituirt.  Mithin  gilt  die  in  Rede  stehende  Formel  auch 
für  den  um  die  Einheit  vergrösserten  Werth  der  Zahl  n,  und 
deshalb  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  der  Zahl  n,  wie  be- 
hauptet worden  war. 

Um  den  Differentialquotienten  einer  für  jeden  bestimmten 
Werth  von  x  gegebenen  beliebigen  rationalen  ganzen  Function 
der  Variable  x  zu  erhalten,  darf  man  annehmen,  dass  die  be- 
hufs der  Bildung  der  Function  vorgeschriebenen  Operationen 
ausgeführt  seien,  wodurch  die  Function  nach  I,  §  23  in  das 
Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl  verschiedener  positiver 
Potenzen  der  Variable  x  übergeht,  deren  Exponenten  die  von 
einer  Zahl  n  bis  zu  der  Null  herabsteigende  Reihe  der  positiven 
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ganzen  Zahlen  bilden,  und  die  respective  mit  den  constanten 
Goefficienten  a^,  a,,  ...  a„  multiplicirt  sind.  Man  hat  demnach 
für  die  Function  f{x)  den  für  jeden  bestimmten  Werth  der  Va- 
riable X  geltenden  Ausdruck 

(24)  f{x)=aQx'  +  ay~'  +  .  .  .  +  ««_,«?  +  »,. 
Vermöge  der  oben  abgeleiteten  Regel  ist  der  Differentialquo- 
tient der  vorliegenden  Summe,  bei  der  die  Anzahl  der  Summan- 
den eine  beschränkte  ist,  gleich  der  Summe  der  Differentialquo- 
tienten der  einzelnen  Bestandtheile  aQX,a^x~j...  a,^,a:,  a^. 
Jeder  von  diesen  entsteht  durch  die  Multiplication  einer  positi- 
yen  ganzen  Potenz  der  Variable  x  mit  einer  Constante,  weshalb 
der  betreffende  Differentialquotient  nach  der  obigen  Gleichung 
(21)  gefunden  wird,  indem  man  den  Differentialquotienten  der 
jedesmaligen  Potenz  der  Variable  x  mit  der  zugeordneten  Con- 
stante multiplicirt.  Es  ist  daher  nur  der  Differentialquotient 
einer  beliebigen  positiven  ganzen  Potenz  der  Variable  x  abzu- 
leiten. Dies  geschieht  mit  Hülfe  der  Formel  (23),  indem  die 
Function  f{x)  durch  die  Variable  x  ersetzt  wird.  Der  für  die 
rechte  Seite  darzustellende  Differentialquotient  der  Variable  x 
nach  dieser  selbst  ist  gemäss  der  Regel  (2)  für  jeden  beliebi- 
gen Werth  von  x  gleich  der  Einheit;  man  erhält  daher  die  für 
jeden  gegebenen  Werth  von  x  gültige  Bestimmung  des  Differen- 
tialquotienten der  positiven  ganeen  Fotene  x^ 

(25)  -^^  z=nx     . 
^    '  dx 

Wenn  nunmehr  die  Differentialquotienten  der  erwähnten 
Summanden  der  Function  f{x)  gebildet  werden,  so  gehört  zu 
a^  X  der  Ausdruck  naQX~  ^  zu  a^  x~  der  Ausdruck  (n — 1 )  a^  x~ 
u.  s.  f.,  zu  a^_^  X  der  Ausdruck  a^_„  zu  der  Constante  a^  nach 
der  Regel  (1)  der  Werth  Null.  Die  Addition  der  einzelnen 
Differentialquotienten  liefert  alsdann  für  jeden  bestimmten  Werth 
von  X  den  DifferenticUquotienten  der  in  (24)  dargestellten  rationa- 
len ganzen  Function  f{x\ 

(2^^     -J7^ =**«o^*'"'  +  (« -  l)«i  ^""^  + . . .  +  2a_,a:  -f  a._,. 

Jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  hat  dem- 
nach  für  jeden   bestimmten  Werth   derselben    einen   voUkom- 
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men  bestimmten  darch  die  Torstehende  Fonnel  darstellbaren 
Differentialqaotienten.  Dass  jede  solche  Function  für  alle  be- 
stimmten Werthe  der  Variable  x  eine  stetige  Function  derselben 
sei;  ist  I;  §  108  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes  gezeigt 
worden.  Ans  diesem  Satze  lassen  sich  auch  die  obigen  Glei- 
chungen (25)  und  (26)  ableiten,  während  die  mitgetheilte  De- 
dnction  Fon  demselben  unabhängig  ist. 

Wenn  eine  rationale  ganze  Function  nicht  nach  den  Po- 
tenzen der  Variable  x  geordnet  vorliegt,  sondern  als  das  Resul- 
tat Ton  auszuführenden  Additionen,  Subtractionen  und  Multipli- 
cationen  rationaler  ganzer  Functionen  gegeben  ist,  so  kann  der 
betreffende  Differentialquotient  vermittelst  der  Regeln  (3)  und 
ihrer  Consequenzen  gefunden  werden,  ohne  dass  die  verlangten 
Operationen  vorher  wirklich  ausgeführt  sind.  Es  sei  zum  Beispiel 
/•(a:)=(x»  +  ««+a?-f  1)  (6a?-f  2)— (3a;»-f  2rc-i- 1)«. 

Dann  ist  nach  (18) 

rf{(a;'  +  a;«  +  a;  +  l)(6a;-i-2)} 
dx 
= (3a;»+ 2a; -M)(6a; -f- 2)  +  (a;» -i- o;"  +  a; -M)6, 
femer  nach  (23) 

iL8f!+ 2£±il-- ==  2  (3^' +  2x  +  1)  (6^  +  2), 
ax 

folglich  nach  (17) 

dfix)  =_(3^.+  2a;+l)(6a;-f  2)  +  (a;»H-a;«-fa;+l)6. 
ax 

Die  gegebene  Function  f{x)  nimmt  durch  die  vollständige 

fintwickelung  der  angedeuteten  Operationen  die  Gestalt  an 

/•(a;)=-3a;*— 4a:»— 2a:»  +  4a;-l- 1, 

so  dass  der  gesuchte  Differentialquotient  vermöge  der  Vorschrift 

(26)  den  Ausdruck 

^^W  =~12a:«-12a:«-4a:  +  4 
dx 

erhält,   welcher  dem  zuerst  gefundenen   nothwendig  gleich  ist. 

Ein   anderes  ßcispiel   liefert  die  Function,   die  in  (4)  des  §  4 

behandelt  ist  qnd  zu  der  Gleichung  der  Parabel  gehört. 
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§  7.    DUrertntlatioii  des  Qnotluiton  von  iwel  FnaotloiieB 

•Inmr  Variable.  Differentiation  einer  algebraischen  rationalen 

gebroohenen  Function  einer  Variable. 

Bei  der  Verbindung  von  zwei  gegebenen  Functionen  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  muss  man 
den  in  I,  §  22  hervorgehobenen  Umstand  beachten,  dass  zwei 
bestimmte  Grössen  immer  addirt,  subtrahirt  und  multiplicirt 
werden  dürfen  und  dann  als  Resultat  eine  entsprechende  be- 
stimmte Grösse  Hefern,  dass  aber  die  Division  nur  mit  einem 
von  der  Null  verschiedenen  Divisor  gestattet  ist.  Hieraus  folgt, 
dass,  wenn  zwei  Functionen  einer  Variable  fix)  und  g  [x)  für 
das  Intervall  a^x^h  bestimmte  gegebene  Werthe  haben, 
ihre  Sunune  wie  ihre  Differenz  und  ihr  Product  fUr  dasselbe 
Intervall  der  Variable  x  ebenfalls  vollkommen  bestimmte  Werthe 

fix) 
erhalten,  während  ihr  Quotient      ^       nur  fttr  diejenigen  Werthe 

von  X  definirt  ist,  für  welche  die  Nennerfunction  gix)  nicht 
verschwindet.  Wofern  die  Functionen /"(a;)  und  g{x)  illr  das 
Intervall  a<,x^b  stetig  sind,  so  überträgt  sich  die  Eigen- 
schaft der  Stetigkeit  fttr  das  gleiche  Intervall  auch  auf  die 
Summe  f{x)  +  g{x),  die  Differenz  f(x)  —  g{x)  und  das  Pro- 
duct f{x)  g{x)f  was  aus  den  Ausdrücken  (10),  (11),  (12)  des 
vorigen  §  hervorgeht,  die  zu  der  Entwickelnng  der  Differential- 
quotienten   der  bezeichneten  Verbindungen  gedient  haben;  bei 

dem  Quotienten      .  ^^   braucht  jedoch  die  Stetigkeit  innerhalb 

des  angegebenen  Intervalls  nicht  überall  zu  bestehen.  Es  sei 
f{x)  gleich  der  Einheit,  g{x)  gleich  der  mit  der  beliebigen  con- 
stauten  Grösse  §  gebildeten  Differenz  a?  —  ^,  dann  ist  der  Quo- 
tient   3-  für  alle  Werthe  von  x,  den  Werth  x—  i  ausgenom- 

men,  bestimmt  Der  Zähler  und  der  Nenner  des  Bruches  sind 
in  Bezug  auf  jeden  Werth  von  x,  oder  mit  anderen  Worten 
in   dem  Intervall   —o'^x^ß   stetig,   wo   a  und  ß    beliebig 

grosse   positive  Werthe   bedeuten.    Der  Quotient  -377   bildet 

aber  das  in  I,  §  108  angeführte  Beispiel  einer  Function,  welche 
sowohl  für  alle  Werthe  von  a;,  bei  denen  x—^  positiv,  wie 
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anek  fib*  aQe  Werthe  tob  jt,  bei  denen  x— |  negnÜT  ist,  stetig 
Meibtr  allein  bei  dem  Uebergange  Ton  einem  nnter  ^  liegen- 
den za  einem  tber  §  liegenden  Wertbe  eine  Unterbreehnng 
der  Stetigkeit  zeigt  Indem  man  mit  d  und  i  beliebig  kleine 
positiTe  Wertbe  aosdrfiekt   und   ffir  a  und   ß  die   obige  Be- 

»tirnmang  beibehält,  darf  man  sagen,  dass  der  Qnotient     _^  für 

das  Interrall 

(1>  -a<x<B-d 

and  aneh  ffir  das  Interrall 
(1*)  ^  +  e^x^ß 

stetig  sei.  Nach  einer  am  erwähnten  Orte  angestellten  Betrach- 
tang nähert  sich  die  fttr  zwei  Wertbe  x  und  x  +  h  aufgestellte 
Differenz 

(2)  — i L.  = ^* 

*^^  x+k-%        x-l        (x  +  A-|)(x-5) 

bei  einem  nnmerisch  abnehmenden  h  der  Null,  sowohl  wenn 
X  and  x-^h  gleichzeitig  in  dem  ersten  Intervall,  wie  auch 
wenn  dieselben  gleichzeitig  in  dem  zweiten  Intervalle  liegen; 
sie  nimmt  aber,  wenn  a;=|  — d,  x  +  h=^^  +  e  gesetzt  wird,  den 

Werth 1-  -^  an,  welcher  für  angemessen  kleine  Werthe  von 

d  und  e  beliebig  gross  wird. 

Ftlr  jedes  der  beiden  Intervalle,  in  welchen  die  Function 

^  stetig  bleibt,  läset  sich  ihr  nach  der  Variable  x  zu  neh- 

mender  Differentialquotient  dadurch  bestimmen,  dass  die  beiden 
Seiten  der  Gleichung  (2)  durch  die  Grösse  h  dividirt  werden. 
Man  erhält  alsdann 

—  1 


^^^  h\x~+'h^l^       x-V" 


Unter  der  Voraussetzung  des  ersten  Inter>'alls  ist  a:<|—d 
und  x  +  h<i^  —  dj  mithin  haben  x  —  ^  und  x  +  h — |  das  nega- 
tive Vorzeichen;  unter  der  Voraussetzung  des  zweiten  luter- 
valles  ist  |-l-«<a;  und  ^+  t<.x+h,  so  dass  a:— ^und  x  +  h — ^ 
das  positive  Vorzeichen  flthreu.  Wenn  die  Griisse  h  abnimmt, 
convergirt  die  GrOsse  x  +  h — |  ohne  ihr  Voraeiehen  zu  ändern 
gegen   die   von  Null    vernchiedene   Grösse  jr  —  ^,   f(»lglich   die 
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rechte  Seite  von  (2)  gegen  den  bestimmten  Werth  T-^^jvNg*  So- 
mit wird  der  Differentialquotient  der  Function    -    v    in  Beeug 

a — § 

Qii4  die  Variable  x  durch  die  Formel 

^^  dx  (*-§)* 

dargestellt 

Wir  wollen  die  bei  der  Function  :r  auftretende  Unter- 

x—% 

brechung  der.  Stetigkeit  und  das  Verhalten  des  zugehörigen  Dif- 
ferentialquotienten durch  die  in  §  3  entwickelte  geometrische 
Deutung  veranschaulichen.  Nachdem  fttr  die  Variable  y  die 
Gleichung 

aufgestellt  ist,  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Ebene,  und  es  möge  die  der  Gleichung  (5) 
entsprechende  Curve  untersucht  werden.  Man  lässt  die  Variable 
X  mit  einem  so  grossen  negativen  Werthe  —  a  beginnen,  dass 
auch  —a  — |  sehr  gross  und  negativ  ist,  und  hierauf  bis 
zu  dem  Werthe  ^ — d  fortschreitend  das  obige  erste  Intervall 
durchlaufen,  dann  mit  dem  Werthe  §  +  €  abermals  anfangen 
und  bis  zu  dem  sehr  grossen  positiven  Werthe  ß  das  obige 
zweite  Intervall  durchlaufen;  der  Werth  ß—^  soll  hier  eben- 
falls sehr  gross  und  positiv  sein.  In  Folge  dessen  ist  der 
Werth  der  Variable  y  fttr  das  erste  Intervall  stets  negativ  und 

geht  von  dem  numerisch  kleinen bis  zu  dem  numerisch 

—  «— 5 

grossen  3-»»  er  ist  hingegen  für  das  zweite  Intervall  stets  po- 
sitiv und  bewegt  sich  von  dem  grossen  —  bis  zu  dem  kleinen 

-j» — -'     Bei  der  in  §  2  angenommenen  Lage  der  CJoordinaten- 

axen  bleibt  also  der  Punkt  (x,  y)  der  Curve  fttr  das  erste  In- 
tervall der  Coordinate  x  immer  unterhalb  der  Abscissenaxe, 
steht  von  derselben  anfangs  um  beliebig  wenig  ab,  föUt  fort- 

LlpKhits.  AnitlyaiB  n.  8 
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während  und  kommt  za  beliebig  grossen  Abständen.  Für  das 
zweite  Interrall  der  Coordinate  x  ist  der  Punkt  (x^  y)  stets 
oberhalb  der  Abscissenaxe  befindlich,  anfangs  in  beliebiger  Höhe 
über  derselben,  sinkt  beständig  herab  und  rückt  ihr  schliesslich 
beliebig  nahe.  Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  durch  den  Punkt 
x=^  der  Abscissenaxe  zu  derselben  eine  Senkrechte  gezogen 
wird,  der  zu  dem  ersten  Intervall  gehörende  Theil  der  Curve 
sich  mehr  und  mehr  an  die  Abscissenaxe  von  unten  und  an  die 
construirte  Senkrechte  von  der  rechten  Seite  anschliesst,  während 
sich  der  zu  dem  zweiten  Intervall  gehörende  Theil  der  Curve 
beständig  jener  Senkrechten  von  der  linken  Seite  und  der  Ab- 
scissenaxe von  oben  nähert.  Gerade  Linien,  denen  eine  Curve 
in  ihrem  Verlauf  stets  näher  kommt,  ohne  sie  jemals  zu  er- 
reichen, werden  Asymptoten  der  Curve  genannt.    Die  erörterte 

Curve,  die  in  Figur  7  so  dar- 
gestellt wird,  dass  der  Punkt  S 
der  X  Axe  dem  Werthe  a;  =  | 
entspricht,  ist  eine  Hyperbel  \  um 
die  obige  Gleichung  (5)  aus  der 
in  §  2  angeführten  allgemeinen 
Gleichung  abzuleiten,  mttsste  die 
letztere  durch  Einführung  eines 
neuen  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  umgeformt  und  in 
Bezug  auf  die  vorkommenden 
Constanten  speciellen  Einschrän- 
kungen unterworfen  werden.  Die 
beiden  Theile  oder  Zweige  der 
Curve  werden  durch  die  Asymp- 
(B'igur  7)  tote  x=^  vollständig  von   ein- 

ander getrennt;  sobald  man  auf  den  Werth  der  Abscisse  x  =  ^  —  d 
den  Werth  x=^  +  e  folgen  lässt,  springt  der  Punkt  {x^y)  von 
dem   einen  Zweige  der  Curve   zu   dem   anderen  hinüber.    Der 

in    (4)    angegebene  Werth    des  DiflTerentialquotienten  7-^^,^ 

K^  —  S) 
bezeichnet   nach   §  4   die   trigonometrische  Tangente  des  Nei- 
gungswinkels w,  welchen  die  in  dem  Punkte  (a;,  y)  berührende 
Linie  mit  der  positiven  Seite  einer  zu  der  x  Axe  gezogenen  Pa- 
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rallele  einschliesst    Die  Grösse   ,  y.,-  ist  stets   negativ,  ihr 

numerischer  Werth  wird  für  einen  beliebig  grossen  numerischen 
Werth  von  x^^  beliebig  klein,  für  einen  beliebig  kleinen  nu- 
merischen Werth  von  x  —  ^  beliebig  gross.  Die  an  die  Hyperbel 
gezogene  berührende  Linie  ist  deshalb  unter  den  geltenden  Vor- 
aussetzungen stets  nach  unten  geneigt;  bei  dem  numerischen 
Wachsen  von  tgw  nähert  sich  der  Winkel  w  einem  Rechten. 
Lässt  man  die  beiden  Zweige  derCurve,  wie  vorhin  angegeben, 
von  einem  Punkte  so  durchlaufen,  dass  der  Werth  der  zu- 
gehörigen Coordinate  a;  fortwährend  wächst,  und  verfolgt  die  in 
dem  Punkte  construirte  berührende  Linie,  so  bildet  dieselbe 
auf  dem  ersten  Zweige  an&ngs  mit  der  Abscissenaxe  einen  be- 
liebig kleinen  Winkel,  bei  der  Annäherung  gegen  die  Asymptote 
x=^  einen  von  einem  Rechten  beliebig  wenig  abweichenden 
Winkel,  auf  dem  zweiten  Zweige  in  der  Nähe  der  Asymptote 
37=^  ebenfalls  fast  einen  rechten  Winkel  und  zuletzt  bei  der 
Annäherung  gegen  die  Abscissenaxe  wieder  einen  beliebig  kleinen 
Winkel. 

Die  in  Betreff  der  gebrochenen  Function  — —  ^  gemachten 

Beobachtungen  weisen  darauf  hin,  dass,  wenn  zwei  Functionen 
f{x)  und  g{x)  für  ein  gewisses  Intervall  der  Variable  x  endlich 
und  stetig  sind,  und  wenn  die  zugehörigen  Differentialquotienten 
bestimmte  endliche  Werthe  haben,  ilir  die  Ermittelung  des  Diffe- 
rentialquotienten des   Quotienten  aus   den  beiden  Functionen 

fix) 
-^j-y  nur  Theile    des   ursprtlnglichen  Intervalls  der  Variable 

benutzt  werden  dürfen,  deren  jeder  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Nennerfunction  g(x)  in  demselben  das  Vorzeichen  nicht  ändert 
und  am  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Null  verschieden  bleibt 
Man  hat  alsdann  den  Grenzwerth  des  Verhältnisses 

(d)  ,1  (fi^-^h)        nx)\_  f{x  +  h)g{x)-nx)g(x  +  h) 

^'*^  h\gix+h)       g{x)}-  hg{x)g{x-\-h) 

unter  der  Voraussetzung  aufzusuchen,  dass  bei  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  x  und  einem  numerisch  gegen  die  Null  ab- 
nehmenden Werthe  von  h  die  Werthe  g{x)  und  g{x-\-h)  das- 
selbe Vorzeichen  behalten   und  numerisch  über  einer  gewissen 
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folglich  der  erste  Sammand  dem  Producte  -^^^(a;),  ebenso  in 

dem  zweiten  Summanden   der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

^  — ,  mithin  der  zweite  Summand  dem  Producte  fix)——--  In 
a,t  ax 

dem  dritten  Summanden  nähert  sich  der  erste  Factor  dem  end- 
lichen Grenzwerthe  — C— ,  der  zweite  dem  endlichen  Grenzwerthe 
dx 

-i— 1  während  der  dritte  Factor  die.Grösse  h  ist  und  als  solche 
dx   ' 

gegen  die  Null  convergirt,   und   daher   convergirt  das  Product 

der  drei  Factoren,  von   denen   die  beiden  ersten  endlich  sind, 

das  heisst  einen  von  vorne  herein  bestimmten  Werth  numerisch 

nicht  übertreffen   können,   gegen   den   Grenzwerth   Null.    Der 

Ausdruck    (12)    erhält    demnach    für    seinen    Grenzwerth    von 

dem    verschwindenden    Grenzwerthe    des    dritten    Summanden 

keinen  Beitrag  und  convergirt  gegen  denjenigen  Werth,  welcher 

aus  der  Addition  der  Grenzwerthe  der  beiden  ersten  Summanden 

-~^g{x)  und  f{x)   ^       hervorgeht.   Auf  diese  Weise  ergeben 

sich  die  Resultate 

(13)  lim.  -  =__+.__, 

(14)  lim    /•(^+^)-g(^+^)-(A.r)  -^W)^  äf{x)      dg{x) 
^     '  '  '  h  dx  dx  * 

(15)  lim       ^^^  "*"  ^^^^^  "*"  ^^  ~"  ^^^^  ^ ^^^ 

Sie  haben  in  den  eingeführten  Bezeichnungen  den  Ausdruck 

(16)  .f*<^-(^  9i^D_  ^  ^M  +  ^9ix) 
^     ^  dx  dx  dx  ^ 

dx  dx  dx  * 


(17) 

(18)         ._«X')L=^,(.)^^(.)^^^, 

der  sich  in  die  folgenden  Worte  kleiden  lässt: 

(3)  Der  DifferentialquotierU  der  Summe  van  ewei  Functionen 
ist  gleich  der  Summe  ihrer  Differentialquotienten.    Der  Differen- 
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welche  zugleich  in  den  Zähler  und  den  Nenner  algebraisch  auf- 
geht, oder  ihr  gröster  gemeinsamer  Theiler  aufgesucht,  und, 
falls  ein  solcher  vorhanden  ist,  aus  dem  Bruche  durch  gleich- 
zeitige Division  des  Zählers  und  Nenners  fortgehoben  wer- 
den.   Auf  diese  Weise  wird  die  gegebene  gebrochene  Function 

fix) 
gleich  einem  Bruche  ^-j-^  >  bei  dem  die  rationalen  ganzen  Func- 
tionen f{x)  und  g{x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Die 
Dififerentialquotienten  von  f{x)  und  g{x)  lassen  sich  fUr  jede 
Ausdehnung  des  Intervalls  der  Variable  x  vermöge  der  im  vori- 
gen §  mitgetheilten  Vorschriften  bilden.    Es  sei 

(9)  [  ^(*)  =  «oaj''  +  «i3^''~'  +  ---+««-i«  +  », 

l  ^ (ic)  =  6^ /  + 6j /"*+...  4- &^_,a;-f  6p, 
dann  ereeugt  die  Substitution  der  Ausdrücke 

^  =  pi.^'  +  (p-l)6.x^'+. .  +  &,_. 
m  die  Formel  (8)  den  Di/fererUialquotienten  der   rationalen  ge- 

hrochenen  Function  ~-{  •     Das   auf  die   besondere   Annahme 

f{x)=lj  g(x)=x—^  bezügliche  Resultat  ist  vorher  in  (4)  an- 
gegeben. Setzt  man  f{x)  =  \,  g{ai)  gleich  der  pten  Potenz  der 
Variable  x,  so  entsteht  das  Resultat 


'(-7)     -. 


dx  X 

welches  durch  den  Gebrauch  der  negativen  Exponenten  die  Gestalt 

(10.)  ^|^.=__p^-'- 

annimmt. 

S  8.    FortMtzmiflr-    üii«ndUoliw«rden  einer  algebrateohen 
rationalen  flfebroohenen  Fnnctlon  einer  Variable. 

Die  gefundene  Regel  für  die  DiflTerentiation  der  gebroche- 

fix) 
nen  Function  '\^  gilt  nach  ihrer  Ableitung  fttr  solche  Inter- 

9i^) 

valle   der  Variable  a?,   in   denen   die   ganze  Function  g{x)  ihr 
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Vorzeichen  behält  nnd  am  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Nal 
Tersehieden  bleibt  Es  kommt  hierbei  Tornehmlich  auf  die  Be 
trachtnng  der  Werthe  an,  filr  welche  die  ganze  Function  g(x 
verschwindet,  das  heisst  der  Wurzeln  der  zugehörigen  Gleichun{ 
des  pten  Grades  g{iü)=0.  Da  sich  die  Aufgaben,  mit  denei 
wir  es  gegenwärtig  zu  thun  haben,  nur  auf  reelle  Grössen  be 
ziehen,  so  sind  die  Goefficienten  der  Functionen  f{x)  und  g(x 
selbstverständlich  reelle  Grössen.  Doch  wird  es  erforderlid 
sein,  bei  der  Gleichung  y  (£«>)= 0  nicht  nur  ihre  reellen,  sonder 
ihre  sämmtlichen  reellen  und  complexen  Wurzeln  ins  Auge  zi 
fassen. 

Der  Fundamentalsatz  der  algebraischen  Gleichungen  (1 
§  61  u.  ff.)  lehrt,  dass  jede  algebraische  Gleichung  mit  eine 
Unbekannten  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  be 
friedigt  werden  kann.  Aus  diesem  Satze  folgt  nach  I,  §  67 
dass  für  die  gegebene  Gleichung  ^(w)=0  die  Anzahl  p  voi 
reellen  oder  complexen  Wurzeln  Wj,  w^,  . . .  w^  existirt,  mit  Htilf 
derer  die  Function  g{x)  wie  folgt  in  Factoren  des  ersten  Grade 
zerlegt  wird, 

(1)  g  (x)  =  \  (a;— Wj)  {x  —  (o^...{x  —  lo^. 

Eine  solche  Zerlegung  ist  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglicl 
Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  mögen  sich  die  q  reellen  be 
finden  Wj,  w^  . . .  w, ;  falls  es  keine  reellen  Wurzeln  gibt,  h 
g=0  zu  nehmen.  Sind  complexe  Wurzeln  vorhanden,  so  ge 
hört  nach  I,  §  47  zu  jeder  Wurzel  A  +  ^»,  wo  X  und  //  reel 
sind,  jt/  von  Null  verschieden  ist  und  i  die  imaginäre  Einhei 
^—\  bedeutet,  die  conjugirte  Grösse  A—/<f  als  conjugirte  Wui 
zel,  da  die  Function  g{x)  lauter  reelle  Goefficienten  besitzi 
Mithin  muss  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  p—q  gleie 
einer  geraden  Zahl  2r  sein.    Wenn  daher 

^^+2  =  -^,— ^1*»    %+4=^8  -/^8*»   •  •  •  ^,+2r       =  Vl^ /^-l 

gesetzt  wird,  so  lassen  sich  wie  an  dem  angefUhrten  Orte  j 
zwei  zugeordnete  Factoren  der  rechten  Seite  von  (1)  nach  der 
Vorbilde 

(3)  (^-%+i)  (^  -  ^,^,)Mx-Ky+^i 

zu  einer  Function  des  zweiten  Grades  vereinigen,  deren  Coeffi 
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cienten  reell  sind  und  die  nach  I,  §  25  als  eine  Snmme  von 
zwei  Quadraten  auf  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  weder 
verschwinden  noch  in  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegt  wer- 
den kann.  Hiermit  entsteht  für  die  Function  g{x)  die  Zerlegung 

(4)      9{x) 

in  der  also  sämmtliche  Factoren  des  ersten  und  zweiten  Grades 
reelle  Coefficienten  haben,  und  die  Factoren  zweiten  Grades  auf 
dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  unfähig  zu  verschwinden  und 
unzerlegbar  sind.  In  der  ersten  wie  in  der  zweiten  Gruppe 
können  einzelne  Factoren  mehrfach  auftreten  und  entsprechen 
alsdann  nach  I,  §  45  mehrfachen  Wurzeln  der  Gleichung 
^(w)  =  0.  Jeder  der  Factoren  zweiten  Grades  bleibt  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  positiv,  der  erste  Factor  erhält  für  x—l^ 
seinen  kleinsten  Werth  ^f,  der  nach  der  Vorausetzung  von  Null 
verschieden  ist,  und  da  von  den  anderen  Factoren  das  ent- 
sprechende gilt,  so  ist  das  Product  der  r  Factoren  immer 
positiv  und  niemals  kleiner  als  das  Product  ^i\  juj .  . .  ti\^_y 
Wenn  nun  die  Gleichung  ^(w)=0  keine  reellen  Wurzeln  hat 
oder  die  Zahl  q  gleich  Null  ist,  90  kann  die  Function  g{x) 
für  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden,  ihr  Vorzeichen 
ist  stets  gleich  dem  Vorzeichen  der  Constante  &„,  und  der 
numerische  Werth  von  g{x)  sinkt  nie  unter .  den  numerischen 
Werth  der  Grösse  h^  /ij  /"a  •  •  •  /t^'r-i  lierab.  Der  entwickelte 
Ausdruck  des  Diflferentialquotienten  der  rationalen  gebrochenen 

fix) 
Function  —)-  c-  gilt  dann  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls  der 

Variable  ar,  und  die  Function  erfährt  keine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit,  wie  zum  Beispiel  die  Function 

f{x)  _     6a;— 32 

g{x)~  x*  —  Ax-\-^' 
wo  g{x)  —  {x—2—i'^b)  {x  —  2-\-%^)  ist. 

Wenn  aber  zu  der  Gleichung  ^(w)  =  0  in  der  That  reelle 
Wurzeln  gehören,  so  bestimmt  man  die  Intervalle  der  Variable 
a;,  innerhalb  deren  g{x)  das  Vorzeichen  nicht  ändert  und  nicht 
verschwindet,  in  der  folgenden  Weise.  Man  denke  sich  die  q 
reellen    Wurzeln    so   geordnet,   dass    die    kleinste    oder,    falls 
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mehrere  einander  gleiche  Ton  den  fibrigen  flbertroffen  werden, 
die»e  kleinsten  Wnrzeln  den  Anfiing  machen,  nnd  die  übrigen 
ihrer  Grösse  nach  folgen,  dass  also  die  Reihenfolge 

(5)  w,=w,...=w^<fti^^i=w,^2..=cc»,^^<:c«;^^^^,...<w^ 

entsteht  Die  Begriffe  grösser  and  kleiner  nnd  die  entsprechen- 
den Zeichen  werden  hier  wie  frtiher  nnd  auch  im  Folgenden 
in  der  Bedentang  gebrancht,  die  I,  §  20  definirt  ist;  wo  eine 
Verwechselang  mit  dem  Vergleichen  der  absoluten  Werthe  zu 
befttrchten  ist,  wendet  man  in  dem  erklärten  Sinne  aach  die 
Benennangen  algebraisch  grösser  nnd  algebraisch  kleiner  an.  Die 
vorliegende  Function  g(x)  kann  aus  den  angeführten  Ursachen 
nur  verschwinden  und  ihr  Vorzeichen  wechseln,  sobald  dies  mit 
dem  Prodnct  der  in  g  (x)  enthaltenen  reellen  Factoren  des  ersten 
Grades  geschieht.  Vermöge  (5)  lassen  sich  die  einander  glei- 
chen reellen  Factoren  zu  Potenzen  vereinigen,  wodurch  man  die 
Darstellung 

(6)  (x— w,)  («— w,) . . .  {x—w^ 

=  {x—u;f  (a;- w,+,/ . . .  (a:— «^+..+,+1/ 
erhält.  Das  in  Bede  stehende  Product  behält  nothwendig  das- 
selbe Vorzeichen  und  bleibt  von  Null  verschieden,  wofern  die 
Variable  x  solche  auf  einander  folgende  reelle  Werthe  annimmt, 
bei  denen  keine  der  von  einander  verschiedenen  Differenzen 
X — Wj,  ar  — C(;^^„..a;— w^^  _j^^^^  ihr  Vorzeichen  ändert  oder  ver- 
schwindet. Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  sich  die 
Variable  x  von  einem  beliebig  grossen  negativen  Werthe  bis 
zu  einem  beliebig  wenig  unter  w,  liegenden  Werthe,  von  einem 
beliebig  wenig  über  w,  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  beliebig 
wenig  unter  w^^j  liegenden  Werthe,  u.  s.  f.,  schliesslich  von 
einem  über  ^^+..+,+i  =  %  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  be- 
liebig grossen  positiven  Werthe  bewegt.  Die  bezeichneten  In- 
tervalle sind  mithin  zugleich  die  gesuchten  Intervalle,  in  denen 
die  Function  g{x)  weder  ihr  Vorzeichen  ändert  noch  gleich 
Null  wird. 

Aus  der  Voraussetzung,   dass  der  Zähler  und  Nenner  der 

fix) 
gebrochenen  Function      )  'z-  ohne  gemeinsamen  Theiler  sein  sol- 

len,  folgt,  dass  die  ganze  Function  fix)  für  keinen  der  Werthe 
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verschwinden  kann,  welche  die  ganze  Function  g  {x)  zu  Null 
machen.  Denn  wenn  dies  für  einen  Werth  w  der  Fall  wäre, 
so  mUsste  nach  I,  §  43  die  ganze  Function  f{x)  den  algehrai- 
sehen  Theiler  x—io  haben,  der  gleichzeitig  ein  Theiler  der 
ganzen  Function  g{x)  ist,   und   dies  widerspräche  der  Voraus- 

Setzung.    Wofern  man  also  in  dem  Bruche     \  ;    der  Variable  x 

einen  reellen  Werth  beilegt,  welcher  einer  der  reellen  Wurzeln 
€«>j,  w^^i, . .  w^^  .^^^1  der  Gleichung  g{io)=^0  von  unten  oder 
oben  her  immer  näher  kommt,  so  nähert  sich  der  Zähler 
^{x)  jedenfalls  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse,  der  Nenner 
nimmt  dagegen  numerisch  beständig  ab,  mithin  wächst  der  nu- 
merische Werth  des  Bruches  über  jedes  Mass.  Um  die  Annähe- 
imng  an  eine  bestimmte  Wurzel,  etwa  w,  zu  verfolgen,  möge  x 
][iach  einander  die  beiden  Werthe  (jd^  —  ö  und  w,  +  e  erhalten, 
"vro  d  und  €  wieder  beliebig  kleine  positive  Grössen  bedeuten. 
Dann  nimmt  der  Factor  (x  —  Oj)'  von  g(x)  das  erste  Mal  den 
^erth  (—6/,  das  zweite  Mal  den  Werth  {€)'  an,  während  die 
A'^orzeichen  aller  übrigen  Factoren  beide  Male  dieselben  bleiben. 
Die  Grössen  (—d)'  und  (sY  haben  aber  entgegengesetzte  oder 
gleiche   Vorzeichen ,    je   nachdem   c   eine    ungerade  oder    ge- 

f(x) 
rade  Zahl  ist.    Die  Function    --  \-  erhält  daher  für  die  Werthe 

ai^=io^  —  ö  und  a;=Wj+«,  wofern  d  und  e  abnehmen,  wach- 
sende Werthe  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Vorzeichen, 
je  nachdem  die  Zahl  c  gerade  oder  ungerade  ist,  das  heisst, 
je  nachdem  die  Wurzel  w,  in  der  Gleichung  ^(w)=0  eine  ge- 
rade oder  eine  ungerade  Zahl  von  Malen  auftritt,  mit  demjenigen 
übereinstimmend,  was  im  vorigen  §  für  c=l  gezeigt  worden 
ist.  Bei  der  Annäherung  der  Variable  x  an  eine  andere  reelle 
Wurzel  der  Gleichung  ^(w}  =  0  zeigt  sich  aus  den  gleichen 
Gründen  die  entsprechende  Erscheinung. 

Für  den  so  eben  erörterten  Vorgang  ist  ein  besonderer 
Ausdruck  eingeführt  worden.  Wenn  ein  Werth  bei  dem  Ein- 
treten gewisser  Umstände  numerisch  in  solchem  Masse  wächst, 
dass  er  jede  gegebene  Grösse  übertrifft,  so  sagt  man,  dass  der 
Werth    unendlich    gross   werde.      Demnach   darf  man   sich   so 

fix) 
ausdrücken,  dass  der  in  Kede  stehende  rationale  Bruch      ;  i 

9i^) 
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bei    der   Annäherung    der   Variable  x    an    eine   der   Wurzeln 

'''r  "^+p  •••  ^''f +..+«■+!  <^®^  ^^^^^'^^^g  ^ ("*)'==  ^  unendlich  gross 
wird'.    Man  gebraucht  aber  auch  den  kürzeren  Ausdruck,  dass 

die  Function      ;  '    fttr  den  Werth  x  =  (i},,  den  Werth  a;=w  ., 

und  auch  a?=w^^  ^^^j  unendlich  gross  wird,  wogegen  nach 
unserer  ursprünglichen  Redeweise  gesagt  werden  niUsste,  der 
Bruch  sei  Itlr  die  bezeichneten  Werthe,  durch  die  sein  Nenner 
verschwindet,  nicht  definirt.  Der  Begriff  unendlich  gross  wird 
durch  das  Zeichen 

00 

angedeutet.  Auch  da,  wo  es  sich  um  die  Ausdehnung  der  un- 
abhängigen Variable  von  einem  beliebig  grossen  negativen  zu 
einem  beliebig  grossen  positiven  Werth  handelt,  wendet  man 
den  Ausdruck  an,  dass  sie  sich  von  einem  negativ  unendlichen 
bis  zu  einem  positiv  unendlichen  Werthe,  oder  von  —  oo  bis 
+  00  erstrecke.  Es  lassen  sich  demnach  die  vorhin  aufgesuchten 

f(v) 
Intervalle   der  Variable  x,   für   welche  die  Function  --y-i-  die 

gix) 

Stetigkeit  bewahrt,  so  bezeichnen,  dass  sich  das  erste  von  —  oo 
bis  Wj,  das  zweite  von  lo^  bis  w^^j,  u.  s.  f.,  das  letzte  von 
^f+.,+e+i  ^is  +^  ausdehnt.  Wählt  man  als  Beispiel  die 
Function 

fix)  ^  I0.v^_22a*  —  95a;«  +  60j;  +  101^ 
g{x)         0?»  —  x*—  3.«'  +  23ar*  +  16a;—  36  ' 

wo  gix)  =  (x+2y  (x  —  i)(x—2  —  i^b)(x—2+ifb)  ist,  so 
wird  w,  =  —  2,  w,  =  — 2,  Wj  =  l,  mithin  entstehen  drei  Inter- 
valle, von  denen  das  erste  von  — oo  bis  — 2,  das  zweite  von 
—  2  bis  + 1,  das  dritte  von  4- 1  bis  +00  ausgedehnt  ist. 

§  9.    Diflerentiatton  einer  algebralechen  mit  HftlflB  Ton 
Wurzelaiuislehiui^  dargreetellten  Fnnotioii  einer  Variable. 

Wenn  eine  beliebige  positive  Grösse  x  gegeben  ist,  so 
existirt  immer  eine  und  nur  eine  positive  Grösse  g,  welche  zu 
der  Potenz  von  dem  positiven  ganzen  Exponenten  n  erhoben 
die  Grösse  x  hervorbringt  (I,  §  17  und  20).  Diese  eindeutig 
definirte  Wurzel  der  reinen  Gleichung 
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(1)  y=x 

wird  die  positive  tite  Wurzel  aus  der  Grösse  x  genannt,  und 
durch  das  Zeichen 

(2)  y  =  i^, 

oder  auch  als  eine  Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten  — 

(3)  y^x" 

ausgedrückt  Insofern  als  die  Grösse  x  beliebig  veränderliche  po- 

1 

»  — 

fiitive  Werthe  erhält,  hängt  die  Grösse  ix  oder  x  von  x  ab 
und  bildet  eine  irrationale  Fuüction  von  Xy  wie  in  I,  §  104  be- 
merkt worden.  Sie  hat  die  sogleich  zu  begründenden  Eigen- 
schaften, beständig  zuzunehmen,  sobald  die  Variable  x  zunimmt, 
und  immer  stetig  zu  bleiben.  Es  seien  x  und  x^  zwei  beliebige 
positive  Werthe,  von  denen  x^  der  grössere  ist;  neben  der  Glei- 
chung (3)  gelte  die  Gleichung 

Dann  erhält  man  Air  den  Quotienten  -    den  Ausdruck 

y 

]_ 

von  dem  sich  zeigen  lässt,  dass  sein  Werth  stets  über  der  Ein- 
heit liegt  und  derselben  beliebig  nahe  kommen  muss,  wenn  die 
Grösse  Xi  der  Grösse  x  angemessen  genähert  wird.    Wäre  der 

positive  Werth  i  — |  kleiner  als  die  Einheit  oder  ihr  gleich,  so 

würde  dessen» te Potenz-'   gleichfalls  beziehungsweise   kleiner 

als  die  Einheit  oder  gleich  der  Einheit  ausfallen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  x^^x  verstiesse.    Es  ist  deshalb  der  Werth 

l-^j  grösser  als  die  Einheit,  oder 

(5)  (^  )"=!  +  '. 
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WO  £  eine  positive  Grösse  bedeutet.  Sobald  nun  beide  Seiten 
von  (5)  auf  die  nie  Potenz  erhoben  werden,  kommt 

iß)  ^»-=(1+«): 

Nach   dem  in  I,  §  46   begründeten  binomischen  Lehrsatze 
ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite  die  Entwickelung 

ein  Aggregat  aus  lauter  positiven  Gliedern,  dessen  Werth  grösser 
sein  rauss  als  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Glieder  l  +  ne. 
Es  besteht  deshalb  die  Ungleichheit 

(8)  ^r>l  +  n£, 

aus  der  die  Ungleichheit 

folgt.    Die   letztere   lehrt,    dass  für   einen  hinreichend  kleinen 

Werth  der  Differenz  ^  —  1,   oder,   was   auf  dasselbe   hinaos- 

kommt,  der  Differenz  x,  —  x,  die  positive  Grösse  e  beliebig  klein 

1 

wird,    folglich   die  über   der   Einheit   liegende   Grösse  (— ^j 

oder  --  der  Einheit  beliebig  nahe  rückt.  Mithin  gehört  zu 
einem  Werthe  der  Variable  a;„  der  grösser  als  x  ist,  immer  ein 

Functionalwerth  a:,*,  welcher  grösser  ist  als  der  Functionalwerth 

x",  und  die  Differenz  Xt  —  x  wird  für  eine  gegen  die  Null  ab- 
nehmende Differenz  rc,  —  x  beliebig  klein.    Hiermit  ist  der  In- 

halt  der  in  Betreff  der  Function  x   aufgestellten  Behauptungen 

für  jedes  die  Null  übertreffende  x  enviesen.  Es  bleibt  nun  noch 

1 

zu  zeigen,  dass  die  Grösse  a;"  für  einen  beliebig  kleinen  positi- 
ven Werth  von  x  selbst  beliebig  klein  wird.  Dies  folgt  daraus, 
dass,  wenn  x  einen  kleineren  Werth  erhält  als  die  in  die  Ein- 
heit  dividirte  tite  Potenz   einer  beliebig   grossen  Zahl  b,   der 


§  9.  Differentiftlquoiient  einer  WarzelgrÖsse.  46 

i_ 
"Werth  von  x    unmöglich  grösser  als  ^    sein   kann;    denn   in 

1 
Folge   dieser   Voraussetzung   müsste   die    «te   Potenz   von  x 

grösser  als  die  «te  Potenz  von  -r-,  oder  x  grösser  als  —  sein. 

Die  Function  x    hat  also  von  demWerthe  a;=0  an  die  Eigen- 
schaft, zu  wachsen  und  stetig  zu  sein. 

Die  Ermittelung  des  Diiferentialquotienten  der  Function  x 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  lässt  sich  auf  den  Umstand  grün- 
den, dass  diese  Function  aus  der  positiven  ganzen  Potenz  einer 
ATariable  durch  Umkehrung  entstanden  ist.  Während  in  der 
obigen  Gleichung  (1)  die  Grösse  y  als  die  unabhängige  Variable, 
<3ie  Grösse  x  als  die  abhängige  Variable  oder  als  Function  von 
Sf  auftritt,  so  vertauschen  in  der  entsprechenden  Gleichung  (2) 
die  Variabein  x  und  y  ihre  Rollen,  die  unabhängige  Variable 
'wird  durch  ar,  die  abhängige  Variable  oder  Function  von  x 
durch  die  Grösse  y  vertreten.     Der  aufzusuchende  DiflFerential- 

Quotient  der  Function  x    ist  nach  den  obigen  Bezeichnungen  der 

Clrenzwerth  des  Verhältnisses 

1        1^ 

<io)  i^rJL=^^:^^ 

hei  einem  bestimmten  positiven  Werth  von  x  und  einer  gegen 
die  Null  abnehmenden  Differenz  a;,  —  x.  Vorhin  wurde  gezeigt, 
dass  für  eine  solche  Aenderung  der  Differenz  x^—x  die  Diffe- 
renz ^i —  y  nothwendig  abnimmt;  weil  indessen  jedem  positiven 
y  ein  einziges  positives  x  entspricht  und  umgekehrt,  so  wird 
die  beabsichtigte  Annäherung  des  Werthes  x^  an  den  Werth  x 
auch  dadurch  hervorgerufen,  dass  man  den  Werth  y^  dem  Werthe 
y  nähert.  Nun  kennt  man  durch  die  Formel  (25)  in  §  5  den 
nach  der  Variable  y  zu  nehmenden  Differentialquotienten  der 
ganzen  Potenz  y"  =  x.  Zu  dem  von  y  verschiedenen  Werthe  y, 
gehört  der  Werth  der  Function  y"  =  a^j,  mithin  ist  der  bezeich- 
nete Differentialquotient  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Verhält- 
nisses 
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9,—y  9t  — 9 

ftr  eine  gegen  die  Xall  conTergirende  Differenz  y,  — y,  und  hat 

den  Werth  ny*" .  Allein  der  anf  der  linken  Seite  von  (11)  be- 
findliche Brach  geht  durch  Umkehrong  in  den  Brach  fiber,  der 
anf  der  linken  Seite  von  QO)  steht;  zugleich  ist  der  Grenzwerth 
des  erstem  anter  derselben  Voranssetzong  bekannt  fBr  welche 
der  Grenzwerth  des  letztem  gefanden  werden  soll.  Wenn 
daher  der  Grenzwerth  ron  (11)  nicht  gleich  Null  ist,  das 
heiftst,  wenn  die  Grösse  y  selbst  einen  Ton  Null  Terschiedenen 
Werth  hat,   so  wird  der  Grenzwerth  von  (10)  erhalten,   indem 

man  den  Grenzwerth  ny~    in  die  Einheit  diridirt    Es  entsteht 

somit   für   den   DiffererUialquotienicn   der  irratumaUn  Function 

1 

y^=x    die  Bestimmnng 

rfy_     1 


(12)  _. 

dx       ny 

welche   durch  Substitution  des  Ausdruckes   der  Function  y  in 

die  Gleichung 

(.3)  ^,Ul^ 

übergeht. 

Der  Differentialquotient  einer  Potenz  mit  beliebigem  posi- 
tivem gebrochenem  Exponenten   —  ergiebt  sich  jetzt  aus    der 

Formel  (22)  des  §  5,  indem  für  den  Yorkonftnenden  ganzen  Potenz- 
exponenten n  das   Zeichen  m  gebraucht   und  f(x)   durch   die 
i_ 

Function  x    ersetzt  wird.    Man  findet 

#-(-■)■"':-*"' 

und  durch  Zusammenziehung 


dx 
Zur  Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  gebrochenem 


5)  — ^ — ^=  —  X 

dx  n 
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Exponenten führt  die  Gleichung  (8)  des  §  7,   die  durch 

n 

die  Annahme  f{x)  =  1  zu  der  folgenden  Gleichung  wird 


(16) 


\gix)l_         dx 


dx  {g{x)Y 

m 

Es  sei  hier  g(x)=x*  ,  so  kommt 
(17) 


dx 
oder 


c\x    ')_      m    -f-» 


(18)  --n^^^^.-^ 

In  der  letzten  Formel  ist  auch  die  Gleichung  (10*)  des 

§  7  enthalten,  wofern  der  in  dem  Bruche vorhandene  Nen- 

n 

ner  n  gleich  der  Einheit  genommen  und  statt  der  ganzen  Zahl 
m  die  ganze  Zahl  p  gesetzt  wird.  Die  beiden  Formeln  (15) 
und  (18)  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenfassen;  denn  er- 
setzt  man  in  der  ersteren  den  positiven  rationalen  Bruch  — , 

in  der  letzteren  den  negativen  rationalen  Bruch durch  das 

Zeichen  g,  so  entsteht  beide  Male  die  Gleichung 

(19)  ''i7^=«^'"'- 

Die  hier  aufgestellte  Regel  zur  DifiTerentiation  einer  Po- 
tenz mit  beliebigem  gebrochenem  rationalem  Exponenten  ist 
ftir  jeden  von  der  Null  verschiedenen  positiven  Werth  der  Va- 
riable X  abgeleitet.  Was  die  Anwendung  des  Werthes  Null 
anlangt,  so  kommt  es  dabei  auf  die  Grösse  des  Exponenten 
q  an. 

Ist  der  rationale  Bruch  q  negativ,   so  folgt  aus  dem  aus- 

einandergesetzten  Verhalten  von  a;",  dass  sowohl  die  Function 
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n^  wie  auch  der  numerische  Werth  des  Differentialquotienten 
g  af'~  bei  abnehmendem  x  Tiber  jedes  Mass  wächst.  Wenn  da- 
gegen der  rationale  Bruch  g  positiv  ist,  so  ergiebt  sich  auf 
gleiche  Weise,  dass  die  Function  a;'  bei  abnehmendem  x  gegen 
den  Werth  Null  convergirt;  daher  kann  man  den  zu  dem 
Werthe  a;=0  gehörenden  Differentialquotienten  direct  au&uchen, 
indem  man  die  Differenz  der  Functionswerthe,  welche  zu  a:=0 
und  zu  einem  positiven  Werthe  x—h  gehören,  durch  den  Zu- 
wachs Ä  dividirt  und  hierauf  h  abnehmen  lässt  Die  bezeich- 
nete Differenz  ä'  —  O'  wird  gleich  ä'  und  liefert,  durch  h  divi- 
dirt, den  Quotienten  ä'~  .  Dieser  Werth  wächst  bei  abnehmen- 
dem Ä,  sobald  der  rationale  Bruch  g  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
über  jede  Grösse;  er  hat  den  Werth  der  Einheit,  wenn  g=l 
ist,  und  wird  zu  Null,  wenn  g  die  Einheit  übertrifft.  Ein  genau 
entsprechendes  Verhalten  zeigt  der  auf  der  rechten  Seite  von 
(19)  befindliche  Ausdruck  ga;'~  ,  wofern  der  Werth  der  Variable 
X  der  Null  genähert  wird.  Für  einen  Werth  von  g,  der  unter 
der  Einheit  liegt,  wächst  der  Ausdruck  q^:ir'^  ohne  Ende,  flir 
den  Werth  g=l  ist  er  gleich  der  Einheit,  und  für  jedes  über 
der  Einheit  befindliche  g  wird  er  gleich  Null.  Vermittelst  des 
im  vorigen  §  erklärten  Sprachgebrauches  können  die  über  die 
Function  x*  für  ein  verschwindendes  Argument  x  angestellten 
Beobachtungen  folgendermassen  ausgedrückt  werden;  Wenn  der 
Exponent  g  negativ  ist,  wird  für  a;=0  sowohl  die  Function 
x**  wie  auch  ihr  Differentialquotient  unendlich  gross.  Wenn 
der  Exponent  g  positiv  aber  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  wird 
fUr  ;r=0  die  Function  x'  gleich  Null,  dagegen  ihr  Differential- 
quotient unendlich  gross.  Bei  g=  1  verschwindet  für  ir=0  die 
Function  ä^ ,  der  Differentialquotient  aber  wird  gleich  der  Ein- 
heit. Bei  einem  über  der  Einheit  liegenden  g  verschwindet  für 
a:=0  die  Function  x*  sammt  ihrem  Differentialquotienten. 

Wie  die  Ausziehung  einer  beliebig  hohen  Wurzel  ans  einer 
gegebenen  Grösse  nach  I,  §  40  unter  die  algebraischen  Opera- 
tionen zu  rechnen  ist,  so  gehören  auch  die  Functionen  einer 
Variable,  die  durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Anwendungen 
der  algebraischen  rationalen  Operationen  des  Addirens,  Subtra- 
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hirens,  Mnltiplicirens  und  Dividirens,  und  der  algebraischen 
irrationalen  Operation  des  Wurzelausziehens  dargestellt  werden, 
zu  dep  algebraischen  Functionen.  Man  kann  eine  solche  alge- 
braische Function  mit  Hülfe  der  bisher  gegebenen  Regeln  differen- 
tiiren,  sobald  eine  Vorschrift  hinzugefügt  wird,  um  den  DiflFeren- 
tialqnotienten  einer  beliebig  hohen  Wurzel  aus  einer  gegebenen 
Function  zu  finden,  deren  Di£ferentialquotient  schon  bekannt  ist. 
Es  sei  f{x)  eine  für  das  Intervall  a<ir^6  gegebene  eindeutige 
stetige  Function,  die  in  dem  Intervall  positiv  bleibt;  dann  be- 
zeichnet die  positive  «te  Wurzel  aus  f{x) 

C20)  fm={f{x)V 

^ine  eindeutige  Function,  deren  Diiferentialquotient  gesucht  wird. 
XDoch  lässt  sich  mit  denselben  Mitteln  auch  der  Diiferentialquo- 
'fcient  einer  Potenz  von  einem  beliebigen  gebrochenen  rationalen 
Exponenten  q  ableiten 

C21)  y={f{x))\ 

'^^as  wir  zu  thun  vorziehen.' 

Für  einen  von  dem  bestimmten  Werthe  x  verschiedenen 
'^Verth  x-¥h  nehme  die  Function  y  den  Werth  y^  an,  alsdann 

lässt  sich  der  Quotient       .^   in  der  folgenden  Weise  als  ein 

Vrodact  von  zwei  Quotienten  darstellen 

r<m       y^-y  _{n^+h)y-{f{a>)y  fj^^±h)^m 

^    ^  h       ~~       /•(«  +  *)—/•(«)  h 

^enn  man  nun 

<23)  f(x)==e,f{x  +  h)=g^ 

setzt,  so  verwandelt  sich  der  erste  Quotient  in  den  Ausdruck 


<24) 


^?-/ 


Bei  abnehmendem  h  nimmt  die  Differenz  f(x  +  h)  —f{x)=e^  —  ir 
wegen  der  Stetigkeit  der  Function  f{x)  ebenfalls  gegen  die  Null 
ab.  Der  Quotient  (24)  convergirt  aber,  wenn  dies  geschieht,  als 
Grenzwerth  gegen  den  in  Bezug  auf  die  Variable  e  genomme- 
nen Differentialquotienten  der  Function  / ,  welcher  nach  (19) 
durch  qe^^  bezeichnet  wird.  Gleichzeitig  geht  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (22)  befindliche  zweite  Bruch  in  den  Differen- 
Lt^idiiite,  AiuiTBii  n.  4 
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tialqaotienten  ~^       ttber.    Mithin  nähert  sich  die  linke  Seite 

von   (22)   bei   abnehmendem  A  dem  Prodact  ans   dem  Grenz- 
werthe  des  ersten  Factors  qj!*~^  und  dem  Grenzwerthe  des  zwei- 
ten Factors  — 3—  -,   and  nuin  erhält  für  den  gesaehten  Diflfe- 
ax 

rentialqaotienten  der  Function  y={f{x))''  das  Ergebniss 

(25)  JAfI^^^^fi,,r'  ^>- 

a  X  a  jc 

Hierin  liegt  das  Bildnngsgesetz  des  Differeutialquotienten  der 

■ I 

Function  ^f(a!)f    wofern   der   Exponent   q  gleich  —  genommen 

n 

wird. 

Als  Beispiel  einer  zu  differentiirenden  algebraischen  ver- 
mittelst Wnrzelansziehung  dargestellten  Function  diene  die 
folgende 

7«»  — 42  «  +  4 

y=.  — — 

y'Co;«  — 5««+ 13  a— 9) 
Sie  lässt  sich  vermittelst  eines  gebrochenen  Potenzexponenten 

so  ausdrücken 

_i 

y  =  (7.T«  — 42a;  +  4)(a;*  — 5a:*  +  13a:  — 9j    '. 

Nach  der  Regel  für  die  Differentiationen  eines  Products 
(18;  in  §  6  hat  man 


4^  =  (14a;  — 42)  («»  -  5a:«  +  13a:  -  9) 
da; 


_i 

äj; 

femer  nach  der  obigen  Formel  (25) 

_  1 

d(Ä«  — 5x*  +  l3a?-9)    ^ 
dx  ~ 

_  4 

=  -~(a:«-5a:«  +  13a;-9)    '  (3a:« -10a;  +  13); 
der  gesachte  DifTerentialquotient  wird  deshalb 
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^^  =  {Ux-l2)(x'  —  bx*  +  lSx-9) 


dx 


—  i^  (7a;« -42a; +  4)  (3a;« -10a: +  13)  (a?«- 5a;«  +  13a:- 9)    '. 

Wir  werden  im  nächsten  §  zu  der  Differentiation  solcher 
Functionen  übergehen,  die  nicht  dem  Gebiete  der  Algebra  an- 
gehören und  deshalb  transcendente  Functionen  genannt  werden, 
bemerken  jedoch,  dass  der  bestehende  Sprachgebrauch  auch  noch 
andere  als  die  rationalen  Operationen  und  die  Ausziehung  der 
Wurzeln  zu  den  algebraischen  Operationen  rechnet,  und  die  durch 
eine  beschränkte  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  hervor- 
gebrachten Functionen  als  algebraische  Functionen  bezeichnet. 

II 
Es  ist  oben  hervorgehoben,  dass  die  Grösse  y  =  /a:    eine    be- 
stimmte Wurzel  der  Gleichung  (1)  bedeutet;  ebenso  repräsentirt 

m 

^ie  Potenz  mit  positivem  gebrochenem  Exponenten  y  =  x   eine 
"Wurzel  der  Gleichung  y" —a:"'  =  0,    die  Potenz  mit   negativem 

m 

gebrochenem  Exponenten  y  =  a:       eine  Wurzel  der  Gleichung 
y* s  =  Ö*  ^^  diesen  Beispielen  erscheint  y  als  eine  bestimmte 

X 

"Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  der  Variable  x  sind.  Dem  entsprechend  zählt 
man  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Wurzel  y  einer  algebraischen 
Gleichung  zu  bestimmen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
einer  Variable  x  sind,  ebenfalls  zu  den  algebraischen  Operatio- 
nen. Wenn  man  die  Coefficienten  als  Quotienten  von  rationalen 
ganzen  Functionen  ausdrückt,  die  alle  denselben  Nenner  haben, 
80  wird  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 

(26)  Ä,^Ä,,x"  +  Ä,,x"^'  +...+  J... 

A  =  ^1.0*"'  +  ^1..'^"'"'  +  . . .  +  Ä,.^ 


die  Gestalt  der  für  die  Grösse  y  geltenden  Gleichnng  die  folgende 
(27)  A,i  +  Ay-'+  . . .  +A^,y  +  A=0. 
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Die  Aufgabe,  den  Differentialqaotienten  einer  in  solcher  Weise 
gegebenen  algebraischen  Function  y  von  x  anfznsncben,  bleibt 
der  späteren  Behandlung  vorbehalten. 


§  10.    DlfllBreiitiAtion  «iiies  I«oir*rtt]imni. 

Sobald  eine  beliebige  positive  die  Einheit  fibertre£fende 
Grösse  C  als  Basis  gewählt  ist,  bezeichnet  die  Exponential- 
fnnction 

(1)  y=G' 

nach  I,  §  101  für  jedes  negative  oder  positive  x  einen  vollstän- 
dig bestimmten  positiven  Werth;  die  Definition  dieser  Function 
erstreckt  sich  demnach  auf  den  Bereich  aller  reellen  Werthe  der 
Variable  x  von  —  oo  bis  +  oo.  Es  ist  ferner  in  I,  §  102  er- 
wiesen, dass,  wenn  ein  beliebiger  positiver  Werth  y  gegeben 
und  der  zugehörige  Werth  x  verlangt  wird,  die  ans  der  in  Rede 
stehenden  Exponentialfunction  durch  Umkehrung  hervorgehende 
logarithmische  Function 

(2)  ar  =  Logy 

ebenfalls  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  werden  jetzt  den  Diffe- 
rentialquotienten des  Logarithmus  von  y  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable y  aufsuchen  und  hierauf  die  Differentiation  der  Function 

(f  nach  der  Variable  x  bewerkstelligen. 

Man  kann  dem  mit  zwei  verschiedenen  positiven  Werthen  y 
und  y-k-k  gebildeten  Quotienten 
/Q\  Log  {y  +  k)  —  Logy 

vermöge  des  Umstandes,  dass  die  Differenz  zweier  Logarithmen 
gleich  dem  Logarithmus  des  Quotienten  ist,  die  Gestalt  geben 

und  diese  nach  der  ftlr  den  Logarithmus  einer  Potenz  geltenden 
Regel  in  die  folgende  verwandeln 

1 

(5)  jM'^-j)'- 
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Es  kommt  nun  darauf  an  zu  ermitteln,  ob  der  Ausdruck 


(6)  (l-}), 


wenn  der  positive  Werth  y  festgehalten  und  der  positive  Werth 

h  der  Null  genähert  wird,  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 

nähere,    und   flir    diesen    Fall    den    Grenzwerth    darzustellen. 

Dieser   Zweck   lässt  sich  erreichen,   in   dem   man   zuerst   die 

specielle  Voraussetzung  betrachtet,  dass  statt  des  abnehmenden 

k 
Werthes  —  der  reciproke  Werth  einer  positiven  ganzen  Zahl  n 

gesetzt  werde,   die   über  jedes  Mass  hinaus  wächst.    Dadurch 
geht  der  Ausdruck  (6)  in  den  einfacheren 


C7) 


(-t)" 


tlber;  zur  Discussion  desselben  soll  der  fttr  einen  ganzen  posi- 
t:iven  Exponenten  »  geltende  binomische  Lehrsatz  benutzt  werden, 
<ier  auch  in  (7)  des  vorigen  §  gebraucht  ist. 

Wir  theilen  die  »  +  1  Glieder  der  auszuführenden  Ent- 
^«nckelung  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  die  t  +  \  ersten, 
^er  zweite  die  n—t  letzten  Glieder  umfasst.  Demnach  hat  man 

<8)      (l+|)"=^  +  JB, 

Da  ferner   der  Zähler   eines  jeden  Binomialcoefficienten 
soviel   Factoren    enthält   wie   in   der   zugehörigen  Potenz  von 

—  vorhanden  sind,    so  entsteht  durch  Mnltiplication  jedes  ein- 

zelnen  dieser  Factoren  mit  —  die  Darstellung 

n 

,_1  (,_±)(i_l)...(i_l^L) 
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^     ''  1.2. 3. ..«+!)  ^•- 

1.2.3...M 
Man  hat  nunmehr  Werthe  aufzusuchen,  die  über  und  unter 
Af  und  Werthe,  die  über  und  unter  B  liegen.  Kennt  man 
erstens  zwei  Werthe,  von  denen  Ä  eingeschlossen  wird  und  die 
bei  wachsendem  n  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren, 
und  zweitens  zwei  Werthe,  welche  für  B  dieselbe  Bedeutung 
haben,  so  ist  damit  auch  der  Grenzwerth  des  Aggregats  A  +  B 

oder   des   Ausdrucks  II  + — )  gefunden. 

Die  einzelnen  Glieder,  aus  denen  die  rechten  Seiten  von 
(11;  und  (12)  zusammengesetzt  sind,  haben  sämmtlich  das  po- 
sitive Vorzeichen;  daher  wird  die  Summe  durch  eine  nume- 
rische Vergrösserung  eines  einzelnen  Gliedes  vergrössert  und 
durch  eine  bezügliche  Verkleinerung  verkleinert.    Die   in   den 

1            2 
Zählern  vorkommenden  Factoren  1  —     ,1 ....  sind  lauter 

echte  Brüche,   die   vergrössert  werden,   sobald  mau    sie    durch 
die  Einheit   ersetzt.    Aus   diesem  Grunde  gelten  die  Ungleich- 
heiten 
(13)     ^<l+l-.^i^+^-^-3--....-.^^    ---, 

^^^^     ^^1.2.3. .{r+\)  "*"  r.2S:7{t+2J  +  ••  •  +    1.2.3...n 
Dagegen  ist  von  den  Producten,   die  in  den  ZUhlern  der  Sum- 
manden  der  rechten  Seite  von  (11)  stehen,  das  letzte  Product 
das  kleinste;  deshalb  findet  sich  die  Ungleichheit 

a5)..(i.i.i,....,i,)(.-:)(.-i)..(.-'--). 

Ferner  ist 

(16)  BX). 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  erscheinende  Product 

'■^)     H^-:-)0-:)-0-'r-) 
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nimmt  einen   kleinereu  Werth   an,   wofern  statt  jedes  Factors 

der  kleinste  und  zugleich  letzte  Factor  ( 1  — )  gesetzt  wird; 

es  ist  daher 

(18)  p>(i_'_=iy:" 

Man  kann  die  so  eben  eingefllhrte  (<— l)te  Potenz  aber- 
mals nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln  und  erhält 
den  Ausdruck 

vvo  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  regelmässig  abwechseln. 
Xhre  numerischen  Werthe  sind  von  dem  des  zweiten  ab  so  be- 
schaffen, dass  jeder  aus  dem  vorhergehenden  durch  Multipli- 
c^ation  mit  einem  Factor  entsteht,   der   kleiner  als  der   nume- 

i-ische  Werth  des  zweiten  Gliedes  -  —    -     ist.    Trifft  man  daher 

n 

tJber   die  Zahl  t,   welche    bis   dahin   jeden  unter  n  liegenden 

Werth  annehmen  durfte,  die  Verfügung,  dass  der  Bruch  -^^ — 

\ilciner  als  die  Einheit  sei,  so  folgt  daraus,  dass  der  numerische 
">Verth  eines  jeden  Gliedes  kleiner  als  der  Werth  des  vorherge- 
henden wird.  Eine  Summe,  deren  Glieder  regelmässig  ab- 
^vechselnde  Vorzeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
'beständig  abnehmen, 
<20)  a^  -  a,  +  «3  -  «3  +  . . .  +  (-1)*  a, 

lässt  sich  aber  dadurch  in  Grenzen  einschliessen,  dass  man  die 
Addition  der  auf  einander  folgenden  Glieder  entweder  nach 
einem  negativen  oder  nach  ciueni  positiven  Gliede  abbricht.  In 
dem  ersteren  Falle  wird  eine  Summe  fortgelassen 

(21)  (aj^  -  a^^^j)  +  (a,^^,  —  a,^^.,)  +  . . ., 

die  nach  der  Voraussetzung  aus  lauter  positiven  Differenzen 
und  bei  geradem  s  aus  solchen  und  noch  einem  positiven  Ele- 
mente besteht,  und  deshalb  einen  positiven  Werth  hat;  in  dem 
zweiten  Falle  dagegen  eine  Summe 

(22)  —  faj^^,  -  a,^^2)  —  (a^^^j  -  a^^^^)  —  . . . , 

die  aus  lauter  negativen  Differenzen  und  bei  ungeradem  s  aus 
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(»olebeo  aod  noeh  eioem  negatiYen  Elemente  besteht  and  deshalb 
einen  negativen  Werth  hat.  Mithin  muss  der  Werth  der  Snnune 
(2f))  «tet«  grüiner  sein  als  die  Summe 

ond  stets  kleiner  als  die  Summe 

(24)  ao-«i  +  «a— ••••  +  «2p-3-«2^i+ V 

Unter  der  Voraussetzung,  die  wir  nunmehr  einfuhren,  dass 
t( !)• 

unter  der  Einheit  befindlich  sei,  ist  daher  die  linke 
n 

Seite   von  (19)  grösser  als  das  Aggregat   der  beiden   ersten 

Glieder,  das  heisst 


(^)  (i-L-i) 


'-'i_i'=i£. 


n 

Wenn   man  also  in  (15)  statt  des  Products  P  den  in  Folge 

(f D« 

von  (18)  und  (25)  zu  kleinen  Werth  1  —  ^^ ^—  substituirt,  so 

n 

entsteht  ftlr  Ä  die  Ungleichheit 

bei  welcher 

(27)  i^"<l 

sein  muss. 

Es  ist  leicht,  einen  von  der  Zahl  n  unabhängigen  Werth 
anzugeben,  welchen  die  rechte  Seite  von  (14)  und  darum  auch 
die  OHtsso  7i  selbst  niemals  erreichen  kann.  Jedes  Glied  der 
rechton  Seite  von  (14)  wird  ans  dem  vorhergehenden  erhalten, 
indem  tu  dem  Nenner  successive  eine  der  Zahlen  ^  +  2,  ^  +  3, . .  .n 
als  Factor  hinzutritt  Die  ganze  Summe  hat  daher  einen 
kleineren  Werth  als  die  folgende,  bei  der  statt  jedes  neuen 
Factors  überall  die  kleinere  Zahl  ^  +  1  gesetzt  ist, 

Die  in  der  Klammer  befindlichen  Brüche  bilden  eine  geo- 
metrische Reihe,  deren  Summe  gleich  der  Grösse 

i — ^ 

(29)  -J'+'^ 
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ist  Weil  hier  i+l  mindestens  gleich  Zwei  ist,  so  sind  der 
2äUiler  und  Nenner  von  (29)  nothwendig  positiy,  and  wird 
der  Werth  durch   Weglassen  der   in  dem   Zähler   zu  snbtra- 

liirenden  Potenz  jj^ip  vergrössert,  wodurch  ans  (29)  der 

Ansdrack 

(30)  — V=^ 

entsteht.   Es  ist  also  der  Werth  von  (28)  kleiner  als  das  Prodnct 

f^^^  1  l±i-__J___ 

^^'^^  l.2.S..t(t+l)'     t     ~  (1.2.3. ..0<' 

und  deshalb  folgt  ans  (14)  die  Ungleichheit 

(82)  ^<    (1.2.3...Q<- 

"Wenn   man  dieselbe  mit  (13)   durch  Addition   verbindet  und 

in   gleicher  Weise   (16)  mit  (26)   combinirt,   so   ergeben   sich 

Äir  das  Aggregat  ^4  +  5=  1 1  +  -1  die  Einschränkungen 
C33)    (l  +  l)"<l  +  |+^+..+  j^^  +  ^j^^^. 

Um  zu  erkennen,   was  hieraus  unter  der  Voraussetzung, 
^Uws  n  immer  grössere  Werthe  erhält,  folge,  muss  man  nament- 
^ich   beachten,   dass   die   für   t  gegebene  Bedingung  (27),  so- 
l>ald   die   Zahl   i  einem   bestimmten   Werthe  der  Zahl  n  ent- 
sprechend   gewählt  ist,   für   denselben   Werth   von  t   und   für 
Jeden  grösseren  Werth   von  n  ebenfalls   gilt.    Die    Bedingung 
<27)  bedeutet  in   der   That  nur,    dass   die  Zahl  t—\    kleiner 
als  die  Quadratwurzel   aus   der   Zahl  n   sein   soll,   und  wenn 
^—1   kleiner  als  die  Quadratwurzel  aus  einer  bestimmten  Zahl 
n  ist,  so  bleibt  t  —  \  von  selbst  kleiner  als  die  Quadratwurzel 
aus  jeder  Zahl,    welche    über    jenes    bestimmte   n    hinaus- 
geht   Beispielsweise  darf  t   vermöge  der   Bedingung  (27)  für 
nsslOO  höchstens    gleich    10,  für  n=  10000  höchstens  gleich 
100  sein,  o.  s.  f. 

Nachdem  also  ein  zu  einem  bestimmten  Werthe  N  der 
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('  +  v)"  ä'»- 


Zahl  n  gehöriger  Werth  von  t  angenommen  ist,   möge  n  nach 

und    nach    immer   grössere  Werthe  -A^,  N"^ .  .  bekommen   und 

gleichzeitig  der  Werth  von  t  festgehalten  werden;   dann  bleibt 

in  (34)  die  erste  Klammer  der  rechten  Seite  ungeändert,  während 

der  in  der  zweiten  Klammer  von  der  Einheit  abzuziehende  Bruch 

it  —  D* 

durch  das  beständige  Wachsen  seines  Nenners  beliebig 

klein  wird.    Die  rechte  Seite  von  (34)  nähert  sich  deshalb  stets 
zunehmend  dem  Werthe  der  ersten  Klammer 

(35)  i  +  |+_i__  +  ...  +  ._..^._. 

als  Grenzwerth.    Die  rechte  Seite  von  (33)  ist  gleichzeitig  um 
den  Betrag 

(36)  ^ 


(1.2.3...0/ 
grösser   als    (35).     Mithin    zeigt    sich ,    dass    der   Werth   des 

Ausdruckes  fl+     j   bei  einem  ohne  Ende  wachsenden  w  von 

der  Summe  (35)  um  eine  Grösse  abweicht,  die  zwischen  einer 
beliebig  kleinen  negativen  und  der  positiven  Grösse  (36)  liegt. 
Allein  es  steht  nichts  im  \yege,  von  vorne  herein  die  zu 
der  Bestimmung  der  Zahl  t  gebrauchte  Zahl  n=^  so  gross  zu 

wählen,  dass  der  Werth   .-  und  in  Folge  dessen  auch  der  Werth 

(36)  beliebig  klein  wird.    Dadurch  fällt  die  Differenz  zwischen 

dem  mit  einer  wachsenden  Zahl  n  gebildeten  Ausdruck   ( 1  +  -  j 

und  der  mit  der  hinreichend  grossen  Zahl  t  gebildeten  Summe 
(35)  zwischen  eine  positive  und  eine  negative  Grösse  von  be- 
liebig kleinem  numerischen  Werth.  Nun  hat  aber  die  Summe 
(35)  die  Eigenschaft,  bei  einem  genügend  grossen  t  einem  be- 
stimmten Grenzwerthe  beliebig  nahe  zu  kommen  und  zwar  ist 
der  erforderliche  Reweis  im  Vorhergehenden  schon  enthalten. 
Denn  wenn  die  Summe  (35)  zuerst  mit  einem  gewissen  Werthe 
von  /  gebildet  ist  und  daher  aus  t+l  Gliedern  besteht,  und 
wenn  (35)  hierauf  mit  der  um  beliebig  viel  grösseren  Zahl  <, 
gebildet  und  folglich  auf  ^  + 1  Glieder  ausgedehnt  wird,  so 
kommt  zu  demuräprttnglicben  das  Aggregat  von  (^^-^  t}  Gliedern 
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1.2.3...(;4-1)       1.2.3...(<4-2)  1.2.3.,./, 

hinzn.  Dasselbe  unterscheidet  sich  von  der  rechten  Seite  von 
(14)  nur  insofern,  als  die  Zahl  n  durch  die  Zahl  f,  ersetzt  ist. 
Mithin  finden  alle  Schlüsse  Anwendung,  die  vorhin  in  Bezug  auf 
die  rechte  Seite  von  (14)  angestellt  sind,  und  es  leuchtet  ein, 
dass  das  Aggregat  (35*),  wie  gross  auch  immer  die  Zahl  /, 
genommen  werde,  stets  kleiner  bleibt  als  der  in  (31)  angegebene 

Ausdruck   .  .    >  von  dem  schon  erwähnt  worden  ist,  dass 

[^1 .2.o.,t)t 

er  fUr  eine  angemessen  grosse  Zahl  t  beliebig  klein  ausfällt 
Hiermit  ist  gemäss  den  in  I,  §  105  aufgestellten  Definitionen 
nachgewiesen,  dass  die  Summe  (35)  bei  beständig  vergrösserter 
Gliederzahl  t+1  sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähert  oder 
convergirt,  und  da  der  Werth  des  mit  einer  wachsenden  Zahl  n 

gebildeten  Ausdrucks  f  1  +  -1  von  jener  Summe  (35)  um  beliebig 

wenig  dififerirt,  so  nähert  sich  der  in  Rede  stehende  Ausdruck 
demselben  Grenzwerthe.    Man  hat  daher  das  Resultat 

(37)  li™(,+i)  =  l+l  +  J-  +  ^  +  ...+---l-_... 

für  einen  beliebig  grossen  Werth  der  Zahl  t  oder  eine  unend- 
liche Ausdehnung  der  betreffenden  Summe.  Die  Reihe  ist  die- 
selbe, die  in  I,  §  114  vorkommt,  und  deren  Summenwerth 

(38)  e  =  2,718281828459045 ... 

daselbst  als  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  be- 
zeichnet ist.    Der  Werth  e  geht  dort  aus  der  unendlichen  Reihe 

l  +  T  +  -r2+  17273 +••• 
durch   Einführung    des   Werthes  z  =  l    hervor;    das  Bildungs- 
gesetz  der    letzteren  Reihe   entstand  aber  in  I,    §  112  auf  die 
Weise,  dass  in  der  Entwickelung  des  Ausdruckes  (1+^)"    für 

die  Grösse  e  der  Bruch  -   substituirt  und  statt  der  auftretenden 

n 

Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  £  immer  der  Grenz- 
werth angewendet  wurde,  dem  sich  der  betreffende  Coefficient  für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  nähert. 


60  Differentialqnotient  «ines  Logarithmen.  §  10. 

Nachdem   der  Grenzwerth  des  Ausdruckes  (7)  ermittelt  ist, 
lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  der  Ausdruck  (6) 

k 


(-7). 


von  dem  die  Frage  ausging,  bei  der  Annäherung  der  positiven 
Grösse  k  gegen  die  Null  ebenfalls  gegen  den  Grenzwerth  e  con- 

vergirt.    Wofern  nämlich  der  positive  beliebig  kleine   Bruch 

nicht  selbst  dem  reciproken  Wertbe  einer  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  muss  derselbe,  weil  die  Reihe  der  reciproken  Werthe 
der  natürlichen  Zahlen  beständig  abnimmt  und  unter  jede 
noch  so  kleine  Grösse  herabsinkt,  zwischen  zwei  mit  der- 
selben ganzen  Zahl  n  gebildete  Brtiche  -  und  fallen.  Als- 
.  dann  ist 
(39)                                  n<:-|-<n+l. 

Der  Ausdruck  (6)  wird  sowohl  durch  eine  Verkleinerung  der 
Basis  wie  durch  eine  solche  des  Exponenten  verkleinert,  durch 
eine  Vergrösserung  der  beiden  Elemente  vergrössert.  Deshalb 
bestehen  die  Ungleichheiten 

in  denen  man 
(41) 


/  1       \""^^ 

setzen  darf.    Nach  (37)  convergirt  der  Ausdruck  ( 1  ^ J 

ebenso  wie  der  Ausdruck  ll-\ — j  bei  wachsendem  «  gegen 
den  Grenzwerth  c,  während  sich  gleichzeitig  sowohl  der  Factor 
wie  auch  der  Factor  (H — j   der   Einheit  nähert. 


1+  ' 


«+i 
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l 

Der  AusdrnckflH — J  ist  demnach  zwischen  zwei  Grössen  ein- 
geschlossen, deren  jede  von  dem  Grenzwerthe  e  beliebig  wenig 
abweicht,  und  convergirt  deshalb,  wie  behauptet  worden,  gegen 
denselben  Grenzwerth;  es  ergiebt  sich  also 

1. 

(42)  Um.Cl+— )  =e. 

Durch  die  Substitution  dieses  liVerthes  in  (5)  erhält  man 
im  gesuchten  Ausdruck  für  den  nach  der  Variable  y  eu  nehmen- 
den Differentialquotienten  der  Function  Log  ^,  welche  eu  dem 
System  von  der  beliebig  gewählten  Basis  C  gehört. 

Es  wurde  schon  vorher  daran  erinnert,  dass,  wenn  die 
Constante  e  zur  Basis  eines  Logarithmensystems  genommen  wird, 
die  betreffenden  Logarithmen  natürliche  Logarithmen  genannt 
werden.  An  die  Stelle  der  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2) 
treten  dann  die  Gleichungen 

(P)  y  =  c', 

(2*)  x^Xo^y, 

welches  Zeichen,  wie  in  I,  auschliesslich  für  den  natürlichen 
Logarithmus  gebraucht  werden  wird.  Da  nun  der  Logarithmus 
der  Basis  in  dem  bezüglichen  System  gleich  der  Einheit  ist, 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (43)  die  Bestimmung  für  den  Dif- 
ferentialquotienten des  Logarithmus  naturalis 

(44)  AMy_^l. 

dy  y 

Der  Differentialquotient  des  Logarithmus  naturalis  einer  Variable, 
nach  dieser  selbst  genommen,  ist  somit  gleich  dem  redproken  Werth 
der  Variable. 

Der  Ableitung  des  Diflferentialquotienten  einer  Exponen- 
tialfünction  lassen  wir  eine  allgemeinere  Betrachtung  Torangehen. 
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§  11.    B«xlehang  zwUiohan  d«n  Diffarentialqnotionten  zw«l«r 

Fvnotloneii,  von  ianen  die  eine  die  umgekehrte  Funotlon  der 

andern  Ut.    Differentiation  einer  ExponentiaUünotion. 

Es  sei  eine  eindeutige  endliche  nnd  stetige  Function 

(1)  y=A^) 

für  das  Intervall  a  ^  a;  <  6  gegeben,  ihr  Werth  bewege  sich, 
während  x  von  dem  Werthe  a  bis  zu  dem  Werthe  h  fortschrei- 
tet, von  dem  Werthe  y  bis  zu  dem  Werthe  q.  Man  setzt  aus- 
serdem voraus,  dass  zu  jedem  zwischen  p  und  q  liegenden 
Werthe  von  y  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  x  gehöre  und 
dass  demgemäss  die  der  Function  f{p^  entsprechende  umge- 
kehrte Function 

(2)  x  =  q>(y) 

für  das  Intervall  V^y^q  gleichfalls  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegeben  sei.  Wenn  dann  der  nach  x  genommene  DiflFe- 
rentialquotient  der  Function  f{x)  bekannt  ist,  so  kann  aus  dem- 
selben überall,  wo  er  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat, 
der  nach  y  2u  nehmende  Diflferentialquotient  der  Function  ^  {y) 
erhalten  werden,  nnd  umgekehrt. 

Nachdem  durch  die  Gleichung  (1)  zu  einem  bestimmten 
Werthe  x  der  zugehörige  Werth  y  und  zu  einem  von  x  ver- 
schiedenen Werthe  x^  der  zugehörige  Werth 

(3)  y.  =  A«,) 

determinirt  ist,  muss  vermöge  der  getroffenen  Annahme  bei 
einer  numerisch  gegen  die  Null  abnehmenden  Differenz  x^  —  x 
die  Differenz  f{x^ — f{x)  gleichfalls  abnehmen,  und  es  gilt  die 
Gleichung 

(4)  ,.^    r(x.)-A.J.^^. 

x^  —  X  dx 

Da  hier  zu  jedem  Werth  von  y  immer  ein  nnd  nur  ein  Werth 
von  X  gehören  soll,  so  entspringt  aus  der  Gleichung  (3)  die 
Gleichung 

(5)  a;,  =  y  (y  J, 

und  weiter  folgt,  dass,  wenn  der  Werth  y,  dem  Werthe  y  ge- 
nähert wird,  die  Differenz  (fiyi)  —  (f{y)  sich  nothweudig  eben- 
falls numerisch  der  Null  nähert.  Der  Differentialquotient  der 
Function  q>{y)  in  Bezug  auf  die  Variable  y  ist  dann  der  Grenz- 
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werth  des  Verhältnisses  '^  •^'  ^  ^^^^^  ^  welcher  einer  gegen  die 

Null  abnehmenden  Differenz  ^,  —  ^  entspricht  Bildet  man  jetzt 
die  Gleichungen 

(6)      fM—fi^)  ^  Pi—y^    y(y.)--y(y)  ^  j?^— .-c^ 

x^—x  x^  —  x'  y,-y  y,—y' 

80  erweist  sich  der  zweite  Bruch  als  der  reciproke  Werth  des 
ersten;  der  Grenzwerth  von  diesem  wird  lllr  eine  abnehmende 
Differenz  x^—x  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt,  die  ge- 
nannte Voraussetzung  zieht  aber  die  Abnahme  der  Differenz 
tfi  —  y  nach  sich,  und  der  Grenzwerth  des  zweiten  Bruches,  der 
für  eine  abnehmende  Differenz  y,  —  y  gesucht  wird,  drückt  den 

Differentialquotienten  — l^"—  aus.  Wofern  also  der  Werth  v-- 
nicht  verschwindet,  ergieht  sich  die  Bestimmung  des  Differen- 
tialquotienten   ^       aus  der  Gleichung 

m  ^^M  ^W  _  1 

^  '  dy       d,v 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  der  eine  Differentialquotient  gleich 
dem  reciproken  Werthe  des  andemy  und  entsteht  elenso,  wenn  der 

Differentialquotient  —^^  vorliegt  und  einen  von  Null  verschiede- 
nen Werth   hat^  der   zugehörige  Differentialquotient   -'->^'' 

dx 

Die   hier    angestellte   Betrachtung   schliesst   die    speciel- 
lere   ein,   durch   welche   in   §  9  der  Differentialquotient   einer 

Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten  -  abgeleitet  ist.  Dem 

obigen  allgemeinen  Satze  (7)  lUsst  sich  ferner  eine  anschauliche 
geometrische  Bedeutung  beilegen,  sobald  x  und  y  als  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene  aufgefasst 
werden.  Nimmt  man  an,  dass  die  Abhängigkeit  der  Ordinate 
y  von  der  Ordinate  x  durch  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
y.=  f(x)  festgesetzt  sei,  so  gehört  der  betreffende  Punkt  {x^y) 
einer  bestimmten  Curve  an,  und  nach  §  4  und  §  5  repräsentirt 

der  Differentialquotient      -    -  die  trigonometrische  Tangente  des 

iix 
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Neigangfwinkels  oi,  welchen  die  in  dem  Punkte  (x,  y)  zn  der 
Coire  construirte  berührende  Linie  gegen  die  positive  Seite 
einer  Parallele  zn  der  x  Axe  macht.  Die  mit  (2)  bezeichnete 
Gleichung  x=q>{y)  hängt  aber  mit  der  Gleichnng  (1)  so  za- 
sammen,  dass  (2)  für  jeden  Werth  von  y  den  zugehörigen  Werth 
X  eindeutig  bestimmt.  Man  darf  demgemäss  die  Ordinate  y  als 
die  unabhängige,  die  Ordinate  x  als  die  abhängige  Variable 
ansehen  und  gelangt  dann  zu  dem  Resultat,  dass  durch  die 
Gleichung  a;  =  y(y)  genau  dieselbe  Curve  dargestellt  wird, 
welche  zuerst  durch  die  Gleichung  y=A^)  bezeichnet  wurde. 
Jetzt  lege  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  erwähnte 
Abhängigkeit  der  Ordinate  x  von  der  Ordinate  y  bestehe,  durch 
den  Punkt  (x^y)  eine  die  Curve  schneidende  Linie  und  lasse 
diese  durch  Annäherung  des  zweiten  Schnittpunkts  an  den 
ersten  in  die  berührende  Linie  übergehen;   alsdann  drückt  der 

DifTerentialquotient    y^^  die    trigonometrische   Tangente   des 

Winkels  a  aus,  welchen  die  berührende  Linie  mit  der  positiven 
Seite  einer  zu  der  y  Axe  gezogenen  Parallele  bildet.  Weil 
aber  die  construirte  berührende  Linie  eine  einzige  ist,  welche 
nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  betrachtet  wurde,  weil  femer 
die  X  und  y  Axe  gegeneinander  senkrecht  stehen,  und  weil  die 
trigonometrischen  Tangenten  solcher  Winkel,  die  von  derselben 
Linie  gegen  die  beiden  Axen  gebildet  werden,  reciproke  Werthe 
haben,  so  müssen  auch  die  auf  dieselbe  berührende  Linie  bezüg- 
lichen Werthe  tgcd  und  tgcr  mit  einander  reciprok  sein.  In 
dieser  Thatsache  besteht  der  geometrische  Inhalt  der  Glei- 
chung (7). 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  den  Gleichungen  (1*)  und 
(2*)  des  vorigen  §,  die  mit  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des 
gegenwärtigen  §  so  correspondiren ,   dass  f{x)  durch  e     und 
gloiohzeitlg  fp{y)  durch  logy  zu  ersetzen  ist, 
(8)  y  =  e',  a;  =  logy. 

In  Folge  der  Gleichung  (7)  ist  mithin 

^^^  da      dy     '"^' 

Der  Difforontialqnotient      '^^    wird    nach    (44)    des   vorigen 


§  12.  Difierentialquotient  einer  Exponentialfunction.  66 

§  durch  den  Bruch  -  dargestellt,   welcher  ftir  keinen  endlichen 

Werth  der  Variable  y  verschwindet.  Man  erhält  daher  für  den 
DifferenticUquotienten  der  Exponentialfunction  y=e  die  aUge- 
mein  gültige  Gleichung 

odeTj  indem  die  Function  selbst  eingeführt  unrdj 

(10)  4^=«'- 

ax 
Der   Differenticdquotient    der  Exponentialfunction  «',  nach  der 
Variable  x  genommen^   ist  mithin  gleich  der  Exponentialfunction 
e   selbst. 


%  12.    Dlfferantlatlon  einer  FunotioB,  deren  Argument  eine 

Fnnotion  einer  unabhängigen  Variable  Ut.    Anwendungen 

auf  logarithmleohe  Funotionen,  Exponentialftinotlonen 

und  Potenxauedrfloke  mit  ver&nderlioher  Baeie  und 

▼eriaderUoliem  Exponenten. 

In  §  9  ergab  sich,  dass,  sobald  die  Differentiation  einer 
beliebigen  rationalen  gebrochenen  Potenz  der  unabhängigen 
Variable  bewerkstelligt  werden  kann,  die  Differentiation  einer 
ebensolchen  Potenz  von  einer  gegebenen  Function  der  unab- 
hängigen Variable  keine  Schwierigkeiten  darbietet.  Eine  be- 
sondere Anstrengung  gehört  immer  nur  dazu,  eine  Function 
von  neuer  Bildungsweise  oder,  nach  einem  in  I,  §  22  ange- 
wendeten Ausdrucke,  von  neuer  Characteristik  zu  differentiiren. 
Wofern  aber  die  Differentiation  einer  gewissen  Characteristik 
ip{e)  in  Bezug  auf  das  Argument  e  gefunden  ist,  so  lässt  sich 
der  Differentialquotient  derjenigen  Function,  die  aus  xp(£i)  ent- 
steht, indem  statt  e  eine  Function  f{x)  von  bekanntem  Differen- 
tialquotienten gesetzt  wird,  in  Bezug  auf  die  Variable  x  nach 
einer  allgemeinen  Regel  erhalten.  Es  sei  wieder  x^  ein  von  x 
verschiedener  Werth,  und  man  habe 

(1)  0=f(x\    B,=f{x,). 

Behufs  der  Differentiation  der  Function 

(2)  u=^W{^)) 

UpMUU.  Aiulyiifl  II.  6 
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wird  dem  zu  untersuchenden  Quotienten  die  Gestalt  gegeben 
(3)  W(^t))-Hfi'e))^  V^(^i)  — V^M  ^— _f . 

Die  Abnahme  der  DiflTerenz  x^—x  zieht  die  Abnahme  der 
Differenz  £f^^e  nach  sich,  und  zwar  convergirt  dabei  der  Bruch 

*  _j  -  gegen  den  als  bekannt  vorausgesetzten  Differentialquo- 
tienten -^i^,  der  Bruch  -  ^^'^""^  -   gegen  den  ebenfalls  als 

bekannt  angenommenen  Differentialquotienten  -^— ■•    Es  folgt 

daher  für  die  Differentiation  einer  Function,  deren  Argument  eine 
Function  der  unabhängigen  Variable  ist,  nach  welcher  differentiirt 
werden  soll,  die  Vorschrift 

m  ^Hfi^))  ^  ätpjg)   df{x) 

^  ^  dx  de         dx    ' 

Man  erhält  hiernach  den  Differentialquotienten  des  Loga- 
rithmus naturalis  einer  Function  f{x)  und  den  Differentialquo- 
tienten einer  Exponentialfunction  e  ,  indem  man  erstens  \p{e) 
durch  die  Characteristik  \oge  ersetzt  und  die  Gleichung  (44) 

des  ^  10  benutzt,   und  zweiteus  fttr  \lf{e)  die  Characteristik  e 
einfuhrt    und   die  Gleichung  (10)    des   §   11   anwendet.     Die 
Resultate  sind,   da  statt  e   die  Function  f{x)  einzuführen  ist, 

d\ogf{x)  ^     1       df{xl 
dx  fix)       dx    ' 


(5) 
(6) 


d{/^'^)^Jis)df(x) 
dx  dx 


Mit  Hülfe  von  (5)  lässt  sich  der  Differentialqnotient  des 
Logarithmus  naturalis  eines  Products  von  beliebig  vielen  Func- 
tionen /",  (x)  /",  (x) . . .  f^  {x)  auf  doppelte  Art  darstellen.  Man  er- 
hält unmittelbar  die  Gleichung 


(7) 


«tiogyiW/tW- •/;(»)) 


dx 

1  d{f,{x)f,{x).,f(x)) 


ausserdem  aber,  weil  der  Logarithmus  eines  Products  gleich  der 
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Summe  der  Logarithmen  der  einzelnen  Factoren  ist,   statt   der 
linken  Seite  von  (7)  den  Ausdruck 

d\ogf,(x)  _^  diog_/iw  _^   _^  ^.^°«/; w 

^  '  dx  dx  "  dx 

^    J_     df,{x)  1        df.jä^)  1       el/;(.r) 

>iW       d^    "  ■*■  /;(a:)       da:       "^  '  '  "^  /;W       dx 

Die  Gleichsetznng  der  rechten  Seiten   von  (7)  und  (8)  bringt 

dann  die   auf  die  Differentiation  eines  Products  von   beliebig 

vielen  Factoren  bezügliche  Regel 

Am 

(9) 


dx 

1       df,{x)           1        d/iW 
f,{x)       dx           f,{x)       dx       '^' 

1        df^(x) 
'         f^{x)       dx 

hervor,  welche  bei  einem  Product  von  zwei  Factoren  mit  der 
allgemeinen  Regel  (18)  des  §  6  zusammenfällt. 

Die  Gleichung  (6)  liefert  ungezwungen  die  Differentiation 
einer  Exponentialfunction  mit  einer  beliebigen  positiven  Grösse 
C  als  Basis,  von  welcher  Function  in  §  10  ausgegangen  wurde. 
Wenn  die  Basis  C  mit  Anwendung  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems durch  den  gleich werthigen  Ausdruck  c'***  ersetzt  wird, 
80  kommt 

aO)  C'=e"°"- 

Mithin  ist  in  (6)  statt  f{x)  die  Function  x\ogC  anzuwenden, 

wodurch   die   Formel  für  die  Differentiation  der  Function  C' 

entsteht, 

(U)  ^  =  C'logC. 

Auch  verdient  der  Umstand  beachtet  zu  werden,  dass  die  For- 
meln  (5)  und  (6)  zu   der  Differentiation  einer  Potenz  x    aus- 
reichen, hei  welcher  der  Exponent  n  eine  beliebige  Grösse  bedeutet. 
Setzt  man 
(12)  X   =e         , 

BD  muss  nach  (6)  der  Differentialquotient  -^  gleich  dem  Pro- 
duct ans   der  zu  differentiirendeu  Function  und  dem  Differen- 


€0  Differentialqnotient  einer  beliebigen  Potenz.  §  12. 

tialqootienten  Ton  n  logx  sein,  der  vermöge  (5)  den  Werth  - 
bat.    Es  resnltirt  daher  die  Gleiehang 

dfx')  ^, 

(13)  -J_J  =  „a;-\ 

ax 
welche  aassagt,  dass  der  Differentiälquotieni  einer  mit  einem  be- 
ilegen Exponenten  gebildeten  Potenjs  einer  unabhängigen  Variable 
m  BejBug  auf  die  letztere  erhalten  wird,  indem  man  die  mit 
dem  um  die  Einheit  Ueineren  Exponenten  gebildete  Polews  der 
Variable  mit  dem  Potenzexponenten  muUipiicirl.  Diese  Regel 
ist  für  die  positiven  ganzen  Exponenten  in  (25)  des  §  6,  für  die 
negativen  ganzen  Exponenten  in  (10*)  des  §  7,  für  die  positiven 
oder  negativen  rationalen  Exponenten  in  (19)  des  §  9  ansge- 
drflckt 

Insofern  die  gegebene  Definition  einer  Exponentialfnnc- 
tion  nar  Yoraassetzt,  dass  die  Basis  eine  positive  Grösse 
sei,  dürfen  auch  solche  Potenzansdrficke  in  Betracht  gezogen 
werden,  deren  Basis  eine  Function  x^(x)  von  der  Eigenschaft 
ist,  für  das  in  Anwendung  kommende  Intervall  der  Variable  x 
ausschliesslich  positiv  zu  sein,  und  deren  Exponent  eine  beliebige 
Function  g(x)  ist.    Um  eine  so  gebildete  Function 

(14)  !r=(*W)'*" 

in  Bezug  auf  die  Variable  x  zu  differentiiren,  stellt  man,  wie 
oben  mehrÜEUih  geschehen,  die  Function  i^ix)  vermittelst  ihres 
Logarithmus  naturalis  dar 

5)  »{x)  =  e  , 

80  dass  aus  (14)  der  Ausdruck 

(16)  y=/^'^^°«*^'> 

folgt.    Die  Anwendung  von  (6)  giebt  dann 

X, -.  dy _   9 (J-) log^(x)  d(y(.r)log^(a;)) 

^*'^  dx-^  Tx  ' 

und  vermöge  (5)  entsteht  das  Resultat, 

(18,  -^^f"=(^(.)r(|g^^.^>.og.(.)). 

durch  welches  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  wird. 
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§  13.    IMfferentlatlon  der  trlfl^onometrisoheii  Fnnotloiieii. 

Wie  in  I,  §  30  und  I,  §  103  entwickelt  worden,  sind  die 
trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus  tlür  jeden  Werth 
des  Arguments  x  in  der  Weise  eindeutig  bestimmt,  dass  sie 
ihrer  Grösse  nach  stets  zwischen  der  negativen  und  der  posi- 
tiven Einheit  enthalten  bleiben,  und  bei  der  Vergrösserung  des 
Arguments  um  die  Zahl  2  7/,  durch  welche  das  Verhältniss  der 
Kreisperipherie  zum  Badius  geraessen  wird ,  immer .  wieder 
die  ursprünglichen  Werthe  annehmen,  oder  die  Periode  In 
haben.  Wenn  x  und  h  beliebig  gegeben  sind,  werden  der 
Sinns  und  Cosinus  für  die  Summe  der  Argumente  x  und  h  ver- 
möge der  Additionsformeln 

(1)  sin  {x  +  h)  =  sin  a;  cos  A  +  cos  x  sin  Ä 
cos  (a;  +  Ä)  =  cosar  cos  Ä—  sin  a:  sin  h 

durch  den  Sinus  und  Cosinus  der  einzelnen  Argumente  x  und 
Ä  ausgedrückt.  Diese  Formeln  (1)  führen  zu  der  Darstellung 
des  Differentialquotienten  der  Functionen  sino;  und  cosa:.  Man 
erhält  für  die  Differenz  sin  {x  +  h)  —  sin  x  den  Ausdruck 

(2)  sin  (a;  +  Ä)  —  9>mx  =  sin  x  (cos  h  —  l)  +  cosa;  sinÄ , 
wo  ausserdem 

(3)        C08*  - 1  =  :=(i.-«»«-*H'  +  «"»_)  =  =«°V* 

'  14-  cos/t  1  +  COSÄ 

gesetzt  werden  darf,  so  dass  die  Gleichung 

...       vinix+h) — mxx  sinÄ  .  sin/*      sinÄ 

(4)  — ^^ r^ =  cosa;— sina;r-- t-t— 

Ä  h  \-\-  C08Ä      h 

entsteht    In  derselben  Weise  findet  sich  die  Gleichung 

(5)  C08(ic  +  Ä)  —  cosa;  =  cos a;( COSÄ — 1}  — sina?  sinÄ, 
and,  unter  Anwendung  von  (3), 

/».        C08(a?  +  Ä)  —  008.1?  .       sinÄ  sinÄ      sinÄ 

(6)      ^^ :^ =  — sma;— r cosj;^— r— ; — 

Ä  Ä  1+  cos  Ä      Ä 

Offenbar  hängt  die  Bestimmung  der  Grenzwerthe,  gegen  welche 
die  linke  Seite  von  (4)  und  die  linke  Seite  von  (6)  für  eine 
gegen    die  Null  abnehmende   Grösse  ä  convergiren,   von  dem 

entsprechenden  Verhalten  des  Quotienten  — r —  ab.   Es  ist  aber 

I,  §  103  hervorgehoben,  dass  der  geometrische  Satz,  nach  wel- 


Ih  Trigonometrische  FuDctMMieD.  §  13. 

t'hnm  di«r  I>änge  einen  die  halbe  Kreii*peripherie  nicht  öbertref- 
fend<;n  KreiM^KigenH  fp'ösger  ab»  die  Länge  der  zugehörigen 
Sehne,  and  kleiner  al»  die  Samme  der  beiden  in  den  Endpunk- 
ten de«  KreiH^KigenH  construirten  und  bis  zu  dem  gemeinsamen 
Sehnittponkte   verlängerten    Tangenten    sein   mnss,    för  jedes 

%wim:Uen  0  nnd        befindliche  Argnment  h  die  Ungleichheiten 

liefert, 

(7)  ginÄ<:Ä< 


AuH  denselben  ergiebt  sich  fttr  den  Quotienten   -     -  die  Ein- 


yi  —  sin*  h 

en  ergiebt  sich  i 
schränknng 

(8)  ^     <:1,  |/l-8m*A<     ^— , 

um  derentwillen  der  bcKcichnete  Werth  stets  zwischen  der  Ein- 
heit und  der  Grösse  ^l  —  sin'Ä  liegt.  Nun  zeip:t  die  erste  der 
beiden  Ungleichheiten,  dass,  wofern  mau  die  Grösse  h  fort- 
während abnehmen  lässt,  die  Function  sin  h  sich  ebenfalls 
der  Null  nähert.  Dadurch  rtlckt  die  Grösse  ^\  —  sin*  ä 
beliebig    nahe    an    die    Einheit    heran,    und    der    Quotient 

.      ,   der  Kwisehen  der  Einheit   und  der  Grösse  y/l  — sin*Ä 

eingcHc-hlosHcn    ist,    convergirt   nothwendig   gegen   die  Einheit 
Hclbst.    Die   rechte  Seite   der  Gleichungen  (4)  und  .(6)  enthält 

ausser  dem  Quotienten      ,  -  noch  den  Quotienten r>  der 

HJch  bei  abnehmendem  h  der  Null  nähert,  da  der  Zähler  gegen 
den  (Irenzwerth  Null,  der  Nenner  gegen  den  Grenzwerth  2  con- 
vergirt. Demnach  hat  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  der  erste 
Summand  die  Grösse  cos  Xy  der  zweite  die  Null,  auf  der  rechten 
Seite  von  ((>)  der  erste  Summand  die  Grösse —sin ic,  der  zweite 
abermals  die  Null  zum  Grenzwerthe.  Es  werden  also  die  in 
lUtug  auf'  das  Arffumetit  x  gcnomf netten  DifferentialquofietUen  der 
l'\tnctionefi  sma:  und  cosxßrjedm  Werth  von  x  durch  die  For- 
meln dargestellt 
,o\  (Jsin.r 

C9)  dx -  =  ••'»'*• 
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(10)  -    ■ =  —  Hmx. 

Die  vorhin  unter  (7)  aufgeführten  Ungleichheiten  sind  an 
dem  erwähnten  Orte  I,  §  103  benutzt,  um  zu  zeigen,  dass  die 
Functionen  sin  x  und  cos  x  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls 
von  X  stetig  bleiben;  ferner  wird  dort  darauf  aufmerksam  ge- 
macht,  dass   die   Function   tga;  in  jedem    der  Intervalle   von 

— r-  bis  +-ö'>  vow  +^  l>is     2  )"  und  auch  von ~-  bis 

—  — , . .  stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem 

der  bezeichneten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
fährt, dass  ferner  die  Function  cotgo;  in  jedem  der  Intervalle 
von  0  bis  tt,  von  n  bis  2  tt,  . . .  und  auch  von  —  /r  bis  0, . . 
stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem  der  zu- 
letzt genannten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
leidet. Nach  der  oben  in  §  8  eingeführten  Ausdrncksweise  sagt 

man    hier,   dass    die   Function   tga;   für    die   Werthe  a;  =  -^, 

-r— , ...  — --, --i . . . ,  und  die  Function  cotg  x  für  die  Werthe 

x  =  0,  TT,  2  TT, . . ,  —  TT,  —  2  /r, . . .  unendlich  gross  wird.  Der 
Diflferentialquotient  der  Function  tga;  und  der  Function  cotga; 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  ist  jetzt  für  eines  jener  Intervalle 
aufzusuchen,  in  denen  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Function 
nicht  verletzt  wird.  Man  erhält  die  gewünschte  Bestimmung 
aus  den  Gleichungen 

/n\  i.    '  \        sin.«  .  C08A' 

(11)  tgja;)  = >   cotg  05=-: — 1 

°  ^  cosd.*  °  8in.r 

indem  man  die  zu  der  Diflferentiation  eines  Quotienten  zweier 
Functionen  dienende  Regel  (8)  des  §  7  anwendet. 

Es  sei  zuerst  f{x)  =  sin  x,  g  {x)  =  cos  x,  so  wird 

J^)  ^  (a;)  - /-(a;)  i^M  =  cos"  :c  4- sin«  a:  =  1 ; 
dx     ^  ^  '  ^  ^      dx 

bei  der  zweiten  Annahme  f{x)  =  cos  x^  g  ix)  =  sin  x  kommt  das 
Resultat 

l^g{^x)~ax)^^^^  =  ^^m^x^^o^'^x^-\. 
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.Vlithin    entstehen   für   die  Differeniialquotiewten  der  Functionen 
tgx  und  cotga;  die  Ausdrücke 

(12,  ^*=-l„,   .1^  =  ^. 

dx  cos'i»  d.v  sm'a? 

Sobald  die  Regeln  bekannt  sind,  nach  welchen  die  trigo> 
nometrischen  Functionen  in  Bezug  auf  ihr  Argument  differen- 
tiirt  werden,  ist  man  mit  Hülfe  des  §  12  im  Stande,  sowohl 
trigonometrische  Functionen,  deren  Argument  gleich  einer  Func- 
tion der  unabhängigen  Variable  gesetzt  ist,  wie  auch  solche 
Functionen,  deren  Argument  als  eine  trigonometrische  Function 
der  unabhängigen  Variable  gegeben  ist,  in  Bezug  auf  die  jedes- 
malige unabhängige  Variable  zu  difTerentiiren.  Die  Gleichungen 

(13)       -^-^  -=2xcos(x*),  -^—^^  =  —  2xsin{x*), 

dx  dx 

,...  d  log  sin  X  CO8.1J  d  log  cos  x  sin  jr 

dx  smx  dx  cos.r 

mögen  als  Beispiele  dienen. 


I  14.    DiillMrontlatlon  der  liiTersan  trlgonometrlsoliMk 

Funotloiieii.    Bein  analyttsoha  Definition  der  invereen  und 

dlreoten  trlgonometrlsohen  Fonotlonen. 

Zu  jeder  der  im  vorigen  §  behandelten  trigonometrischen 
Functionen  gehört  eine  umgekehrte  oder  inverse  trigonome- 
trische Function,  so  dass  in  dem  folgenden  Schema  die  in  der- 
selben Zeile  befindlichen  Gleichungen  einander  entsprechen, 

(1)  y  =  sina:,        a;  =  arcsiny 

(2)  y  =  cos  ic,        x  =  arc  cos  y 

(3)  y  =  \%x,         x  =  arctgf/ 

(4)  y  =  cotga;,      a;  =  arccotgy. 

In  I,  §  104  ist  auseinander  gesetzt,  dass  jede  umgekehrt« 
trigonometrische  Function  an  sich  eine  vieldeutige  Function 
ihres  Arguments  ist,  jedoch  durch  HinzufUgung  einer  Beschrän- 
kung zu  einer  eindeutigen  gemacht  werden  kann.  Wir  lassen 
nun  Beschränkungen  dieser  Art  eintreten  und  setzen  fest, 
dass  die  Werthe  der  Functionen  arc  sin  x  und  arc  tg  x  nur  zwi- 
schen den  Grenzen  — ■  und  -l-  ,  die  Werthe  der  Functionen 
arc  COS  o;  und  arccotg^   nur  zwischen  den  Grenzen  0  und  7\ 
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genommen  werden  sollen.  Bei  den  Functionen  arcBin^i;  und 
arc  cos  x  muss  das  Argument  x  zwischen  der  negativen  und  der 
positiven  Einheit  liegen;  wenn  dieses  Intervall  von  dem  Ar- 
gument X  beständig  wachsend  durchlaufen  wird,  bewegt  sich 
die  eindeutig   defiuirte  Function  arc  sin  o;   beständig  wachsend 

and  stetig  von  —  -.   bis  +  ^-,  dagegen  die  eindeutig  definirte 

Function  arc  cos  x  beständig  abnehmend  und  stetig  von  n  bis  0. 
Bei  den  Functionen  arc  \%x  und  arc  cotgo;  darf  das  Argument 
X  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven  Werth  erhalten; 
sobald  durch  x  das  Intervall  der  Werthe  von  —  oo  bis  +  oo 
immer  wachsend  durchlaufen  wird,  bewegt  sich  die  eindeutig 
definirte   Function    arctga;   immer   wachsend   und    stetig    von 

—  "S"  his    +  -X- ,    dagegen    die    eindeutig    definirte    Function 

arccotga;  immer  abnehmend  und  stetig  von  n  bis  0. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  kann  man  die 
nach  dem  Argument  zu  nehmenden  Difi'erentialquotienteu  der 
inversen  trigonometrischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Formel  (7) 
des  §  11  bilden,  indem  die  Characteristik  f{x)  auf  die  directe, 
die  Characteristik  q>{y)  auf  die  correspondirende  inverse  trigo- 
nometrische Function  bezogen  wird,  und  die  Differentialquotien- 
tienten  der  directen  trigonometrischen  Functionen  nach  den  Re- 
geln des  vorigen  §  ausgeführt  werden.  So  entspringen  aus  dem 
System  (1),  (2),  (3),  (4)  respective  die  Gleichungen 

,w  d  arc  sin  y 1^ 

dy  CQBX 

tR\  darccoay  _    —  I 

dy  ~   siux 

(7)  ,-5-*^-  =cos*a; 

dy 

(8)  darcootg^,^ ^.^,^ 

dy 
Die  auf  der  rechten  Seite  erscheinenden  Ausdrücke  lassen 
sich  sehr  einfach  durch  die  betreffende  unabhängige  Variable 
darstellen.  In  (5)  findet  man  cos  x  =  |/r^y',  in  (6)  dagegen 
sin  X  =  y'l — y*,  und  zwar  in  beiden  Fällen  mit  positiver  Bedeutung 
des  Qaadratwurzelzeichens,  weil  der  Cosinus  im  negativen  ersten 
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und   positiven   ersten   Quadranten,   der  Sinns    in   den   beiden 
positiven  ersten  Quadranten  das  positive  Vorzeichen  hat;  in  (6) 

kommt  cos'a;  = ,  ,  ,  ,    =  -p- — =-,  endlich  in  (7)  entsprechend 
1  +tg*x       1  +y'  '  ^  '        ' 

sin*a;  = --— - — izi~"=  yjr  s  '    -^^^  Differentialquotienten  der  in- 

versen  trigonometrischen  Function  arc  sin  y,  arc  cosy,  arc  tgy  und 
arccotgy  werden  daher  folgendermassen  bestimmt: 

d  arc  sin  y  _^J^ 


(9) 


dy  l'T^y* 


(10)  rfarcccay  ^    j-1 

dy  i\  —  y* 

m\         '  d arc  tgy    _        1 

^     ^  dy         ""   l+y» 

n9\  darccotgy__      —1 

^^^^  ,  rfi^ TT?"- 

Hier  möge  eine  allgemeine  Bemerkung  tlber  die  directen 
und  inversen  trigonometrischen  Functionen  eine  Stelle  finden. 
Wir  haben  für  dieselben  im  ersten  Bande  die  gebräuchliche 
geometrische  Definition  zu  Grunde  gelegt  und  sind  in  diesem 
einen  Stück  von  der  sonst  genau  festgehaltenen  Regel,  geome- 
trische Betrachtungen  nur  zur  Erläuterung  jedoch  nicht  zur  Be- 
weisführung anzuwenden,  abgewichen,  da  eine  rein  analytische 
Behandlung  dem  Anfänger  unverhältnissmässig  grosse  Schwie- 
rigkeiten verursacht  haben  würde.  Um  aber  keinen  Zweifel 
darüber  zu  lassen,  dass  die  Lehre  von  den  inversen  und  directen 
trigonometrischen  Functionen  in  der  That  lediglich  auf  analy- 
tischen Principien  beruht,  sollen  jetzt  die  Hauptsätze  aus  einer 
rein  analytischen  Definition  abgeleitet  werden.  Am  erwähnten 
Orte  dienten  die  trigonometrischen  Functionen  zunächst  zu  der 
Darstellung  einer  beliebigen  complexen  Grösse  A  +  iB  in  der 
Gestalt 

A  +  iB=P  (cos  CD -4- 1  sin  O). 
Später  ist  die  Aufgabe,  eine  complexe  Grösse  a  +  ib  zu  be- 
stimmen, deren  Quadrat  einer  gegebenen  complexen  Grösse 
gleich  ist,  ohne  Zuziehung  der  trigonometrischen  Functionen 
gelöst  worden.  Indem  wir  die  damals  gefundene  Lösung  auf 
den  besonderen  Fall  anwenden,  in  welchem  die  Norm  der  ge- 
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gebenen  Grösse  gleich  der  Einheit  ist,  gelangen  wir  zu  der  in 
Rede  stehenden  rein  analytischen  Definition  der  inversen  nnd 
damit  auch  der  directen  trigonometrischen  Functionen. 

Es  sei  a  und  ß  ein  Paar  reelle  Grössen,  deren  Quadrat- 
summe den  Werth  der  Einheit  hat,  mithin  a  +  iß  eine  com- 
plexe  Grösse  von  der  Norm  a*  +  /S*  =  1.  Dann  gestattet  die 
Aufgabe,  eine  complexe  Grösse  «,+  »/?,  zu  finden,  deren  Qua- 
drat gleich  a  +  iß  ist,  nach  I,  §  34  zwei  und  nur  zwei  Auflö- 
sungen; wofern  ^  das  Vorzeichen  von  ß  bedeutet,  und  das 
Qnadratwurzelzeichen  überall  einen  positiven  Werth  ausdrückt, 
sind  dieselben 

und  

Zu  beiden  gehört  die  Gleichung 

«?  +  /?!==!. 
Für   das  Folgende   wird   a^O   und  ß:>0  vorausgesetzt, 
und  von  den  beiden  Auflösungen  die  erste  genommen 

,    .^        l/M-a         .yi  — ä 
a,+tß,==r     2"     +  *  r    -2 — 

Vermöge  dessen  hat  man  nothwendig  a^:>0,  /^^^O.  Es  kann 
daher  das  betreffende  Verfahren  beliebig  oft  wiederholt  und 
eine  beliebig  weit  ausgedehnte  Reihe  von  eindeutig  bestimmten 
complexen  Grössen  abgeleitet  werden  ♦),  deren  sämmtliche  Nor- 
men gleich  der  Einheit  sind, 


*)  Vgl.  L.  Seidel,  über  eine  Darstellung  des  Kreisbogens,  des  Loga- 
rithmus und  des  elliptischen  Integrales  erster  Art  durch  unendliche  Pro- 
ducte,  Sitzungsbericht  der  Bayrischen  Academie  d.  W.,  vom  9.  Novem- 
ber 1867. 
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In  Bezog  auf  diese  Reihe  iSsst  sieh  nachweLsen,  dass  die 
reellen  positiven  Grössen  a^,  a^j... er,  gegen  die  Einheit,  die 
reellen  positiven  Grössen  ß^j  /?,,...  /?,  gegen  die  Nnll  conver- 
giren  nnd  sich  dabei  so  verhalten,  dass  für  eine  beständig 
wachsende  Zahl  s  der  Ausdruck 

die  Nnll,  der  Ansdruck 

eine  gewisse  positive  Grösse  zum  Grenzwerth  hat  Dnrch  diesen 
Grenzwerth  wird  dann  der  Bogen  definirt,  zu  dem  die  reellen 
Grössen  a  und  ß  beziehungsweise  als  Cosinus  nnd  Sinus  ge- 
hören. 

Wenn  man  aus    der  complexen  Grösse  a  +  iß  die  reellen 

Verbindungen  ~  und  /?,   aus   der   folgenden  Grösse   a^  +  iß^ 

na 

die   correspondirenden    -^  und  2/?,  ableitet,   so  ergeben  sich 


durch  Zusammenstellen  die  Ungleichheiten 

a 
Denn  nach  dem  Obigen  ist 


a  o,  i-i       1- 


«  «  «»  }/l+a         1+«'  * 

1  2 

und,  insofern  a  >  0  ist,  —  >  -r— — ,  mithin 

a  «j 

Für  den  Fall  a  =  0,   der  vorhin  zugelassen  wurde,  fällt  diese 
Ungleichheit  fort.    Die  Ungleichheit 

■^^>2ß, 
«, 
folgt  aus  dem  Umstände,  dass  «j  ein  positiver  echter  Bruch  ist 
Da  endlich 

2/5?.  =  2y^-="-  =  |/2(r=:^,  /?=/r-a«"=|/ri=^)(n-a) 

ist,  so  muss  auch 

2/?,>/9 
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sein;  demnach  sind  die  aufgestellten  Ungleichheiten  vollständig 

begründet.  Genau  entsprechende  gelten  offenbar  Itir  je  zwei  auf 

einander  folgende  complexe  Grössen  a^  +  iß^^  a^  +  »/?„  . ..,  und 

zwar,  weil  a^  nicht  mehr  den  Werth  Null  annehmen  kann,  ohne 

irgend  eine  Ausnahme;  nämlich 


«1 

«2 

2/J. 
«» 

n 

2/5. 
tt 

■>  2/?.  >/?._!. 

IMultiplicirt  man  die  erste  der  yorstehenden  Ungleichheiten  mit 
2,  die  zweite  mit  4,  u.  s.  f.,  die  (s— l)te  mit  2*~  ,  so  schliessen 
«ich  alle  an  einander  an  und  liefern  die  auf  eine  beliebig 
^osse  Zahl  s  bezügliche  Folge 

Für  eine  stets  wachsende  Zahl  s  überschreitet  die  Potenz 
2*  jeden   noch   so   grossen   gegebenen   Werth.    Weil  nun  das 

Trodnct  2*  /?,  für  a>0  unter  der  festen  Grösse  - »  für  a=0  jeden- 
falls unter  der  festen  Grösse  -*-  liegt,    so   mnss    die    positive 

Grösse  ß^  für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  s  beliebig  klein 
werden.  Gleichzeitig  kann  sich  die  positive  Grösse  a,  wegen 
der  Gleichung 

«!  +  /»2=i 

nur  der  Einheit  als   Grenzwerth   nähern.     Deshalb   wird  der 

Unterschied  der  Grössen und  2*  ^,  mit   beständig  zuneh- 

«. 
inendem  s  beliebig  klein,  und  die  aufgestellte  Folge  von  Un- 
gleichheiten drückt  die  eine  der  zu  beweisenden  Thatsachen  aus, 
dass  der  Ausdruck  2*  ß^  bei  stets  wachsendem  s  gegen  einen 
festen  positiven  Grenzwerth  convergirt.  Der  letztere  heisse  ^, 
Bo  dass  die  Gleichung 


78  Analytische  Definition  der  trigonometrisohen  Functionen.      §  14. 

lim  .  2'  /?,  =  ^ 
besteht.    Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptnng  zu  erledigen, 
braucht  man  nur  die  Gleichung 

2' (1-a,)  (!  +  «,)  =  2' /?./?. 
zu  bilden  und  zu  erwägen,  dass  für  eine  stets  zunehmende  Zahl 
8  auf  der  linken  Seite  der  Factor  1  +  a,  gegen  den  Werth  2, 

auf  der  rechten  der  Factor  2'  /?,  gegen  den  so  eben  eingeführten 
Grenzwerth  ^,  der  Factor  /?,  gegen  die  Null  convergirt  Alsdann 
ergiebt  sich  mit  Nothwendigkeit  die  Gleichung 
lim.2'(l-a,)  =  0. 
Indem  die  Grösse  ^  als  der  Bogen  bezeichnet  wird,   fttr 
welchen  die  gegebenen  Grössen  a  und  ß  die  Gleichungen 

a  =  cos^,   /?=:8in^, 
oder  die  eine  Gleichung 

a  +  iß  =  cosd"  +  sin  i  d- 
erfüllen,  bleibt  zu  zeigen,  dass  aus  der  gewählten  Definition  die 
Grundeigenschaften   der  trigonometrischen  Functionen    hervor- 
gehen.     Hierzu    betrachten    wir    noch    eine    zweite    complexe 
Grösse  y  +  td,  bei  welcher  ebenfalls 

y«  +  (J'=l,    y^O,    d>0 
ist,  und  setzen  ausserdem  voraus,  dass 

ay-/?d>0 
sei.    In  Folge  dessen  befriedigt  das  Product 

|,  +  tg  =  (a  +  t/9)(y  +  td), 

in  welchem 

p=:ay — ßd,    q=:ad+ßy 
ist,  nach  I,  §  27  wieder  die  Bedingungen 

|>>  +  g«=l,    |,>0,    2>0. 

Man  kann  nun  für  die  complexen  Grössen  y  +  »d  nn6.p+iq 
die  entsprechenden  Reihen  von  eindeutig  bestimmten  complexen 
Grössen  wie  fUr  a  +  iß  bilden  und  schliesst  bei  ähnlichen  Be- 
zeichnungen aus  den  Gleichungen 

{a,+iß,Y  =  a  +  iß 
dass  entweder 

P.  +  «g',=(a»  +iß^)(Y^+i^^) 
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oder 

p,  +  «3,  =  -(«,  +  iß^)  (y,  + 1^,) 

seinmass.  Hier  ist  i>,  >  0,  gj>0,  a,>0,  /S,  >0,  y,>0,  <J,>0; 

weil  nun  vennöge  der  getroffenen  Annahme 

ay—ßd:>0, 

S        2/9 
und  ausserdem  nach  dem  Obigen  -  >  — --^ ,  ferner  auf  gleiche 

a  «j 

Weise  -  >  —  *    ist,  so  folgt 

ay         «»       n 
xind  daher  gewiss 

-Aus  diesen  Gründen  besteht  von  den  beiden  für  p,  +  t  g»  an- 
gegebenen möglichen  Gleichungen  in  der  That  nur  die  erste. 
Terner  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  derselben  Schlüsse  die 
IReihe  von  Relationen 

Pt  +«2.  =  («» +  */?»)  (y.  +  *«^,) 

P.  4-ig.  =  («.  +t/9.)(y,  +t(r,). 
^8  möge  jetzt  der  zu  der  complexen  Grösse  y  +  f  <J  gehörende 
^vorhin  definirte  positive  Grenzwerth  A,  der  ebenso  zu  der  com- 
plexen Grösse  p  + » g'  gehörende  positive  Grenzwerth  (f  heissen, 
so  dass  für  eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  s  die  den  obigen 
entsprechenden  Gleichungen 

lim.2'<r.  =  ;i, 
lim.2'(l-yj  =  0, 
lim  .  2'  g,  =  qp, 
lim.2'(l-iJ,)  =  0 
bestehen.    Alsdann  correspondiren  mit  der  Gleichung 

o  +  I  /?  =  cos  ^  -h  *  sin  ^ 
die  beiden  Gleichungen 

y  +  t  ^  =  cos  A  -t- 1  sin  A, 

p  -H  i  gr  =  cos  9)  +  i  sin  ^, 

and   es  leuchtet   ein,   dass  wir  die  in  (1)  des  §  13  enthaltenen 

Additionssätze   der  trigonometrischen  Functionen  bewiesen  und 
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unser  Ziel  erreicht  haben,  sobald  festgestellt  worden,  dass  die 
Grösse  q)  gleich  der  Summe  der  Grössen  ^  und  X  ist. 

Man  kann  die  beiden  auf  a  +  iß  bezüglichen  Gleichungen 
zu  einer  einzigen  verbinden,  in  welcher  die  complexe  Grösse 
er,  +  iß^  erscheint,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit  i,  die 
zweite  mit  — 1  multiplicirt  und  hierauf  addirt.  Das  Ergebniss 
lautet 

lim.2'(a,  +  f/?,--l)  =  t;^. 
Ebenso  entstehen   respective  für  y  +  t  J  und  p  +  iq  die  Glei- 
chungen 

lim.2'(y.  +  »^,-l)  =  tA, 

lim .  2*  {i>,  + 1  g,  —  1)  = » qn. 
Aus  der  Multiplication  der  beiden  ersten  von  den  dreien 
entsteht  das  Resultat 

lim.2'((a.  + 1 /J.)(y.  +  t d,)-(a.  +  t/?.)  -  (y,  +  id.)  +  1) 

=  hm.^;-, 

femer  durch  Hinzufttgung  der  beiden  ursprtlnglichen 

lim. 2'  ((«,  +  »/?.)  (y.  +  td.)-  l)  =  lim  ,{i»  +  »^-  |r)- 

Wegen  der  obigen  Gleichung 

darf  die  linke  Seite  durch  i<jp  ersetzt  werden,  ferner  convergirt 
die  rechte  Seite,  weil  ^^  und  X  feste  Werthe  bedeuten  und 
2'  mit  der  Zahl  s  Über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  gegen  den 
Grenzwerth  ii^  +  iX]  man  gelangt  daher  nach  Weglassung  des 
für  beide  Seiten  gemeinsamen  Factors  i  zu  der  Gleichung 

welche  zu  beweisen  war. 

I^Ur  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  a  =  l,ß=0  bleiben 
die  complexen  Grössen  a^  +  iß^^a^  +  iß^j  .  . .  beständig  gleich 
der  positiven  Einheit,  so  dass  für  jede  Zahl  s  die  Werthe 
o,  =  l, /!/,  =  0  gelten  und  die  Grösse  ^  gleich  Null  sein  muss. 
In  dem  anderen  extremen  Falle  a=0,ß=l  bringt  das  mitge- 
theilte  Verfahren  ftir  ^  einen  gewissen  Werth  hervor,  der  nach 

der  üblichen  Bezeichnung  - /r  zu  nennen  ist.    Wir  können  nun 
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den  Gang  der  zu  (/)  +  tg)  =  (a  +  »^)(y  +  id)  gehörenden  Grösse 
g)=&  +  X  unter  der  Voraussetzung  verfolgen,  dass  a+iß  fest, 
y+id  veränderlich  sei.  Dann  gehört  zu  a  +  iß  der  feste  Werth 
■i^,  zu  y+id  der  veränderliche  A,  der  ftlr  y  =  l,d=0  selbst 
gleich  Null  ist.  Hier  besteht  zwischen  den  positiven  Grössen 
€x  und  p  die  Ungleichheit 

«3a  offenbar 

a_p=a(l— y)  +/i?«r>0 
ist;  gleichzeitig  muss,  weil  a* +  /:^*==l,p«  +  3»=l  ist,  zwischen 
den  positiven  Grössen  /^  und  q  die  Ungleichheit 

Statt  finden.  Es  entspricht  also  unter  den  geltenden  Bedin- 
^ngen  jeder  Zunahme  der  Grösse  q  eine  Zunahme  von  X 
und  daher  auch  der  zugehörigen  Grösse  9p » ^  +  A.  Man 
darf  hiernach  folgem,  dass,  wofern  die  Grösse  q  stets  wach- 
send von  der  Null  bis  zu   der  positiven  Einheit  fortschreitet, 

die  zugehörige  Grösse  (f>  von  der  Null  bis  zu  dem  Werthe  -71 

zunimmt.  Die  betreffende  positive  Grösse  p  ist  dann  vermittelst 
der  Gleichung 

eindeutig  bestimmt  und  nimmt  von  der  positiven  Einheit  bis 
zur  Null  ab.    Somit  Überzeugt  man  sich  leicht,  dass  zu  einem 

beliebigen  zwischen  0  und  -  n  gegebenen  Werth  (p  eine  voll- 

kommen  bestimmte  positive  Grösse  q  und  eine  ebensolche 
Grösse  p  gehört,  und  kann  durch  ein  mehrfach  angewandtes 
Verfahren  die  Grössen  p  und  9,  und  daher  auch  die  complexe 
Grösse 

luit  beliebiger  Genauigkeit  angeben.  Auf  diese  Weise  werden 
ftlr  einen  zwischen  0  und  -  7c  gegebenen  Bogen  q>  die  zuge- 
hörigen trigonometrischen  Functionen  p=cosqp,  g=sin<)p  ge- 
tiinden. 

Bedenkt   man,   dass   bei   der  Folge   von  Ungleichheiten, 
'Welche  zu  der  Definition  lim  .  2*  /?,  =  ^  geführt  hat,  der  Grenz- 

LiprchltB,  Analysls  II.  0 
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werth  i>  zwischen  den  dort  vorkommenden,  links  von  der  Mitte 
stehenden  GrUssen  eingeschlossen  ist,  und  setzt  a  =  co8t>, 
//==sin^,   80  ergiebt  «ich  die  Relation 

ir>^>8m^, 

die  mit  der  Relation  (7)  des  §  13  zusammenfällt,  nnd  wie  iliese 

für  ein  zwischen  0  und  —  liegendes  Argument  i>  gilt.     Bisher 

sind  überhaupt  nur  coniplexe  Grössen  a-hiß  von  der  Norm 
Eins  betrachtet  worden,  bei  denen  &><), /?>0  ist,  nnd  zu  denen 
Bogen  von  der  erwähnten  Beschränkung  gehüren.  Mit  Klicksicht 
auf  den  Umstand,  dass  jede  complexe  Grösse  a  +  ih  vmi  der 
Norm  Eins,  welche  jene  Ikdingnng  nicht  erfüllt,  dun-h  Multi- 
plieation  mit  —  l,i  oder  ■- i  in  eine  eoniplexe  (ttüssc  von  der 
bezeichneten  Beschaffenheit  verwandelt  werden  kann,  glanbeu 
wir  jedoch  die  für  den  gegenwärtigen  Stjiiidpunkt  noch  er- 
forderliche Vervollständigung,  welche  alle  complexen  Gri^ssen 
von  der  Norm  Eins  und  die  trigonometrischen  Functionen  von 
beliebigen  Bogen  umfasst,  übergehen  zu  dürfen.    . 

In  den  letzten  fünf  §§  ist  die  Ditferentiation  der  funda- 
mentalen transeendciiten  Functionen  mitgetheilt  worden.  Bei 
einer  Vergleicbung  der  bezüglichen  Differentialquotienten  findet 
sich,  dass  der  natürliche  Logarithmus  nnd  die  umgekehrten 
trigonometrischen  Functionen  zu  einer  Gruppe,  die  mit  der 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete  Exponentiidfuurtion 
und  die  direrten  trigononietrisehen  Functionen  zu  citier  anderen 
Gruppe  gehlVren.  Der  nach  dem  Argument  genommene  Diffe- 
rentialquotient bat  bei  jeder  Function  der  ersten  Gruppe  die 
Eigenschaft,  gleich  einer  algebraischen  Function  des  Arguments, 
bei  jeder  Function  der  zweiten  Gruppe  gleich  einer  trauscen- 
dcnten  Function  des  Arguments  zn  sein.  Wie  tief  dieser  Un- 
terschied gehe,  wird  sich  im  weiteren  Verlaufe  zeigen- 


§  IS.    DlffereiiKen  versoUedener  Ordnmigezt  «Iner  Funotloii 
ainer  Varlftble. 

Der  Differentialquotient  einer  Function  einer  Variable  ist 
in  §  5  als  der  Grenzwerth  des  Quotienten  dcfinirt  worden,  wel- 
cher  ans    der  Uivisiim    der    Differenz   von    zwei  Werthcn    der 


i 
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Variable  in  die  Differenz  der  zugehörigen  Wertlic  der  Function 
hervorgeht.  Indem  die  Operation  des  Differenznehmens  durch 
eine  besondere  Charakteristik  angedeutet  wird,  erhält  die  Dif- 
ferenz der  Werthe  der  Variable  das  Zeichen 

(1)  Jx=^h, 

die  Differenz  der  entsprechenden  Werthe  der  Function  das 
Zeichen 

(2)  Jfix)=rf(x  +  h)-f{x), 

und  der  in  Rede  stehende  Differenzenquotient  den  Ausdruck 

Es  kann  nun  die  Operation  des  Differenznehmens  wiederholt 
werden,  nachdem  der  Variable  x  eine  Reihe  von  beliebigen  auf 
einander  folgenden  Werthen 

(4)  x,x,,x^,,.,x^ 

beigelegt  ist.  Zuerst  entsteht  die  Reihe  der  Differenzen  der 
ersten  Ordnung 

(5)  Jf{x)      =f{x,)-f(x) 
^fM     =nx,)-f{x,) 

Dann  ergiebt  sich  die  Reihe  der  Differenzen  der  zweiten  Ordnung 

(6)  JJfix)     =Jf{x,)    -Jfix)     =f{x,)-2f{x,)    +f{x) 
JJfM   =JfM    -Jf(x,)    ^fix,)-2f{x,)    +fM 

JJf(x^__,)=Jf(x^_,)-Jf{x^_,)=f(xJ-2f{x^_,)+f{x^_,). 

Auf  gleiche  Weise  folgt  ans  jeder  Reihe  von  Differenzen  die 
Reihe  der  Differenzen  der  nächst  höheren  Ordnung,  so  dass  die 
Reihe  der  Differenzen  einer  beliebigen  pten  Ordnung  diese  ist, 

In  der  Darstellnng  von  J'f(x),  ^/"(a:,), . . .  jff(x,_^  er- 
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scheinen  die  verschiedenen  Werthe  der  Function  nach  den  ab- 
steigenden Zeigern  der  Werthe  der  Variable  geordnet,  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  Tersehen  und  mit  den  successiven 
Binomialcoef&cienten  vom  Exponenten  p  multiplicirt.  Füri»=l 
fällt  diese  Darstellung  mit  der  in  (5)  gegebenen  Definition  zu- 
sammen. Ihre  allgemeine  Gültigkeit  schliesst  man  daraus,  dass 
die  Darstellung,  wenn  sie  für  einen  beliebigen  Werth  von  p 
richtig  ist,  für  den  um  eine  Einheit  grösseren  Werth  ebenfalls 
gilt.  Angenommen,  die  Gleichungen  (7)  seien  für  die  Differen- 
zen der  (p  — l)ten  Ordnung  zutreffend,  so  folgt  aus  der  Defini- 
tionsgleichung 

(8)  y  fix)  =  J^' fix,)- J^' fix) 
die  Gleichung 

(9)  J'fix) 

-/•(Vi) + ^-/*(V2)--+ (-ir'^  V(^.) + (-i)7f^). 

Nun   erftiUen  die   auftretenden  Binomialcoefficienten  die  Glei- 
chungen 
nm     ^"^  4-1--P      (i>-i)(p~2)      p^\_pip-\) 

welche  durch  wirkliche  Ausführung  der  Addition  leicht  zu  be- 
gründen sind  und  auch  aus  den  Gleichungen  (10)  in  I,  §  117 
entstehen,  indem  daselbst  die  Zahl  n  gleich  p—\  und  n'  gleich 
der  Einheit  gesetzt  wird.  Vermöge  (10)  geht  aber  die  Gleichung 
(9)  in  die  erste  Gleichung  (7)  über,  wodurch  der  erforderliche 
Beweis  geführt  ist. 

Ganz   entsprechend  kann   mit  den  Werthen  x^  a;^,  a;,, . . . 
verfahren  werden,  so  dass  man  die  Gleichungen  erhält 
(5*)  Jx     =x,  —  X 

Jx^    =a?5,  —  a;, 

(6*)         JJx=JXj—Jx  =  x^'-2x^-\-Xj 
(7*)         J'x=^J^'x,^J^\ 

^P       i^P-i+       1.2        P-^     '"^^       ' 
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Für  manche  Zwecke  reicht  es  aus,  die  Reihe  der  Werthe 
(4)  so  za  wählen,  dass  die  Differenz  von  zwei  auf  einander 
folgenden  immer  dieselbe  bleibt,  mithin 

(4»)  x^  =  x  +  hj  a;,  =  ic+2Ä,  x^  =  x  +  nh 

ist.  Dann  verwandelt  sich  die  erste  Zeile  von  (7)  in  die  Glei- 
chung 

(5.)   J'nx)  =  f{x+ph)--^f(x  +  (p--l)h)  +  .,+  (-Iffix). 

Die  Operation,  durch  welche  aus  f{x)  der  Differenzen- 
quotient ^   -  entsteht,  lässt  sich  ebenfalls  wiederholen;  hier- 

bei  beschränken  wir  uns  gegenwärtig  auf  die  Annahme,  dass 
die  successiven  Differenzen  der  Variable  x  oonstant  sein 
sollen.    Man  nimmt  nun  von  dem  betreffenden   Quotienten   die 

Differenz  — [}  ^ ^-- — --y   wo  nach  der  genannten  Voraus- 

Setzung  JXi  =  Jx  ist,  und  dividirt  durch  die  Differenz  Jx, 

Die  Differenz  des  Quotienten  — -^^^  wird   alsdann  gleich  dem 

J  X  ^ 


Ausdruck  — -^  — - ;  mithin  erhält  man  die  Gleichung 
\     Jx    )  _J*f{x) 


Jx 

^1 


^^^^  Jx  ~"    (Jxy 

und   aus    denselben   Gründen   vermittelst   (4»)  und   (7)   durch 
p  fache  Wiederholung  desselben  Verfahrens  das  Resultat 


(12) 


i^m 


yfia:) 


^x  Jx^ 

A^+pA) -^/•(;«;+ (l>  -  1)Ä) +  ...+  (- 1)V(*) 

Da  für  unsere  Darstellung  nur  das  Princip  der  so  eben  erör- 
terten Operationen  wesentlich  ist,  und  überdies  die  Anwendung 
keine  Schwierigkeiten  darbietet,  so  unterlassen  wir  es  Beispiele 
hinzuzufügen. 
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Ebenso  wie  das  Verfahren  der  Bildung  eioe*  DififiTenzen- 
«luotienten  mehrfach  nach  eioauder  angewcDdet  wird,  wiederholt 
man  auch  das  Verfahren  der  Bildung  eines  Differentialquotienten 
und  hezeiehnet  die  durch  diesen  Process  entspringenden  Func- 
tionen einer  Variable  in  ähnlicher  Weise. 

Der  nach  der  Variable  a  genommene  üitTerentialqnotienl 
der  Function  /'  {x)  heisst  dann  der  Diffcrentialquotient  der  ersten 
Ordnung  oder  der  erste  DifferentkdqnoUenf.,  der  nach  der  Variable 
X  {^enoimncue  Dlfferentialf[uotient  von  diesem  der  Di/fercntial- 
quotient  der  zweiten  Ordnung  oder  der  aweite  Diß'ercntialquoticni 
der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  die  Variable  Xy  und  allgemein 
der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialqunticnt  des 
{p~  l)ten  Differentialqiioticnten  der  DifferettÜalquotient  der  pten 
Ordnung  oder  der  pte  Differentialquotient  der  Function  f(x)  in 
Bezug  auf  die  Variable  x.  Die  von  Leihnite  herrührende  No- 
tation, welche  sich  an  die  Notation  der  Gleichungen  (11)  und 
(12)  des  vorigen  §  ansehliesst,  ist  die  folgende 

dx     I  ^  d*f{xl 
dx^     ' 


(1 


(U) 


dx 


d./ 


Da  die  Aufstellung  der  höheren  Ditfcrentiahiuotienteu  einer 
gegebenen  Function  auf  die  succei*9ive  Bildung  erster  Differen- 
tialquotienten hinauskomrat,  so  sind  für  den  genannten  Zweck 
keine  eigenthllmlichen  Methoden  erforderlich.  Erwähnt  zu  werden 
verdient  das  Gesetz  der  aufeinander  folgenden  Differeutiabitio- 
tienten  eines  Products  von  /.wei  Functionen.  Aus  der  Gleichung 

folgt  durch  die  erste  Diflfercntiation 

d*(f{x)g[x))  _d*f{x)  2df{x} 


dx 


dx* 


dx* 


dx 


dgjx) 
dx 


.«.,^) 
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nnd  durch  Fortsetzung,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  mit  Anwen- 
dung der  Binomialcoefficienten 

Auch  lassen  sich  die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten 
von  den  Grundfanctionen  der  Analysis  leicht  angeben,  sobald 
die  Darstellung  ihrer  ersten  Differentialquotienten  vorliegt. 

Der  erste  Differentialquotient  der  mit  dem  beliebigen  Ex- 
ponenten n  gebildeten  Potenz  x"  hat  nach  (13)  des  §  12  den 
Ausdruck 

(3)  -sr="*  • 

Die  Bestimmung  der  nach  einander  folgenden  Differentialquo' 
tienten  wird  vermöge  derselben  Formel 

1   <(fl  =  n(n-l)a;- 


(4) 


dx^ 


l     dar 


Hierbei  giebt  sich  ein  Unterschied  zwischen  den  ganzen 
positiven  Potenzen  und  allen  Übrigen  Potenzen  der  Variable  x 
zu  erkennen.  Wofern  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  der  nte 
Differentialquotient  von  x"  gleich  dem  Product  der  natürlichen 
Zahlen  n{n — 1)  (n— 2) . . .  l  oder«!,  welches  n  Factdtät  genannt 
wird;  dann  verschwindet  der  (w+l)te  und  jeder  höhere  Dif- 
ferentialquotient unbedingt.  Wenn  dagegen  n  nicht  gleich  einer 
ganzen  positiven  Zahl  ist,  so  nimmt  der  numerische  Factor 
n{n —  1)  (n — 2) ..  .{n—p  +  1)  bei  keinem  Werthe  der  Ordnungs- 
zahl p  den  Werth  Null  an,  und  kein  noch  so  hoher  Differential- 
quotient der  Potenz  x  bekommt  die  Eigenschaft,  für  ein  unbe- 
stimmtes X  zu  verschwinden. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialquotient 
des  natürlichen  Logarithmus  in  Bezug  auf  den  Numerus  nach 
(44)  des  §  10  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Numerus  ist, 
erhält  man  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  des  natür- 
lichen Logarithmus  mit  Zuziehung  von  (3)  wie  folgt 
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§  16. 


dlogx 

dx 
d*  log  X 

= 

1 
X 
—  1 

dx* 
d^  log  X 

; 

X» 

(5) 


dx"  x" 

Die  mit  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete 
Exponentialfnnction  bringt  nach  (10)  des  §  11  als  den  auf  das 
Argument  bezüglichen  Differentialqaotienten  sich  selbst  hervor. 
Jede  neue  Differentiation  mnss  daher  wieder  dasselbe  Resultat 
liefern,  und  es  entsteht  llir  jeden  Werth  der  Zahl  j?  die  Gleichung 


(6) 


Für  die  trigonometrischen  Functionen  sin  x  und  cos  x  folgen 
aus  (9)  und  (10)  des  §  13  die  Ausdrücke  der  Differentialquo- 
tienten 

dsinx 


(7) 


dx 

=  cosa; 

d'  sin  X 
dx* 

=  —  sin  a? 

d'  nnx 
dx* 

=  —  cos  X 

d*  sin  X 
dx* 

=  sin  Xy 

d  cos  X 
dx 

=  —  sin  a; 

d*  cos  X 

dx* 

=  —  cos  a; 

d*  cos  X 
da* 

=  8in  j; 

d*  cos  X 
dx 

=  cos  X. 

(8) 


Der  Umstand,  dass  der  vierte  Differentialquotient  von  jeder  der 
beiden  Functionen  mit  der  differentiirten  Function  selbst  zu- 
sammenfällt, übt  die  Wirkung,  dass  bei  fortgesetzter  Diffe- 
rentiation stets  dieselben  Ausdrücke  in  der  gleichen  Reihen- 
folge wiederkehren.    Nun  liefert  jede  ganze  positive  Zahl  p  bei 
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der  Division  mit  der  Zahl  Vier  einen  bestimmten  Quotienten  ^, 
und  einen  bestimmten  Rest  r  aus  den  vier  Zahlen  0,  1,  2,  3, 
80  dass  die  Gleichung  p  =  4q  -h  r  erfüllt  wird  (I,  §  2).  Dann 
lassen  sich  die  Differentialquotienten  der  Functionen  sin  x  und 
eosx  von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  so  darstellen 

dx  dx 

dabei  ist  festgesetzt,  dass  fllrr  =  0  die  betreflPende  Function 
selbst  eintrete,  und  dass  für  r  =  1, 2, 3  die  Ausdrücke  aus  (7) 
und  (8)  genommen  werden. 

Die  Entwickelung  der  höheren  Diflferentialquotienten  der 
Functionen  tga:  und  cotga;  kanü  man  wie  die  Formation  der 
ersten  Differentialquotienten  in  §  13  darauf  gründen,  dass  die 
in  Rede  stehenden  Functionen  gleich  Quotienten  aus  den  Func- 
tionen sino;  und  coso;  sind. 

Die  ersten  Differentialquotienten  der  umgekehrten  trigono- 
metrischen Functionen  arc  sin  x  und  arc  cos  x  sind  nach  (9)  und 
(10)  des  §  14  respective   gleich   dem  positiv  oder  negativ  ge- 
nommenen reciproken  Werth  des  Radikals  f^l  —  a;',  die  umge- 
kehrten   trigonometrischen   Functionen  arc  tg  x  und  arc  cotg  x 
nach  (11)  und  (12)   desselben  §  beziehungsweise   gleich   dem 
positiv  oder  negativ  genommenen  reciproken  Werthe  des  ratio- 
nalen   ganzen     Ausdruckes    1  +  rc'.      Hieraus    folgt    vermöge 
der    mitgetheilten   Regeln   für   die   Differentiation   einer   alge- 
braischen Function,   dass   der   nach  x   genommene  pte  Diffe- 
»"entialquotient   sowohl    der  Function    arc  sin  x   wie   auch   der 
Function  arc  cos  o;  gleich  einem  Bruche  ist,   dessen  Zähler  eine 
i'ationale  ganze  Function  von  a;,  und  dessen  Nenner  die  (2jj  —  l)te 
Potenz  des  Radikals  ^\—x*  ist,   und  dass  der  nach  x  genom- 
Uieiie  p  te  Differentialquotient  sowohl  der  Function  arc  tg  x  wie 
stncli  der  Function  arc  cotg  x  gleich  einem  Bruche  ist,   dessen 
Wähler  eine  rationale  ganze  Function  von  x^  und  dessen  Nenner 
4ie  pte  Potenz  des  rationalen  ganzen  Ausdruckes  \  +  x*  ist. 

Die  Begriffe,   welche  wir   als   den   ersten,   zweiten,  p  ten 
Differentialquotienten  einer  Function  definirt  haben,   sind  auch 
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mit  anderen  Namen  bezeichnet  worden.  Newton  nannte  sie 
beziehungsweise  erste,  zweite,  p  te  Fluxion,  Lagrange  führte  die 
Ausdrücke  abgeleitete  Function  der  ersten,  zweiten,  p  ten  Ordnung 
oder  erste,  zweite,  p  te  abgeleitete  Function  ein,  statt  deren  auch 
die  Abkürzungen  erste,  zweite,  pte  Ableitung  benutzt  werden. 
Nach  dem  Vorgange  von  Lagrange  notirt  man  die  nach  x  ge- 
nommenen Ableitungen  der  ersten,  zweiten,  p  ten  Ordnung  einer 
Function  y  =  f{x)  durch  die  Zeichen 

(U)  y'=f{x),  y"  =  f(x), .  .  3,'"  =  /^"  <y). 

An  dieser  Stelle  haben  wir  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  in  I,  §  49  die  Bezeichnung  der  auf  einander  folgenden  Ab- 
leitungen einer  rationalen  ganzen  Function 

f{x)^a^x'  -f  a^x"^  +  . .  +  a^_^x  +  a^, 

welche  durch  die  Gleichungen 

f{x)  =  naQ  x"'^  -♦-  (n  —  1)  a^  a;"~*-f  . .  +  a^_, 

/^'(a:)  =  «(n-l)ao/"'  +  (n-l)(n— 2)aja;""*-f  ..+2.1.a^a 

/<"V)=n(n- l)(n-2) . .  2 . 1  .  a» 

erklärt  sind,  mit  der  so  eben  erörterten  allgemeinen  Bestimmung 
im  Einklänge  steht.  Die  Ableitungen  von  f{x)  treten  in  der  dor- 
tigen Gleichung  (9)  auf.  Will  man  dieselbe  in  unseren  gegen- 
wärtigen Zeichen  ausdrücken,  so  ist  wie  in  I,  §  94  statt  z  das 
Zeichens;  und  statt  k  das  Zeichen  h  einzuführen;  dann  entsteht 
die  Darstellung 

(12)     f(x+h)=f(x)+f(x)h  +  ^fh'  +  ..  +  ^^h'. 

Die  gegebene  rationale  ganze  Function,  deren  Argument  durch 
den  zweigliedrigen  Ausdruck  x  +  h  ersetzt  ist,  erscheint  hier 
nach  dcu  auf  einander  folgenden  ganzen  positiven  Potenzen  der 
Grösse  h  entwickelt.  Die  Function  f{x)  bildet  das  von  h  freie 
Glied,  der  Coefficient  jeder  einzelnen  ganzen  positiven  Potenz 
von  h  ist  gleich  der  Ableitung  der  Function  f{x)  von  gleich 
hoher  Ordnung,  durch  die  gleichnaniige  Facultät  dividirt 
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Capitel  II. 
Prinelplen  der  Integration. 

1 17.    ümkehnmir  d«r  Aiif)ir*l>«  Am'  IMffmrsntUtion. 

Man  kann  die  Operation,  durch  welche  von  einer  Function, 
die  für  ein  gewisses  Intervall  der  unabhängigen  Variable  ge- 
geben ist,  der  auf  die  Variable  bezügliche  Differentialquotient 
bestimmt  wird,  in  der  folgenden  Weise  umkehren.  Es  sei  fUr 
das  zwischen  den  Grössen  a  und  h  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  eine  eindeutigey  endliche  und  stetige  Function  f(x) 
gegeben;  verlangt  wird  eine  Function  y=(p{x)  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  der  nach  der  Variable  x  genommene  Diffe- 
rentialquotient von  q)  {x)  der  Function  f  (x)  gleich  sei,  oder  in 
Zeichen,  der  Gleichung 

a  X 
genüge.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  heisst  die  Integration 
der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  die  variable  Grosse  x.  Mit 
dem  Studium  der  so  eben  gestellten  Frage  betreten  wir  die 
Schwelle  der  Integralrechnung;  wir  werden  uns  aber  dem  ge- 
steckten Ziele  nicht  unmittelbar  sondern  in  der  Art  näheren, 
dass  wir  die  Betrachtung  einer  einfacheren  Aufgabe  voran- 
schicken, bei  welcher  an  die  Stelle  des  Differentialquotienten 
der  Begriff  des  Differenzenquotienten  gesetzt  ist. 

§  18.    Uiiik«]iniiifir  d«r  Aufgabe,  einen  Dlfferenzenquotlenten 

zu  bilden. 

Innerhalb  des  von  a  bis  h  ausgedehnten  Intervalls  der 
Variable  a;,  flir  welches  die  im  vorigen  §  bezeichnete  Function 
f{x)  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist,  werde  ein  von 
o  bis  ß  reichendes  Intervall  so  angenommen,  dass  die  vier 
Werthe  a,  o,  ßj  6,  nach  ihrer  algebraischen  Grösse  auf  einander 
folgen.  Zwischen  den  äussersten  Werthen  a  und  ß  des  engeren 
Intervalls  schalte  man  eine  beliebige  Anzahl  unter  einander 
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verschiedener  Werthe  ein,  welche  ebenfalls  nach  ihrer  algebrai- 
schen Grösse  geordnet  sind,  sonst  keiner  Beschränkung  unter- 
liegen und  folgendermassen  ausgedrückt  werden, 

(1)  a  =  Xf^,  x^,  x^y . . .  j;^_i,  ß  =  x^. 

Indem  man  die  in  §  15  eingeführten  Bezeichnungen  benutzt, 
sind  die  Differenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen 

(2)  JXq=x^—x^j  Jx^=x^—x^y  ..^«,_i=a;,— a:„_i 
sämmtlich   von   Null  verschieden   und  Grössen   desselben  Vor- 
zeichens.   Wofern   für    das    in   Rede    stehende   Intervall    eine 
Function  F(x)  gegeben  wäre,  so  Hesse  sich  mit  den  Differenzen 
(2)  die  Reihe  von  Differenzenquotienten  bilden 

,o^       ^-^W      -FW --FW     jF(x,)      F{x^-Fix,) 

JXq  *i  — ^0  ^^i  ^i~^\ 

Man  erhält  nun  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  angedeutete 
Aufgabe,  in  dem  man,  die  gegenwärtig  beschriebene  Operation 
umkehrend,  die  Forderung  ausspricht,  es  sollen  die  auf  einander 
folgenden  Functionswerthe  F(Xq),  F{x^  . .  F{x^  so  bestimmt  wer- 
denj  dass  die  Differeneenqmtienten  (3)  der  Reihe  nach  den  ent- 
sprechenden Werthen  der  Function  f{x)  gleich  seien, 

f{x,lf{x,)..,f{x^_,\ 
oder  dass  für  die  Werthe  rc^,  rc,,  . .  x„_^  die  Gleichung 

(4)  ^^  =  «*) 

/]  X 

befriedigt  werde. 

Die  in  (4)  enthaltenen  Gleichungen  nehmen,  nachdem  jede 
mit  der  im  Nenner  auftretenden  Differenz  multiplicirt  ist,  die 
Gestalt  an 

'  F{x,)-F{x,)^f{x,){x,-x,) 

Fix,)-F(x,)==f{x,)ix,-x,) 
\^) 

F{x„)-F{x^_,)^f{x^_,){x^-x^_,l 

Ihre  Behandlung  beruht  auf  dem  Princip,  dass  der  Bildung  einer 
Differenz  als  umgekehrte  Operation  die  Bildung  einer  Summe 
entspricht.    Indem  man  zuerst  die  zwei,  dann   die  drei  ersten, 


6) 
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und  80  fort,  zuletzt  alle  Gleichangen  addirt,  entstehen  für 
die  DiflFerenzen  F(x^  -  F(x,\  Fix^) -  F{x,),, .  F^  (x)  -  F(x,) 
die  Ausdrücke 

iF(x,)-Fix,)=f{x,)(x,^x,)+axJ(a:,--x,) 
F(x,)^F(x,)=fixJ(x,-x,)+fMix,-xJ+f(x,)(x,^x,) 

Es  ist  klar,  dass  die  sämmtlichen  Grössen  F{x^)y  F{x^), . . .  F(x^) 
vollständig  bestimmt  sind,  sobald  eine  derselben  gegeben  ist, 
und  dass  derWerth  dieser  einen  beliebig  gewählt  werden  darf. 
Wir  setzen  voraus,  dass  die  Grösse  F  (xj  beliebig  gegeben 
sei,  nnd  haben  dann  in  den  Gleichungen  (6)  die  vollständige 
Auflösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Die  gegenwärtige  Betrachtung  schliesst  sich  an  die  Ausein- 
andersetzung über  Differenzenquotienten  an,  welche  in  §  15  des 
ersten  Capitels  gegeben  ist,  bindet  sich  jedoch  nicht  an  die  dort 
getroffene  Annahme,  dass  die  Differenzen  der  unabhängigen 
Variable  sämmtlich  einander  gleich  oder  constant  seien.  Für 
diese  specielle  Voraussetzung  werden  die  sämmtlichen  Differen- 
zen (2)  gleich  dem  n  ten  Theile  des  Intervalls  (ß  —  a),  so  dass 
die  Gleichungen  (6)  in  die  folgenden  übergehen 

F(x,)  -  F(x,)  =  {fix,)  +  fix,))  ^^ 


(7) 


Fix,)  -  Fix,)  =  {fix,)  +  fix,)  +  fix,))  ^ 


F  ix^)  -  Fix,)  =  (/•  ix,)  +  fix,)  +  . .  +  fix„_,))  ^—~' 


Durch  die  Gleichungen  (1)  sind  für  die  äussersten  Werthe 
des  benutzten  engeren  Intervalls  die  Zeichen  x,^aj  x^  =  ß  ein- 
^führt  Es  wird  daher  durch  die  letzte  Gleichung  von  (6)  die 
Differenz  Fiß)  —  F(a),  mithin  bei  einer  beliebig  gegebenen 
Grösse  Fia)  die  Grösse  F{ß)  so  ausgedrückt 
(8)  Fiß) -Fia) 

=f{^d  ix—x,)+fix,)  ix^''X,)+,  ,+fix^_,)  (a;.-a:_,). 
Unter   der  Annahme   constanter  Differenzen  tritt  statt  (8)  die 
letzte  Gleichung  (7)  ein 
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(9)         F(ß)-  F(a)  =  {f(x,)  +  fix,)  +..,  +f(x^_,))  ^» 

welche  besonders  zn  beachten  ist.  Man  nennt  die  durch  die 
Anzahl  dividirte  Summe  gegebener  Grössen  das  arithmetische 
Mittel  der  Grössen.  Hiemach  darf  der  Inhalt  der  Gleichung  (9) 
so  ausgedrückt  werden,  dass  die  Diflferenz  F(ß)  —  F{a)  gleich 
dem  Product  ist,  das  durch  Multiplication  des  arithmetischen 
Mittels  der  gegebenen  Functionswerthe  fix^i  f{^i\  •  -fix^, 
und  des  Intervalls  (ß  —  a)  entsteht. 

§  19.  OeometrUiohe  Dentnng^  einet  Bfunmenaiudmoks. 

Die  im  vorigen  §  gelöste  Aufgabe  zeigt  die  Eigenthttm- 
lichkeit,  dass  eine  der  Grössen  F{a),  F(x^)...Fiß),  für  die 
wir  F(a)  angenommen  haben,  willkttrlich  bleibt,  dagegen  jede 
Differenz  aus  zweien,  mithin  auch  die  Differenz  F(ß)  —  F(a) 
vollständig  bestimmt  ist.  Nun  bezieht  sich  die  folgende  Unter- 
suchung auf  den  Summenausdruck,  durch  welchen  die  Differenz 
F(ß)  —  F(a)  dargestellt  ist  und  der  so  lautet 

(1)  F(ß)-F(a) 

Er  erlaubt  eine  einfache  geometrische  Interpretation  mit  Hülfe 
der  Curve,  welche  fttr  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  u 
eines  Punktes  einer  Ebene  durch  die  Gleichung 

(2)  u^fix) 

bezeichnet  wird.  Das  von  a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  giebt  einen  gewissen  Theil  der  x  Axe  an,  und  die 
von  den  eingeschalteten  Werthen  zu  erfüllende  Bedingung  er- 
hält den  Sinn,  dass  die  Punkte  dieser  Axe  ^g,  $,,...  $^, 
welche  den  Werthen  a,  a:,,  x^f...x^_^,  ß  entsprechen,  unter  ein- 
ander verschieden  sind  und  gleichfalls  der  Reibe  nach  anf 
einander  folgen.  Der  bequemeren  Formulirung  wegen  werde 
vorausgesetzt,  das«  die  Differenz  ß  —  a  positiv  sei  und  .die 
Function  f(x)  in  dem  betreffenden  Intervall  ebenfalls  nur 
positive  Werthe  annehme.  In  Folge  dessen  haben  die  sämmt- 
lichen  Differenzen  ic,  —  a,  a;,— a?,,..  ./S— a:^,  das  positive  Vor- 
zeichen  und   geben  daH  Mass  des  Abstandes  von  je  zwei  ent- 
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sprechenden  Punkten  der  x  Axe  an;  diese  folgen  für  wach- 
sende Zeiger  in  derjenigen  Richtung  aufeinander,  in  welcher 
die  X  Coordinaten  zunehmen.  Die  Lothe,  welche  in  den  betref- 
fenden Punkten  gegen  die  x  Axe  errichtet  werden  und  deren  zweite 
Endpunkte  die  aufeinander  folgenden  Punkte  9lo,9li,...8'i._i,  SR. 
der  durch  die  Gleichung  (2)  definirten  Curve  sind,  liegen  sämmt- 
lich  auf  derjenigen  Seite    der   Abscissenaxe,   auf  der  sich  die 

positiven  Ordinaten  befinden; 
die  Längen  der  Lothe  wer- 
den beziehungsweise  durch  die 
Functionswerthe 

ausgedrückt.  In  der  neben- 
stehenden Figur  (8)  ist  die 
Lage  der  Axen  wie  in  der 
Figur  (1)  des  §  2  angenom- 
men, was  auch  stillschwei- 
gend immer  in  Zukunft  ge- 
schehen wird.  Zieht  man 
durch  jeden  Punkt  der  Curve 
8flo,SRi,...9l._,  eine  Parallele 
zur  Abscissenaxe  bis  zu  einem 
Punkte,  der  auf  der  Ordinate 
(^^fr^^)  des  nächstfolgenden  Punktes 

•«der  auf  deren  Verlängerung  liegt,  und  nennt  die  neuen  Punkte 
3-e8pective  ©j,  ©j, . . .  ©^,  so  entsteht  eine  Reihe  von  Rechtecken, 
^as  erste  von  der  Basis  $„  ¥1  =  ^^1—0  «nd  der  Höhe  ^0^0 
^/"(a:^),  das  zweite  von  der  Basis  ^i$s  =  a;,— a^i  und  der 
Höhe  ^,  SR,  =f(x,),  u.  s.  f.,  das  letzte  von  der  Basis  ^^_,$^ 
==/?— a;,_,  und  der  Höhe  ^„_,  8fi„_,  = /"  (a;„_,).  Der  Flächen- 
Inhalt  jedes  Rechtecks  wird  durch  das  Product  der  Längen 
seiner  Basis  und  Höhe  gemessen.  Folglich  stellen  die  auf  ein- 
ander folgenden  Bestandtheile  des  auf  der  rechten  Seite  von  (1) 
befindlichen  Summenausdrucks  die  Inhalte  der  construirten 
Rechtecke  dar,  und  der  ganze  Ausdruck  ist  gleich  der  Summe 
der  Inhalte  aller  Rechtecke,  oder  auch  gleich  dem  Inhalte  des- 
jenigen Theiles  der  Ebene,  welcher  durch  die  Abscissenaxe, 
durch  die  erste  Ordinate  $o^o>  ^^^^^^  die  letzte  Ordinate  $.9t^. 


>?  ^  ^  -f  i'  ^  ;^ 


\ 


96  Grenzwerih  eines  Sammenaiudracks.  §  20. 

nnd  durch  die  aus  geraden  Stücken  bestehende  gebrochene  Linie 
^o®i  Sf^i  ®,  • .  •  K-i  ®«  begrenzt  wird. 

Sobald  die  Diflferenz  ß  —  a  negativ  ist,  folgen  die  Punkte 
der  Abscissenaxe  ^o»^i>--^«-u$it  i°  entgegengesetzter  Rich- 
tung gegen  das  Wachsen  der  Abscissen  auf  einander ;  wenn  die 
Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalls  nur  negative  Werthe  er- 
hält, liegen  die  Punkte  der  Curve  9lo>3li>-  •8'1„  aof  derjenigen 
Seite  der  Abscissenaxe,  welcher  die  negativen  Ordinaten  zuge- 
hören. Durch  jede  einzelne  der  beiden  Abänderungen  erhält 
der  obige  Summenausdruck  das  negative  Vorzeichen,  durch  beide 
zusammen  nimmt  er  wieder  das  positive  Vorzeichen  an,  wäh- 
rend sein  absoluter  Werth  immer  den  Inhalt  des  charakterisirten 
Theiles  der  Ebene  darstellt. 

§  ao.   Chrenrnwertli  •Ines  8iimm«iu»uidmoks. 

Um  mit  Hülfe  des  gebildeten  Summenausdrucks  zu  einer 
Auflösung  der  Gleichung  (1)  des  §17  zu  gelangen,  nehmen  wir 
an ,  dass  die  Grössen  o  und  ß  festgehalten  werden ,  dass 
die  Anzahl  der  eingeschalteten  Werthe  der  Variable  x  immer- 
fort wachse,  und  die  sämmtlichen  Differenzen  von  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Werthen  beständig  abnehmen.  Dann 
lässt  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  eindeutige  und  end- 
liche Function  f(x)  in  einer  sogleich  zu  erklärenden  Weise  die 
Bedingung  der  Stetigkeit  erfülle,  der  Beweis  grttnden,  dass  der 
erwähnte  Summenausdruck  gegen  einen  festen  Grenzwerth  con- 
vergirt.  Mit  den  Werthen  von  x  möge  in  der  Weise  verfahren 
werden,  dass,  nachdem  eine  bestimmte  Reihe  eingeschaltet  ist, 
die  wie  im  vorigen  §  bezeichnet  sei,  zwischen  je  zwei  Werthen 
eine  Anzahl  von  Individuen  eingeschoben  werde,  die  ebenfalls 
ihrer  algebraischen  Grösse  nach  auf  einander  folgen  und  die 
Bezeichnungen  haben: 

0)  «  =  «0.0     =«01      «o.r--«o.p_i 

«O.p  ^^  «1,0       ^^  «1»         «1.1»  •  •  •  «l,p,— 1 


«»-2,  p         —  «ii-),0  —  «fi— 1»   «II— 1.1»  •  •  •  «n-l.  p        —1 
II    a  «-1 

•"n— 1,  p  •*'ji,0  r" 
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Durch  dieses  Verfabren  geht  der  Snmmenansdrack 
(2y  f(x,)  (X-  X,)  +  f  (;«,) K-^.)  +  •  •  +  /'(^.-,)  K-^.--.) 
in  einen  neuen  Snmraenaiisdnick  über,  welcher  durch  Addi- 
tion von  n  Theileu  erhalten  wird,  von  denen  der  erste  aus 
dem  Intervall  zwischen  jCt,  und  ^r,,  der  zweite  aus  dem  Intervall 
ZW! seilen  X,  und  aj^,  n.  8.  f.,  der  letzte  aus  dem  Intervall  zwi- 
schen ir„_j  und  a:„  herrifhrt.    Der  erste  Tlieil  hat  die  Gestalt 

(3>    /'C^o.o)(^o..-^o.o)+A^oa^(^(>.-^(ui^  +  --+/K^ 

^•e      übrigen    $ind   entsprechend   gebildet,   der   letzte  Theil  ist 

ßleicli  der  Summe 

^^^^ l.l)(^.-M-^«-,.l)  +  "  +  /*(^«-..,        -r)(^n-l,p     -^n-l,,       -l)- 

»—1  w— 1  I»— J 

In  §  17  ist  festgesetzt  worden,  dass  die  Function  f{x)  fltr 

<ias     von  ü  bis  h  ausgedehnte  Intervall  der  \'ariable  x  eindeutig, 

^*^^lich  und  stetig  sei;  eine  Funetion  heisst  aber  nach  der  aus 

»    §    T 08  in  §  1    aufgenonimeiien  Definitiun  stetig,  wofern  bei  je 

_2w-^i     innerhalb  des  hezeicbnetcu  Intervalls  befindlichen  Wertben 

^t»d  0.:  +  ^  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Funetion 

^^  -^^h)  —f{x)  für   ein  gegen   die  Null   ahnehniendes  h  selbst 

^^S'^ia  die  Null  abnimmt.  Bisher  haben  wir  diese  Definition  nur 

**olchen  Fälien  gebraucht,  wo  von  den  Werthen  x  und  x  +  k 


«3ex- 


esine  X  festgehalten,   der   andere  x  +  h  dem  ersteren  immer 


^^'"'^T-   gerllckt    wurde.    Wenn  jedot-li  die  Aussage  in  vollkom- 

^^^^^r  Strenge  von  je  zwei  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls 

^       "Tiehmendeu    Werthen   x  und  x -^  h   gellen    soll,   deren    Dif- 

^i'onz  h  der  Null  genähert    wird,  so   steht  es   frei,  jeden  der 

^*^^Cin  Werthe  x  und  x  +  h  nach  und  naeh  so  zu  lindern,  dass 

a,l>^;^l  ^j^  DitTerouÄ  h  kleiner  und  kleiner  wird,  und  aueh  fbnn  muss 

*^  Ontsp rechende  Differenz  [(x+h)  —  f{x)  ui\.v}i  der  aufgestellten 

^^mition   gegen   die   Null    abnehmen.    Oegeuwärtig  fügen  wir 

*^«ilx     die   Voranssetzung    hinzu,    dass    der    numerische    Werth 

*"      Differenz  f(x  +  h)  —  f{x)    für  jedes  innerhalb    der  Werthe 

^^d  ö  liegeude  Paar  von  Werthen  x  und  x  +  h,    sobald   der 

^'^ frische  Werth    von   h   unter  eine  gewisse  kleine  Grilsse  d 

^^^l>sinkt,    kleiner    bleibe    als    eine    beliebig  kleine  Grösse  L 

^^ann  kann  mau  zeigen,  dass  derjenige  SummenauHdruck,  in 

^*^lien   sich    der    Snmmenausdruck  (2)   unter  Anwendung  der 
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eingeschalteten  Wertbe  il)  verwandelt,  wenn  nur  die  Wcrthe 
ar,,,  a:^ . . . iP^_i,  a;^  binreit'bend  nahe  an  einander  liegen,  von 
dem  Wertbe  des  Sumraeüausdrueks  •2j  heliefitf;  wenij<  ab- 
weieht. 

Es  seien  die  Werthe  x^J  x^,...  x^_^  eo  gewählt,  dass  die 
Differenzen  x,  —  a,  j-.^—  .t,,.  ..ß—x^_^,  die  nach  J^  18  siiumittifh 
dasselbe  Vorzeichen  Imhen,  numerisch  untrr  der  kleinen  (lri»sse 
il  liegen.  In  Folge  dessen  sind  die  entsprechend  genonitiieuen 
Differenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Wcrthen  aus  (1) 
ebenfallH  von  demselben  Vor/eichen  und  nnmerisel»  kleiner  als 
die  Grösse  d.  Auch  leuchtet  es  ein,  das»  die  ähulich  gebildeten 
Difterenzen  von  irgend  zwei  Werthen  der  Variable,  die  in  dem 
Ausdrucke  (3)  vorkommen,  gleichfalls  dasselbe  Vorzeichen  haben 
und  kleiner  als  S  nind,  und  dass  ftir  die  nicht  hingeöchriebenen 
ähnlichen  Ausdrücke  und  den  letzten  Ausdruck  (4i  das  gleiche 
gilt  Weil  nun  die  Voraussetzung  besteht,  dass  der  numerische 
Werth  der  DiffercuK  f{x-\-h)~f{x)  kleiner  als  k  wird,  sobald 
der  numerische  Wertb  von  h  kleiner  als  ö  ist,  so  darf  man 
schlicssen ,  dass  die  Ditlerenz  von  je  zwei  Functioiiswerthen> 
die  in  dem  Ausdrucke  {3)  vorkommen,  numerisch  kleiner  als  l 
ist,  und  denselben  Schluss  auf  die  folgen4ien  ähnlieben  Ausdrücke 
bis  zu  dem  letzten  Ausdruck  (4)  anwenden.  So  ergeben  sich 
die  Ungleichheiten 


(5) 


Aus  der   ersten    Reihe  f<dgt,   dass  jeder   der    Functiouswertbe 

fi\o\  fi^e,i)"'f(\p-\)  zwischen  den  Grössen  /u„(,)—A  und 
/(x^jo)  +  ^,  aas  der  zweiten  Eeihe,  dass  jeder  der  Fnnctions- 
werthe  /"^  o^'/^^^i  i)j"-A^i  ^,_i)  zwischen  den  Grössen  fix^^^^  —  k 
und  fU^J+X  liegt,  u.  s.  f.,  schliesslich  aus  der  letzten  Reibe, 
dass  jeder  der  Functions  werthe  f(x^_^  ^)j  /*(a;._, ,), .  •  fiß^-i  •     -J 

zwischen  den  Grössen  f(x„_if,)  —  k  und  A^„_i.o)  +  ^  enthalten 
ist    Man  substituire   iu  (3),   den   ähnlich   gebildeten  folgenden 


i 
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Au8(lrUcken   und   dem  letzten  (4)   statt   der  auftretenden  Fuue- 

tion-swertlie  zuerst  ^leii-liÄcitig  die  ent^^prechcnden  z«  kk>iiiCD, 
dann  gleichzeitig  die  entsprecbcnden  zu  grossen  Werthc.  Dann 
gehen  au»  (3)  die  beiden  Ausdrucke 

(6)  if(x,,)-X} {x,^^-x,^\  if{^,_,)  +  l)  K,.-^o.o) 

herror,  da  die  Summe  der  sueceesiven  Differeözen  ar,>,^a-^,u, 
^«.j— ^0.1«  ■  •  ■  ^n.p—  ^'o.p-i  e^^i^^  ^^^^  Differenz  x^,^^—  x^^  ist,  und 
diese  T^eiden  Ausdrücke  sehliessen  den  Werth  von  (3)  in  H reuzen 
ein.  Man  erkUit  ferner  successive  die  Taare  von  Aasdrlicken 

»— i  I»— 1 

welche  beziehungsweise  die  gleiche  Bedeutung  haben. 

Die  Werthe  der  Variable  3;  die  io  (fi)  und  (7)  vorkoninien, 
gehören,  wie  sieh  aus  (Ij  zeigt,  sllmmtlicb  zu  der  ersten  Reihe, 
die  zwischen  er  und  /?  eingeschaltet  wurden,  so  dasa  (6)  in 
die  Gestalt 

(8)  (/"W -Ä)  {x,^x,\  (fix,)  +  X}  (x,-x,l 
und  (7)  in  die  Gestalt 

( (fix,)  -  X)  ix^-  x,\   {fix,}  +  k)  (x^-  X,) 

(9)  \ 

gebracht  werd;en  kann.  Für  den  Fall,  dass  ß—a  positiv  ist, 
haben  die  sämmtlichen  Differenzen  x^  —  x^^  x^—  a?„..  ♦  x^  —  x^_j^ 
das  positive  Vorzeichen  und  liefert  überall  der  Ausdruck  links 
den  zu  kleiueu,  der  Ausdruck  rechts  den  zu  grossen  Werth; 
für  den  Fall,  dass  {i  —  u  negativ  ist,  gilt  durchweg  das  Umge- 
kehrte. In  beiden  Fällen  ist  der  Werth  des  zu  untersuchenden 
Suminenausdrueks,  welcher  durch  A<ldition  der  Ausdrücke  von 
(3)  bis  (4)  entsteht ,  zwischen  den  beiden  Hesultateii  einge- 
schlossen, von  denen  das  eine  durch  Addition  der  Ausdrücke 
links  in  (8)  und  (9),  das  andere  durch  Addition  der  Aus- 
drücke rechts  in  (8)  und  (9)  erbalten  wird.  Uei  der  nuszultlh- 
rcnden  Addition  lässt  sieh  das  erste  Mal  als  Factor  von  —  A, 
da^  zweite  Mal  als  Factor   von  X    die   Summe  der  Differenzen 
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x^  —  a:^,,  iCj  —  a;„  , . .  iF^  —  x^_^  herausziehen,  deren  Werth  ver- 
mtlge  einer  so  eben  benutzten  Bemerkun;^  gleich  der  Differenz 
x^  —  Xf^  =  ii  —  a  ht  Dadurch  werden  die  bezeichneten  beiden 
Resultate  gleich  den  Ausdrücken 

welche  von  dem  Sumnienausdruck  (2)  um  das  positiv  oder 
negativ  Annehmende  Praduct  ans  der  Grösse  A  und  der  Differenz 
(;:F — a)  abweichen.  Weil  aber  die  (irüsse  /.  für  einen  hinreiehend 
kleinen  Werth  der  Grösse  (),  unter  welcher  der  numerische  Werth 
der  sämmtlichen  Differenzen  x^  —  x^,  x.,  —  x^^. . x^  —  j;^_,  ange- 
nommen ist,  beliebig  klein  wird,  und  weil  die  Differenz  (i—a 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  so  bekommt  auch  das 
Product  /  {ß—a)  einen  beliebig  kleinen  Werth,  ölithin  ist  der 
Siimmenausdruck,  in  welchen  sich  (2)  bei  einer  noch  soweit 
fortgesetzten  Theilung  des  Intervalls  verwandelt,  von  den  beiden 
Wertben  (10)  eingesclilossen,  deren  jeder  von  (2)  um  beliebig 
wenig  differirt,  und  daher  hat  der  Ausdruck  (2),  wie  behauptet 
worden,  die  Rigeuscliaft,  bei  fortwilhrenileni  Wiichsen  der  Zahl  n 
und  gleichzeitiger  Annäherung  der  sänmitlicben  zwischen  «  und 
ß  eingeschalteten  Wertlie,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  zu 
convergiren. 

Man  kann  sich  durch  eine  Wiederholung  der  angewendeten 
Schlüsse  davon  überzeugen,  dass  es  erlaubt  ist,  bei  den  Un- 
gleichheiten (5)  in  der  ersten  Reihe  statt  des  Functions wcrthes 
t  {''i\fi)  ^^^^^  den  Functionswerth  fix^,)  in  der  zweiten  Reihe 
statt  des  Fnnctiouswerthes  f{x^^,)  stets  den  Functionswerth 
fi^^J  ti-  8-  f'i  'Q  *ler  letzten  Reihe  statt  des  Function swerthes 
f(^n-\,o)  ^^^^  ^^^  Functionswerth  flx^^)  anzuwenden,  und  ge- 
langt 80  zu  dem  Ergehniss,  das»  der  zu  untersuchende 
Summenausdruck,  welcher  der  Anwendung  der  eingeschalteten 
Werthc  (1)  entH|)richt,  hei  einer  hinreichend  kleinen  Grösse  ö 
um  beliebig  wenig  von  dem  folgenden  Summenausdruck  ab- 
weicht 

(2*)       fixjix,  -  x^  +  f(x^)  ix,~  X,)  4- . .  +  f{x,){x, -  x^_,\ 
Hierin  liegt   der   Beweis  der  Thatsache,    das»  der   Werth   des 
Ausdrucks  (2*)  bei  genügender  Vergrösserung  der  Zahl  n  und 


§  21. 


Greiuswerth  eines  SiimmeDausdnicks. 


101 


gleichzeitiger  Annäherung  der  sämmtlir^hen  zwischen  tt  mmA  ß  ein- 
gescbalteten  WerÜie  sieh  von  den»  Werthe  des  Ausdrucks  (2) 
ebenfalls  helichio^  weiii^  untersrheidi.-t,  od«»r  in  nnderii  Worten, 
das8  der  Ausdruck  {-J.)  und  dir  Ausdruck  (2*)  für  ein  warhssen- 
des  «  j^egen  denselben  üreazwerth  convergiren. 

Wenn   man  zwischen  den  Werthen  «  und  (i  einen   Werth 

/f     einschaltet    und  nacli  dem  Schema  des  Aufdrucks  (2)  einen 

SumraenausdruL-k  ilir  daa  Intervall  von  «  bis  /',  einen  zweiten 

Sunnuenausdriick  für  da«  Intervall  von  /  bis  ß  bildet,  eo 
leuchtet  verniilge  des  geführten  Hu  weises  ein,  das»  unter  den 
erwähnten  Voraussetzungen  hei  fortgeset/.ter  Vermehrung  der  ein- 
geschalteten Werthe  der  eine  wie  der  andere  Sumuieuausdruek 
gegen  einen  bestimmten  firenKwerth  convergirt,  und  dass  das 
Aggregat  dieser  beiden  (Jreiizwerthe  gleich  dem  (Jreuzwerthe 
igt,  gegen  welchen  der  auf  das  Intervall  von  «  bis  ß  be- 
zügliche 8nmmenausdrnck  (2)  cnnvergirt.  Ein  entsprechendes 
Kesultat  niuss  entstehen,  sobald  das  von  u  bis  ß  ausgedehnte 
lülen'all  durch  die  Einschaltung  von  mehreren  Zwischeuwcrtlien 
in  eine  grössere  Anzahl  von  kleineren  Intervallen  zerlegt  und 
für  jedes  dieser  Intervalle  der  dem  Schema  (2)  entsprechende 
Summenausdrtick  aufgestellt  wird. 


§  21.    Bestimmung  dea  Inh&lta  eine«  ebenen 
Fläo&enitttoki. 


Die    geometrische    Deutung,    welche    in    §    19    von    dem 
Summenausdruek 

(1)      A^o)  (^,  -  -^o)  +  A^iJ  (*a  -  ^,;  +  .  ■  +  Ax„_,)  (.^,  -  ^,-,) 

egeben  ist,  lässt  sich  leicht  mit  der  im  vorigen  §  angestellten 
Betrachtung  verbinden.  Durch  die  Einführung  der  daselbst 
unter  (1)  angegebenen  Zwischeuwerthe  tritt  an  die  Stelle  von 
jedem  einzelnen  der  Rechtecke,  deren  Inhalte  ursprunglich  zu 
addiren  sind,   eine  Summe  von  Inhalten  neuer  Rechtecke,    nnd 

er  so  eben  bewiesene  Sat?-  sagt  aus,  dass  «iie  Oesammtsumme 
Jer  Inhalte  aller  Rechtecke,  die  einer  noch  so  weit  getriebenen 
Theilung   des  von  «  bis  ß  reichenden  Intervalls   entsprechen, 
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gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt.  Wir  legen  auch 
jetzt  die  in  §  10  erwähnte  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass 
die  Dift'enniz  ,^  — «  positiv  sei  und  in  dem  hetreftenden  In- 
terrall  die  Function  fix)  nur  positive  Wcrtlic  erhalte.  Nun 
weist  die  Ansehauuug  so^j^leich  darauf  hin,  das»  der  Grenz- 
werth der  hezeichneten  Summe  von  Rechtecken  den  Inhalt 
den  Flächenstückes  darstellt,  welches  durch  die  Abscissenaxe, 
die  erste  Ordinate  x=a,  die  letzte  Ordinate  x  —  ß  und  die 
fiegebene  Curve  u=f{x)  begrenzt  wird.  Hier  gilt  aber  eine 
ähnliche  Bemerkung:,  wie  ?iie  I,  §  l(>;i  in  Bezug  anf  die  Mes- 
sung der  Länge  eines  Kreisbogens  gemacht  worden  ist.  Dort 
wurde  die  Nothwcudigkeit  betont,  das  Mass  für  die  Länge 
eines  Kreisbogens  zu  detinireu.  In  entsprechender  Weise  mus* 
gegenwärtig  das  Mass  für  den  Inhalt  eines  Flächensttlckes 
detinirt  \verden,  weiches  mm  Thei!  durch  eine  Curve  und 
zum  Theil  durch  gerade  Linien  begrenzt  wird.  Es  mtige  auf 
der  betreftcnden  Curve  zwischen  ihren  Endpunkten  eine  Reihe 
von  Punkten  eingeschaltet  und  jeder  einzelne  mit  dem  nächsten 
durch  eine  Sehne  verbunden  werden ;  dann  hat  das  Flä- 
chenstUek,  welches  durch  die  ursprünglich  gegebenen  geraden 
Linien  und  die  so  eben  bezeichneten  Sehnen  begrenzt  wird, 
einen  bestimmten  durch  das  Quadrat  der  eingefülirtcn  Längen- 
einheit messbarcu  Inhalt.  Wenn  dieser  Inlialt,  indem  die 
Anzahl  der  auf  der  Curve  eingeschalteten  Punkte  beständig 
vergrössert  wird  und  die  Punkte  cinandi^r  näher  rücken,  gegen 
einen  (»rcnzwerth  eonvergirtj  so  bezeichnet  der  tet/tere  den  Inhalt 
des  Fläcbenstlickes,  das  von  den  erwähnten  geraden  Linien  und 
der  gegebenen  Curve  begrenzt  wird.  Dass  die  Bestimmung 
des  Inhaltes  oder  die  Quadratur  einer  Kreisftäehe  auf  dem 
Nachweise  der  Existenz  eines  Grenzwerthcs  für  den  Inhalt  der 
eingeschriebenen  und  umgeschriebenen  Polygone  beruhe,  ist 
durch  die  Geometrie  der  Griechen  bekannt.  Bei  dem  vorhin 
erwäbnten  Flächenstück.  welches  durch  die  .\bscisscnaxe,  die 
zu  0"  =  «  und  x^{i  gehörenden  Ordinalen  und  die  Curve 
u  =  f{x)  begrenzt  wird,  lässt  sich  eine  entsprechende  Be- 
trachtung anstellen.  Dieselbe  vereinfacht  sieh,  sobald  die  Func- 
tion fix)  innerhalb  des  von  «  bis  ß  ausgedehnten  Intervalls 
entweder  beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt    Falls  die 
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Function  iuiierhalb  de«  ganzen  Inten^alls  mehrere  Male  vom 
Wachsen  zum  Ahnehnieii  übergeht,  so  zerlege  man  das  lüter- 
Fall  in  eine  Anzahl  von  kleineren,  die  picJi  von  a  bis  //^ 
von  (/  bis  ,;/'...  erstrecken  und  in  deren  jedem  die  Function 
f{x)  die  vrrlan^te  liesehaffenheit  besitzt,  nnd  behandle  jedes 
dieser  Intervalle  für  sieh.  Dir  zu  g  19  gehtlrende  Figur  (1)  ist 
80  eingerichtet,  dass  die  Function  fix)  tllr  den  ersten  Theil  des 
Intervalls,  der  von  dem  Punkte  0  bi«  'zu  dem  Punkte  ^|?,  der 
AbseisÄenaxe  geht,  forhvährend  sinkt,  für  tlen  zweiten  Theil 
des  Intervalls,  der  von  dem  Punkte  "^^  bis  zu  dem  Punkte  ^a 
der  Abseissenaxe  reicht,  fortwährend  ^tL'ij:::t.  Der  Kllrze  halber 
be«eliUfti»;en  wir  uns  nur  mit  dem  ersten  Tbeile  des  Intervalls 
nnd  untersuchen  deni^i-niäss  das  Verhalten  einer  Function  f{x\ 
die  von  x  =  u  h'y^i  x  =  ^^^  stets  abnimmt;  die  auf  der  Curve 
.liegenden  Punkte  %^,  3?,, SR,,  -  ■  9l^_„9i^  sollen  den  Werthen  der 

Abseissc  «  =  a:„,  iCj,  u.,, .  .  u;^„,, /:/'  =  j;^,  mithin  den  Punkten 
^y,  $j, . .  ^^_p  ^^  entsprechen.  Wenn  jetzt  eine  Sehne  von  9t,^ 
nach  9?„  von  JR,  naeh  91,,  u.  s,  f.,  zuletzt  von  9t^_,  nach  9t^ 
gezogen  wird,  so  ist  der  in  der  Detiiiition  bezeichnete  Flä- 
chenrauin  ilureh  die  Reihe  vtm  Sehnen,  die  erste  Ordinate 
^^3^  ?R,^,  die  letzte  Ordinate  ^4$„  i)?^,  und  das  Stiiek  der  AbscisNeu- 
axe  ^,)  ^^  begrenzt.  Es  konmit  nun  darauf  an,  diesen  Fläehen- 
raum  1*\  mit  der  Summe  der  Flächeninhalte  der  Rechtecke  zn 
vergleichen,  die  beziehungsweise  über  den  Basen 

mit  den  Höhen  i<,  \,  %^  9i„  .  .  i*„.  ,  «R,„_,  errichtet  sind,  näm- 
lich mit 

(2)  f{x^]ix,—x^)-¥fix,){x^-x,)-{'  ..  +A^«_,)(««.-««_i), 
nnd  hierauf  zu  zeigen,  dass  beide  Werthe  flir  eine  wachsende 
Zahl  m  gegen  detiselln-n  tirenzwerth  cunvcrgiren.  Da  die 
Function  fix)  in  dem  vorliegenden  Intervall  stets  abnimmt,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Summe  der  Keelitecke  r2\  grösser  als  der 
Flüehenraum  F^  und  auch  grösser  als  ein  Flächenranm  F  ist, 
der  durch  das  vorjceschriebene  Verfahren,  bei  der  Einschal- 
tung von  beliebig  vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  ur- 
sprunglich angenommenen,  erhalten  werden  kann.    In  gleicher 
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Weise  folgt  aus  dem  bestUiidigen  Abnehmen  der  Function  fix), 
dass  die  Summe  der  Flätiheninlialte  von  den  Rechtecken,  bei 
denen  zu  den  Basen  ^v  <Pj,  %^  <J5.^,  .  .  ^^^_,  ^^  respektive  die 
Uühen  ^JJ,  9J„  %,  9I„  .  .  "^^  9t,„  genommen  sind, 
(2*)  f\x,)  ix-x,)  +  f{x^)  (x,-x,)  +  . .  .  +  f{xj  (x^- x^_,\ 
welclie  Summe  dasselbe  Bildiiui^sgesetz  wie  der  im  vorigen  § 
mit  (2*)  iR'zeielinete  Ausdruck  befolgt,  kleiner  als  der  Fläclien- 
raum  jP,^  umi  aiicli  kleiner  als  ein  Flächen  räum  F  ist,  der  durch 
das  angegebene  Verfahren,  vermöge  der  Eins^cbaltung  von  be- 
liebig vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  urj*prtinglieh  ange- 
nommenen Punkten,  hervorgebracht  werden  kann.  Wenn  aber 
die  Differenzen  ^"i— a?„,  x^  —  x^,...x^—x^_^  sämmtiich  kleiner 
als  eine  gewisse  kleine  Grösse  d  sind,  so  müssen  nach  der 
schon  eingeführten  Voraussetzung  die  numerischeu  Wertbe  der 
im  gegenwärtigen  Falle  negativen  Ditferenzen 

f(x^}-fix,),  f{x^)  ^f{x^),  .  .  fixj  -f(x^_,) 
sätnmtlich  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  k  ausfallen. 
Folglich  wird  die  Summe  (2*)  von  der  Summe  (2)  um  eine 
Grösse  Ubertroffeu,  die  stets  kleiner  bleibt  als  das  Aggregat 
l  [x^  —  Xq)  +  Kxj  —  Xj^)  +  ..  -i-  k  (x^  —  x^_j),  welches  gleich  dem 
Product  A  (ar^  —  Ä'^)  oder  A(/f'— «)  ist.  Aus  diesen  Gründen 
ist  das  Mass  des  definirten  Flächenraumes  F  zwischen  den 
beiden  Ausdrücken  (2»  und  (2*)  enthalten,  die  um  weniger  als 
die  beliebig  kleine  Grösse  k{ß  —a)  von  einander  abweichen, 
und  deshalb  convergirt  das  Mass  des  Flächenraumes  F  gegen 
einen  Grenzwerth  und  zwar  gegen  denselben,  dem  sich  die 
beiden  Ausdrücke  (2)  und  (2*f  beliebig  nithern.  Eine  ähnliche 
Erörterung  kann  in  Bezug  auf  ein  Intervall  angestellt  werden, 
in  welchem  die  Function  f{x)  fortwährend  zunimmt  Der  In- 
halt des  FlUchcnraumes,  der  zu  der  von  n  bis  ß  ausgedehnten 
Strecke  gehört,  ist  aber  gleich  der  Summe  der  Inhalte  der 
Fläeheuräume,  welche  zu  den  einzelnen  von  a  bis  ß'  \  von  //  * 
-  ,  ,. . .  reichenden  Strecken  gehören.  Insofern  nun  nach  einer 
am  Schlüsse  des  vorigen  §  gemachten  Bemerkung  der  dortige 
Summeuausdruck  (2)  eine  Zerlegung  in  Theile  gestattet,  die 
sich  auf  die  einzelnen  Theile  des  gegebenen  Intervalls  be- 
ziehen, und  da  nachgewiesen  ist,  dass  der  einzelne  für  ein  be- 
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Btimmtes  Theiliiitervall  gebildete  Summenausdruck  die  Dar- 
stellung des  zu  diesem  Intervall  gehörenden  FtäehenraumeH 
liefert,  so  ^ilt  das  Kesultat,  dass  der  Inhalt  des  Flilchenstückes, 
welches  von  der  Abseissenaxo,  der  zu  .r^«  und  der  zu  ■x  =  ß 
gehörenden  Ordinate  und  der  Curve  u^f{j)  begrenzt  wird, 
gleich  dem  Greuzwerthe  int,  ge^en  den  der  Sunimeoaufiidruck 
(1)  lllr  eine  stets  wachsende  Zahl  n  und  eine  gleichzeitige  An- 
näherung der  eingeschalteten  Wertlie  eonvergirt.  Mau  darf  an- 
Dehmen,  dass  ein  beliebig  begrenztes  ebenes  FlUchenstUck  sich 
immer  in  FlUehenstlk-ke  zerlegen  lasse»  von  denen  jedes  die 
vorausgesetzte  Art  der  Begrenzung  hat.  Mithin  ist  jetzt  ein 
Princip  anfgestellt,  welches  zu  der  Ausmessung  oder  Quadratur 
von  ebenen  FlächenstUcken  überhaupt  genügt. 


§  22.    Bewel«  d«r  V&gllohk«lt,  eine  gegehem«  Fnnotlon  einer 
Varlftble  sa  Intefi^rlr«!!. 

FUr  die  Untersuchung  des  Grenzwerthes,  gegen  den  ein 
auf  die  angegebene  Weise  gebildeter  Summenausdruck  conver- 
girt,  ist  es  wesentlich,  von  vorne  herein  Grössen  zu  kennen, 
innerhalb  deren  der  Grenzwerth  gelegen  ist.  Bei  dem  Summen- 
ausdruck 

(1)  fix^}  (x,-x^)  +f{x,)  (x^—x^)  +  . . .  +  A^._,)  (3>^—^n^il 
der  sich  auf  das  von  a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  bezieht, 
müssen  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  alle  dem  Intervall 
angehürenden  Fnnctionswertbe  endlich  sein,  das  heiest,  zwischen 
zwei  bestimmten  Grössen  M  und  N  liegen,  von  denen  M  im 
algebraisehen  Sinne  die  kleinere  sein  möge.  Da  die  sämmt- 
liehen  Differenzen  a:,  --  x^^  x^  —  x^.,  .  .  x^  —  x^_^  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  welches  die  Differenz  ß  —  a  hat,  so  entstellen 
ans  dem  Summenausdruck  1 1)  zwei  Grössen,  zwischen  denen 
sein  Werth  enthalten  sein  muss,  sobald  alte  Functtonswerthe 
das  erste  Mal  durch  ilf,  das  andere  Mal  durch  N  ersetzt  werden. 
In  dem  ersten  Falle  ergiebt  sieb  das  Produet  M(ß—a),  in  dem 
zweiten  das  Produet  iV(/S—o).  Beide  Ausdrücke  sind  von  der  An- 
zahl n  der  eingeschalteten  Werthe  und  der  Art  ihrer  Einschaltung 
vollkommen  unabhängig,  und  schliessen  deshalb  auch  den  Grenz- 
werth  ein,   gegen  welchen  der  Öummeuausdruck  (l)  bei  einer 
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wachsenden  Zahl  n  eonvergirt.     Der   vorhin  bezeichnete  Zweck 
wird  deshalb  durch  den  folgenden  8atz  erreicht: 

(Ii  Wenn  die  Function  f{:c)  mnerJmJh  des  von  a  bis  ft  reichefi- 
den  Intervalls  die  Ungleichheiten  M  <cf{^)  <C^  crfäUf,  so  ist 
der  Grenzwerth  de^  sittjefiörigen  Summenaiisdrucks  (1)  zwischen 
den  Grössen  Miß—a)  und  N(ß—a]  eingeschlossen. 

Aus  diesem  Satze  fol^t  als  Corollar,  dass  der  Grenswerth 
eines  Sumnmimtsdmchs  (1),  hei  dem  die  Glossen  a  und  ß  eu- 
sammai fallen,  gleich  Null  ist. 

Wir  sind  in  §  17  von  der  Annahme  ausgegangen,  dass  die 
Function  f(xi  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte  Intervall  gegeben 
sei,  und  haben  in  §  18  innerhalb  dieses  Intervalls  den  Anfanga- 
und  Endwerth  «  und  ß  eines  engeren  Intervalls  gewählt  Die 
Grössen  cf  und  ß  wurden  bis  jutKt  festgehalten.  Von  nun  ab 
sollen  jedoch  auch  diese  als  veränderlich  gelten,  und  zwar  zu- 
nächst 80  dass  ff  ungeändert  bleibt,  ß  dagegen  in  einen  anderen 
Werth  ß  +h  Übergeht,  wo  «,  ß^  ß  -{-  h  nach  ihrer  algebraischen 
Grosse  geordnet  sind,  und  ß  +  h  äiiswersten  Falles  gleich  h 
werden  kann.  Denkt  mau  sich  den  Orenzwerth  des  Summen- 
ausdruckes (1)  zuerst  für  das  Intervall  von  «  bis  ß,  dann  für 
das  Intervall  von  a  bis  ß  +  h  gebildet,  so  erfährt  der  Grenz- 
werth  eine  entsprechende  Veränderung  und  darf  deshalb  alg 
eine  Function  4>iß)  des  Endiverihes  ß  angesehen  werden.  Das 
von  tt  bis  /:?  +  A  reichende  Intervall  Irlssfc  sieh  in  zwei  Intervalle 
zerlegen,  von  denen  das  erste  von  c  bis  ßy  das  zweite  von 
ß  bis  ß  +  h  geht;  nach  einem  am  Schlüsse  des  >J  20  mitgetheil- 
ten  Satze  ist  dann  der  Grenzwerth  des  Summenausdrucks,  der 
sich  auf  das  ganze  Intervall  bezieht,  gleich  dem  Aggregat  der 
Grenz werthe  der  beiden  Suraraenausdrücke,  welche  den  Theil- 
intervallen  entsprechen.  Wenn  daher  zwischen  x^=ßmiä  x==ß+h 
die  folgenden  Werthe  eingeschaltet  werden 
(2)  ß=£,,  s^,  £,,  ...i^_,,ß  +  h  =  l^. 

so  entstehen  für  die  Grenzwerthe  iff{ß)  and  ^*(ß  +  h]  die  Ans- 
drlicke 

(3)  .K|?)=Iim .  {f\x^)(a;^-x;)+f(x,)ix.,-^x,)  +  ..+f{x^_,)(x-x^_,)h 

(4)  H'(ß+h)=\lm4f(^;)(x-x^)'^f(x,)ix^-x^)+.  .+flx^,){x^-'X^_^)) 

wo  die  Zahlen  n  und  q  über  jedes  Mass  hinaus  wachsen. 


L 
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Die  Betrachtimg  der  so  eben  cingefllhrten  Function  \p(ß) 
wird  eine  LüHun":  der  Aufsähe  liefern,  welche  in  5^  17  durch 
die  dortige  Gleichung  i\)  au&^edrltckt  ist.  In  der  letzteren  Uq- 
dentet  x  einen  zwischen  den  Grossen  «  und  b  liegenden  varialieln 
Werth;  substituirt  man  statt  x  das  Zeichen/^,  so  verwandelt  »ie 
sich  in  die  jetzt  anzuwendende  Gestalt 

(B)  ^  =  /-(.). 

Nach   der  Bedeutung,   welche  die  Grösse  ß  bei    der  Function 

tl'(ß)  enipfangou  hat,  kann  ^i  jeden  Werth  anuehuien,  der 
zwischen  dem  festzuhaltenden  Anfaugswerthc  «  des  engeren 
Intervalls  und  dem  Endwerlbe  b  des  ursprünglichen  Intervalle 
liegt,  für  das  die  Functiuu  /'(a:;  gegeben  ist.  Vermöge  der  ent- 
wickelten Eigense haften  der  Function  H*  iß)  lässt  sich  nun  die 
Frage  lieautworten,  welches  der  DitferenHalquotietti  der  Function 
tpiß)  in  Beeug  auf  die  Variable  ß  sei.  Dem  Increnient  h  von 
fi  entspricht  das  Increnient  der  Function  »/'(/"/  +  h)  —  ii'iß)i  das 
nach  den  Gleichungen  (.3j  und  (4)  den  Ausdruck  erhält 

Für  den  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Grenzwerth  liefert 
aber  der  so  eben  atjgeleitete  Satz  (I)  zwei  einscblicssende 
Gri^ssen.  Es  möge  die  Function  f(x\  in  dem  betreffenden 
Intervall,  das  sich  von  ß  bis  ß  +  h  erstreckt,  zwischen  den 
Werthen    3Ji    und    3i    liegen ,    so    bekommen    die    betreffenden 

^  Grössen,  da  die  Differenz  ß  -^h  —  ß  gleich  dem  Zuwachs  h 
selbst  ist,  die  Werthe  Mh  und  3iA.  Hieraus  folgt,  indem  man 
beide  Seiten  von  (6)  durch  den  Zuwachs  h  dividirt,  dass  der 
Quotient  "f^^? ^  ^j^'^M^l  zwischen  den  Gössen  3Ä  und  9t  lie- 
pon  mnss.  Nun  ist  der  Quotient  ^^ )—*l>\p)  ^^^^j.  (j^rVor- 
anssetzung  z«  untersuchen,  dass  die  Grösse  h  nach  und  nach 
stets  kleinere  Werthe  erhält  und  dadurch  das  von  ß  hisß-i-h 
reichende  Intervall  beständig  verengert.  Es  darf  aber  aus 
der  Bedingung,  welche  in  §  20  für  die  Stetigkeit  der  Function 
f\x)  vorgeschrieben  ist,  geschlossen  werden,  dass,  sobald  der 
numerische  Werth  des  Increments  h  unter  eine  gewisse  kleioe 
Grösse  J  herabgeht,  die  Differenz  von  je  zwei  Functionswerthen 
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des  von  ^t  bis  ß  +  h  ausgredehnten  Intervalls  numerisch  kleiner 
als  eine  heliebifi:  kleine  Grösse  /  bleibt.  Indem  man  also  den 
numerisehet!  Werth  von  h  kleiner  als  S  vonutssetÄt  und  die  in 
dem  genannten  Intervall  vorkommenden  Functionswerthe  mit 
dem  ersten  Functionswerth  /'(lo)=/'(/if)  vergleicht,  zeigt  sich, 
dass  alle  zwischen  den  Grössen /*(/?)— X  und  fißj-^l  liegen 
mllHsen ,  und  dass  es  daher  erlaubt  ist ,  die  letzteni  Aus- 
drücke beziehungsweise  an  die  Stelle  von  ^M  und  9?  zu  setzen. 

Der  Werth  des  Quotienten  —  — -  ',      '-  --    ist  deranacli    zwi- 

n 

sehen  den  Grössen  f(ß)  —  l  und  f(ß)  +  >-  eingeschlossen,  and 
convergirt,  da  für  ein  ohne  Ende  abnehmendes  d  die  Grösse  l 
beliebig  klein  wird,  gegen  den  Grenzwerth  fiß).  Mithin  gilt 
für  die  Differentiation  der  Function  iffiß)  der  folgende  Satz: 

(11)  Der  Di/ferenfialquotktii  der  durch  die  Gleichung  (3) 
definirten  Function  »/'  iß)^  die  ßu  einem  von  ahis  ß  ausgedehnten 
Intervall  gehört,  in  Beeug  auf  die  VariaUe  ß  genommen,  ist 
gleirh  dem  Fundionsicerth  f(ß),  der  detn  Endwerth  ß  des  he- 
trefftmden  Intervalls  entspricht. 

Hiernach  hat  die  Function  V'(/*)  ^^^  Eigenschaft,  an  did 
Stelle  der  Function  (fiß)  in  die  Gleichung  (5)  suhstituirt,  die- 
selbe zu  befriedigen,  und  bildet  eine  Lösung  der  durch  di© 
Gleiclinng  bezeiclineten  Aufgabe.  Bie  Function  ip  (ß)  wird  da9 
xwn  der  Grenee  a  bis  zu  der  Grenze  ß  ausgedehnte  IntegraZ 
der  Function  f{x)  genannt  und  vermittelst  des  von  Leibnite  ein- 
geführten ItUegraiseicliens   1  so  bezeichnet 


ff{x)dx. 


wobei  die  (rremen  a  und  ß  mtsserdetn  zu  hefnerken  sind.  Bei 
der  später  muh  dem  Vorgange  FoHners  angenommenen  Notation 
setzt  man  die  untere  Grenze  der  Integration  a  unter,  die  obere 
Grenze  der  lutegradon  ß  über  das  Integralseichen,  so  dass  die 
Darstellung 

ifß{ß)=  I    fix)dx 


Durch  die  Bildung  der  FStnction  \p[ß)  trird  die 
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gratüm  der  gegebenen  f\incHon  fiß)  in  Beiug  auf  die  Variable 
ß  bewerkst eUüjL  Mit  dem  Narhwcii>e  der  Existcm  der  Function 
ip{ß)  ist  zugleich  bewiesen^  dass  die  Aufgabe,  die  gegebene  Ftwc- 
tion  fifi)  zu  integriren^  imtner  eine  Lösung  hat. 

Das  in  §  21  entwickelte  Princip  für  die  Quadratur  von 
ebenen  Flilclienatttcken  Uisst  sieh  jetzt  so  aussprecben,  dass  bei 
einer  positiven  Differenz  (i  —  a  und  einer  positiv  bleibenden 
Function  f(x)  der  Inhalt  des  FlächenstUeks,  welches  durch  die 
Abscissenaxe,    die  zti  «  und  ß  gehörenden  Ordinalen  und  die 

Cnrve  y^=f{x)  begrenzt  wird,   gleich  dem  Integral   /  f{x)dx 

a 

ist.  Mit  RUcksii^ht  hierauf  pflegt  man  die  Ermittelung  des 
Werthes  eines  Integrals  abgekürzt  eine  Quadratur  zu  nennen. 


I 


§  23.    AnifttJinicgr  Aer  Integr&tiou  für  «In seine  F&ll«. 

Der  vorige  §  enthtVlt  eine  Vorschrift  zur  thatsächlichen 
Ausführung  der  IntegrafSnii,  das  beisst  derjenigen  Operation, 
welche  nach  §  17  die  umgekehrte  Operation  der  Diflerentiation 
aasmacht.  Da  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  zu  neh- 
raende  Integral  der  Function  f(x]  als  der  Grenzwerth  definirt 
wird,  gegen  welchen  der  Suninienausdruck 

(1)  f(a'^}  (x,  -x^)  +  f{_x,)  ix^-oc-^)  + .. .  +  /'(a:„_i)  (x^-^x^^^) 
bei  stets  wachsender  Zahl  n  und  abnehmenden  Differenzen  der 
eingeschalteten  Werthe  eonvergirt,  ist  es  klar,  dass  der  Werth 
des  Integrals  in  jedem  einzelnen  Falle  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit bestimmt  werden  kann,  indem  man  den  Summenans- 
druck  (li  für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  und  eine  genügend 
fortgesetzte  Theilung  des  Intervalls  wirklich  berechnet.  Der 
hierbei  begangene  Fehler  ist  dann  nach  (10)  des  §  20  zwischen 
den  zugehörigen  Grössen  —liß  —  ai  und  }.(ß~a)  eingeschlossen, 
wobei  wir  an  die  I,  §  105  mitgetheilten  Eriirterungen  erinnern. 
Um  die  Abhängigkeit  des  Integrals 

(2)  VO?)=y  f{x)dx 

tt 
von  dem  Werthe  ß  seiner  oberen  Grenze   auszudrücken^  muss 
die  Rechnung  flir  einen  festen  Werth  a  der  unteren  Grenze  und 
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für  eine  Folge  Ton  verschiedenen  Wertben  der  oberen  Grenze 

ß  angestellt  werden.  Ungeachtet  dieser  sicheren  allgemeinen 
Methode  bleibt   jedoch   bei  jeder  gegebenen  Function  fix)  die 

Aufgabe  bestehen,  den  Werth  des  Integrals  f  f{x)dx  wo  mög- 

lieh  als  das  fertige  Resnltat  von  leicht  zu  tibersehenden  analy- 
tischen Operationen  darzustellen.  Ohne  eine  systematische  Be- 
trachtung 'm  beginnen,  wollen  wir  das  Wesen  der  letzteren 
Aufgabe  durch  die  Bebaudlung  einzelner  Fälle  zu  erläutern 
suchen. 

Es  sei  die  Function  fix)  gleich  einer  Potenz  von  x  mit 
ganzem  oder  gebrochenem  Exponenten 

(8)  f(x)  =  ^, 

zugleich  seien  a  und  ß  irgend  zwei  positive  Werthe  und  a  der 

kleinere  derselben.     Die  Function  fix)  bleibt  dann  für  das  von 

a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig.    In 

Bezug  auf  die   rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  «   stellt  die 

Gleichung 

(4)  u  =  x^ 

für  den  Wertli  ft=  2,  wie  sich  durch  die  Vergleichung  mit  (1 
des  §2  ergicbt,  eine  Parabel,  fUr  den  Wertb  i^— 1,  wie  aus 

(5)  des  §7  folgt,  eine  Hyperbel  dar.  Für  alle  rationalen  Werthe 
des  Exponenten  h  mit  Ausnahme  des  Werthes  —1  ist  die  Be- 
stimmung der  durch  die  verschiedenen  Curven  begrenzten  Flächen- 
rUuuie  vor  Entdeckung  der  Iiitinitesimalrerhuuug  von  P.de  Fermat 
in  der  Abhandlung:  de  acquationum  Joeafmm  transmutatione  et 
emendaiionv  ad  muUimodani  currilinconim  inter  se  et  cum  redilineis 
cofnparationi'm  gegeben  worden.  Der  Grundgedanke  dieser 
merkvvllrdigeu  in  ein  geometrisches  Gewand  gekleideten  Arbeit, 
welcher  darin  besteht,  in  dem  Intervall  der  zu  der  Curve  gehö- 
renden Abscissenase  eine  Folge  von  Punkten  so  anzunehmen, 
dMS  ihre  von  einem  bestinimtcu  Punkte  gemessenen  Entfernungen 
eine  geometrische  Reihe  bilden^  lässt  den  vorgesetzten  Zweck 
schnell  erreichen. 

Man  schalte  demnach,  um  tUr  die  angegebenen  Voraus- 
setzungen den  tircnzwerth  des  Ausdrucks  (1)  zu  erhalten,  zwi- 
schen  die    positiven  Grössen    rr  und  ß  eine  Folge   von  (n  —  1) 
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6r($s8en  so  ein,  dass  sie  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quo- 
tienten Q  darstellen,  und  setze 

(5)  XQ=ay  x^  =  aQ,  x^=aQ^,...x^_^=aQ'~\  a;.=  a^"  =  /?. 

In  Folge  dessen  muss  der  Quotient  q  gleich  der  positiven 
nten  Wurzel  aus   der   ttber    der  Einheit  liegenden  positiven 

Grösse  —  sein,  mithin  selbst  einen  über  der  Einheit  liegenden 

Werth  haben.  Der  Summenansdruck  (l)  geht  dann  vermöge 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Function  f{x)  definirt  ist, 
in  den  folgenden  tiber 

(6)  a  {aQ^a)+(aQ)   (a^*— oß)  +  ...  +  (a^"~  )  (er/— ap""*). 
Hier  ist  in  allen  Summanden  der  Factor  (^  —  1)  enthalten, 

durch  dessen  Absonderung  der  Ausdruck  (6)  die  Gestalt  annimmt 

(7)  («'*•  +  (op)'*'  +  iat^r'  +  ..  +  (arT)  (t  - 1). 
Die  in  der  Klammer  befindlichen  n  Grössen  bilden  eine  geo- 
metrische Reihe  mit  dem  ersten  Gliede  a  und  dem  Quotien- 
ten Q  ,  welcher  für  keinen  Werth  von  k,  mit  Ausnahme  des 
Werthes  der  negativen  Einheit,  gleich  der  positiven  Ein- 
heit, dagegen  für  k  =  —  1  gerade  gleich  der  positiven  Ein- 
heit ist.  Aus  diesem  Grunde  wird  die  Summe  der  vorliegenden 
geometrischen  Reihe,  wenn  k  nicht  gleich  —  1  ist,  durch  die 
Formel 

wenn   dagegen   k=—  l   ist,   iüdem   die   n  Glieder   sämmtlich 

gleich  der  Einheit  werden,  durch  die  Zahl 

(8*) 

dargestellt.    Dem  entsprechend  erhält  der  Summenausdruck  (7) 

für   einen  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  Werth  von 

k  die  Bestimmung 

für  Ä;  =  — 1  die  Bestimmung 
(9*)  n(p~l). 

Da  nach  (5)  das  Product  ap*  gleich  der  Grösse  ß  ist,  so 
darf  der  Ausdruck  (9)  durch  den  folgenden 


(9)  ^^^,-~-U,-r), 
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(,^»+»  _«*+») 


p-1 


ersetzt  werden.  Es  bandelt  sieb  Jetzt  darum,  die  Grenzwertlie 
zu  fioden,  gegen  welcbe  (10)  und  (9*)  convergireu,  sobald  man 
die  Zabl  n  Über  jedes  Mass  hinaus  wacbseu  lässt.    üie  GröBse 

'-er 

hat  alsdann,  da   -     grösser  als  die  Einheit  ist,  die  in  I,  §  100 

nachgewiesene  Eigenschaft,  über  der  Einheit  bleibend  der- 
selben beliebig  nahe  zu    kommen^  wobei    die  sämmtlicben  Dif- 


ferenzen x^  —  Xq,  x^  —  a;„  . 


.  x_  —  z. 


der  VoraussetzuDo:  senillss 


fortwährend  abnehmen.     In  dem  Ausdrucke  (10}  ist  der  Factor 
/?*^'  —  «*■*"'  von  der  Veränderung  der  Gri^sse  q  unabhängig.  Ftir 


den  Quotienten 


unterscheiden  wir  nach  der  Bescbaflen- 


heit  des  Exponenten  h  mehrere  Fälle. 

Wenu  /*    und   daher   auch  k  + 1   eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  so  gilt  die  Gleichung 

(12) 


Q 


'  =  1  +  ß  +  ^'  -h  . . ,  +  ß' ; 


e-1 
während  sich   nun  die  über  der  Einheit  liegende  Grösse  p  der 

Einheit  nähert,  convergirt  jedes  Glied  der   rechten  Seite  gegen 
die  Einheit,  niitliin   die  Summe    und  daher   auch    der  auf  der- 
linken  Seite  befindliche  Werth  gegen  die  Zabl  Ä:  +  l. 

Ist  k  gleich  einem  positiven  ganzzahligen  Bruche  - »  folglich^ 


*+i 


(13) 

80  kann  man 


e-1 


1_P'-1 


(14)  g  =  ü 
setzen,  wodurch  (13)  in  den  Ausdruck 

(15)  üL^  =  £_=i 
übergeht.     Die  durch  (14)  definirte  Grösse  g  hat  ebenso 
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die    Eigenschaft,  abnehmend  gegen  die  Einheit  zu  convergiren. 
Vermöge  der  für  den  Bruch  (12)  angestellten  Betrachtung  nähert 

-1  . „„  ..  . .  »'-1 


o 


.»■+* 


sieli     «ler  Bruch der  ganzen  Zahl  r+«,  der  Bruch 

der    ganzen  Zahl  8  als  Grenzwerth,  mithin  convergirt  der  Aus- 

T  "h  8 

druok.  (15)  gegen  den  Quotienten  >   der   gleich  A:  + 1  ist. 

8 

Woffe  im  *  und  auch  *  +  1  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist, 
hat    :EK:ian 

(16)     üü:=.i ':ü).._ = _f  1  + 1 + . .  +  _  v.^ 

""d     -findet  als  Grenzwerth  die  Grösse  —  (—  i—  l)  =  i+l.  So- 
bald.    Je  gleich  dem  negativen  ganzzahligen  Brache ist,  fuhrt 

3 

**^     Substitution  (14)  zu  der  Darstellung 

(17>  g*-^^-!  ^  g-^^'-l   ^  g-^-^'-l      g-l 

?— l  a'-l  0-1        a'-~l    ' 

d^^     :Brnch^^ 
0  —  1 

^^^^cihrift  gegen  die  Zahl  s,  der  Bruch         __    —  nähert  sich, 

*^  —r  +  s  positiv  ist,  aus  demselben  Grunde,  falls  —r  +  s 
"^^^-^iv  ist,  nach  der  für  (16)  gegebenen  Vorschrift  demWerthe 
""***  "^^-s,  daher   nähert  sich  der  Ausdruck  (17)  beide  Male  dem 

'^'»otienten^^^^^^i+l. 

8 

n*"*"^—  1 

Auf  diese  Weise  geht  hervor,  dass  der  Quotient  -    __. 

3edem  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  rationalen 
^^'the  vonÄ;  gegen  den  Grenzwerth  Ä+1,  und  deshalb  der  um- 

^^^^Irte  Quotient  -~ —  gegen  den  reciproken  Werth  ^XY 

'^^^«i^rt.  Demnach  liefert  der  Ausdruck  (10)  für  das  ge- 
^^^te  Integral  der  Function  x\  falls  k  nicht  gleich  —  1  ist, 
^^  XDarstellung 


_      convergirt  in  Folge  der  für  (12)  abgeleiteten 


r+f 
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Der  Ausdruck  (9*),  welcher  zu  der  VoraussetzuDg  *==  — 1 
gehört,  verwandelt  sich  mit  Hülfe  von  (11)  in  das  Product 

(19)  '(&-')' 
welches  auch  als  der  Quotient 

(20)  i«/__ 

n 
aufgefasst  werden  kann.    Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  der- 
selbe  für   eine  wachsende  Zahl  n  convergirt,    ist  aber   nichts 
anderes  als  der  Differentialquotient  der  mit  der  positiven  Basis 

—  gebildeten  £xponentialfunction  (— ]   für   den  Werth   g  =  0] 

denn    weil  diese  Function  für  £  =  0  der  Einheit  gleich  wird, 

so  entspricht  dem  zu  dem  Werthe  Null  der  Variable  0  hinzu- 

1 

gefügten  lucrement  —  das  Increment  der  Function  f— J  —  l. 
Nach  der  Formel  (11)  des  §  12  wird  der  Differentialquotient 
der  Function  (--]  so  ausgedrückt 

und  ist  deshalb  für  den  Werth  ^  =  0  gleich  dem  Logarithmu» 
naturalis  des  Bruches      •    Folglich  ist  der  gesuchte  Grenzwertlm 

des  Quotienten  (20)  gleich  log  ^  >   woraus    für   das   verlangte 
Integral  die  folgende  Bestimmung  entsteht 

(22)  /a:-'rfa:  =  log^. 
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llierrait  ist  die  Aufgabe  der  Quadratur  für  die  Function  x 

bei  allen  rationalen  Werthen  des  Exponenten  t  gelftat.  Für 
den  Exponenten  ä:=0,  wo  siuh  die  Functon  x  in  die  Einheit 
verwandelt,  ist  der  Summenausdruck,  deHsen  Grenzwerth  das 
bestimmte  Integral  ergiebt,  durch  Forthebeo  der  eingeschal- 
teten Werthe  gleich  der  Differenz  ß  —  a,  und  stellt  nach 
der  cingeftihrten  geometrischen  Deutung  den  FMelien Inhalt 
eines  Kechtecks  dar,  dessen  Basis  durch  (i  —  €t  und  dessen 
H5he  darch  die  Einheit  gemessen  wird.  Die  Gleichung  (18) 
enthält  bei  l'  =  2  die  von  Archimedes  gefundene  Quadratur 
eines  von  einem  Parabelbogen  begrenzten  FläcbenstUcks.  Durch 
die  Gleichung  (22)  wird  die  Quadratur  eines  von  einem  lly- 
perbelbogen  begrenzte«  Fläche nsttickB  auf  die  Bitdung  des 
natürlichen  Logarithmus  /-iirUckgct\ihrt>  der  wegen  dieser  Eigen- 
schaft auch  der  hyperbolische  Logarithmus  heisst. 

S  24.    ünbestixniiit««  und  lieatliimitei  Xatagrral. 

Am  Aufauge  des  §  Ul  wurde  bemerkt,  da«8  hei  der  Aufgabe, 
welche  in  §  18  für  die  Functionswerthe  F{a),F{2'j}^FixJ.,...F{ß) 
gestellt  ist,  einer  derselben  willkürlich  bleibt,  und  alg  solcher 
galt  F{a}.  Für  die  entsprechende  Aufgabe,  welche  durch  die 
Gleichung  (1)  des  §  17  ausgedrückt  wird, 


(1) 


^_ 


dx 


=fM, 


und  die  Integration  einer  gegebenen  Function  f(x)  verlangt,  ist 
in  §  22  gezeigt  worden,  dass  sie  eine  Lösung  erlaubt  oder 
möglich  ist.  Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  diese  Aufgabe 
mehr  als  eine  Losung  zulässt  Denn  gesetzt,  es  sei  auf 
irgend  eine  Weise  eine  Function  (pix)  gefunden,  welche  der 
Gleichung  (1)  genügt,  so  rausa  das  Aggregat  von  gi  (x)  und  einer 
willkürlichen  von  x  unabhängigen  oder  constanten  Grösse  c 
(2)  f  (x)  +  c 

die  Gleichung  ebenfalls  erfüllen,  da  der  Differentialquotient 
einer  constanten  Grösse  gleich  der  Null  und  der  Differential- 
quotient eines  Aggregats  gleich  dem  Aggregat  der  Differential- 
.quotieuten  der  beiden  Summanden  ist.  In  §  6  sind  beide 
rSätze  bewiesen  und  durch  die  dortige  Gleichung  (19)  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  angewendet. 
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Um  aber  zu  erfahren,  ob  es  möglich  sei,  die  Bämmtlichen 
Aufiöäunpen  der  Aufgabe  (1|  dadurch  aus  einer  einzigen  abzu- 
leiten, dtiss  man  v.u  der  letzteren  eine  willkürliche  Coustante  ad- 
dirt,  wollen  wir  annehmen,  dass  zwei  ge^^ebene  Functinnen  if  (x) 
und  x(^)  der  Aufgabe  genügen,  und  uutersudien,  was  hieraus 
für  die  beiden  Fundionen  folge.  Die  Sübtraction  der  (Gleichung 
(1)  von  der  auf  die  Function  ;jf(x)  bezUgliehi'n  entsprechenden 


Gleichung 

(3) 

erzeugt  die  Gleichung 


"^-r^^^ 


(4) 


äxi') 


dx 


dx      ~    ' 


deren  linke  Seite  gleich  dem  DiflereDtialquotieDten  der  Differenz 

X  (x)  —  (f  (x)  ist     Wenn  daher  die  Bezeichnung 

(5)  x(-i')  — ff  (•''')  =  tj(x) 
gebraucht  wird,   so  geht  (4)  in  die  Gleichung 

(6)  ^  =  " 

über.  Die  Function  f(x)  ist  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte 
Intervall  der  Variable  x  gegeben.  Aus  der  Voraussetzung,  dass 
sowohl  die  Function  (p(x)  wie  die  Function  yjx^  für  das  ganze 
Intervall  die  Gleichung  fl)  respective  (3i  erfllllen,  folgt  alsdann, 
dass  auch  die  Diffeienz  a  (x)  inuerhalb  des  ganzen  Intervalls  der 
Gleichung  (t>i  genfige,  das  heisst,  einen  verschwindenden  Diife- 
rentialquotienteu  habe.  | 

Jetzt    bleibt  zu  entscheiden,    ob   der    in    §  0   mit  (1)   be-    | 
zeichnete  Satz    umgekehrt   werden   dllrfc,    das   heisst,   ob  eine 
Function    v(x),    deren    Differentialquotient    fllr    ein    gewisses 
Intervall    der   Variable    gleich    Null    ist,    innerhalb    desselben 
nothwcndig  constant  sei.    Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Frage  - 
unter  einer  noch  zu  erwähnenden  Bedingung  zu  bejahen  ist 

Eine  Function  muss  innerhalb  des  ganzen  von  o  bis  b 
reichenden  Tntervalls  von  x  constant  sein,  soltnjd  lllr  je  zwei 
in  demselben  augeuommene  Werthe  a  und  i-i  die  Gleichung 
V  (li)  ^s  v  (c)  besteht.  FUr  eine  Function  v  (x),  von  der  ange- 
nommen wird,    dass  innerhalb  des  von  a  bis  b  ansgedehnteo- 

Intervalls  der  Variable  x  der  Differentialquotient     ~-^  gleicli 


§24- 


Unbestimmtes  und  bestimmtes  Integra). 


117 


Null    sei,    wälik?  man    zwei    beliebij;:;e    Wertlie    fler   Variable 

(t  und  •>,    sebulte  zwischen   denselben   wie   in  §   18  eine  Folge 

von  Gr(>8seu  ein,  welclic    wie  dort  bezeiehuet  werden  und  ge- 
ordnet sind, 


(7) 


«  =  ^0'  ^"it  ^"a. 


(f— 1'  i 


ti  =  i\ 


and  steUe  die  Folge  von  Üifferenzenquotienteu  auf 


X,  — jr„ 


x«  — Ä. 


a?_  — «. 


Sobald  die  Differenz  x,  —  -t-,,  uumeriseb  beliebig  klein  wird, 
nähert  sich  der  erste  Quotient  dem  in  Bezug  auf  die  Vuriable 
X  genommenen  Diflerentialqiiotienten  der  Funetion  v(x}  für 
x  =  a:^;  in  gleicher  Weise  convergirt  der  zweite  Quotient,  wenn 
j*,  —  x^  numerisch  beliebig  klein  wird,  gegen  den  Differential- 
qfloticnten  der  Function  v  (x)  flir  .c^=iF,,  und  das  entsprechende 
gilt  fUr  jeden  in  (8)  Torkommcnden  Quotienten.  Die  Voraus- 
setzung, das.s  der  nach  der  Varialde  .r  genommene  Ditferentiab 
quotient  der  Function  v(x)  in  dem  ganzen  von  a  h\a  b  ausge- 
dehnten Intervall  gleich  Null  sei,  betrifft  deshalb  jeden  Werth, 
der  zwischen  «  und  ^i  liegt  oder  einem  von  diesen  Werthen 
gleich  ist.  DeHilialb  convergirt  jeder  der  in  (8)  enthaitonen  Quo- 
tienten bei  beliebiger  Verkleinerung  der  im  Nenner  stehenden 
Differenz  als  Grenzwerth  gegen  die  Null.  Es  rauss  also  dernume- 
rieche  Werth  eines  jeden  Quotienten,  woferu  der  numerische  Werth 
des  Nenners  unter  eine  gewisse  kleine  Grfisse  <)  herabgeht,  beliebig 
klein  werden.  Die  vorhin  erwähnte  Bedingung,  die  wir  nunmehr 

eintreten  lassen,  bestebt  darin,  dass  der  Quotient -^^ {^ ^ 

ftir  jedes  zwischen  a  und  b  angeuomniene  Paar  von  Werthen 
x  und  j  4-  /*  stets  numerisch  kleiner  werden  soll  als  eine  und 
dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  /(,  sobald  die  Differenz  h  nume- 
riscli  kleiner  als  die  kleine  Grösse  *)  ist.  Nachdem  durch  eine 
liinreicbeude  Vergni.sscrung  der  Zahl  n  und  entsprechende 
Anuälierung  der  Zwischenwerthe  die  .sämmtlicheu  Differenzen 
j-,  —  Xy,  .r.,  —  x^^.  .x^  —  x^^  kleiner  als  f)  geworden  sind,  folgen 
aus  der  festgesetzten  Bedingung  für  die  sämmtlichen  in  (8)  ent- 
haltenen Quotienten  die  Ungleichheiten 


ne 


(9) 
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-f*< 


v{x^)—v{x^_^) 


haben  einerlei  Vor- 


Die  Differenzen  d\  —  x^,  x^  —  x^^..x^  —  a.^_j 
Zeichen  wie  die  Differenz  ß—ct,  go  dass  durch  MultipHcation 
jeder  Ungleicliheit  mit  dem  betreffenden  Nenner  fllr  {i—a>^ 
die  Ungleichheiten 

(10)        -^t{x,-X,)     <r(^J-t(a:J      <fi{x,-X,) 

-  f*  (^«  -  a^«-i)  <  ^'  (•^•.)  -  «^  (^«^,)  <  /*  (^H  -  ^«_,)» 

für  /:f  — «<:0  diejenigen   Ungleichheiten   entstehen,    welche  ans 

(10)  durch  die  Vertaaschung  von  ^  u  und  /*  erhalten  werden. 
Die  Addition  der  Ungleichheiten  (10)  ergiebt  durch  einen  mehr- 
fach benutzten  Schluss  für  eine  positive  Differenz  ß  —  a  da» 
Resultat 

(11)  -  fi{ß-a)<:v  {xj  -  V  {X,)  <ft{ß-  a),  \ 
während  bei  einer  negativen  Differenz  ß  —  a  auf  entsprechende 
Weise  das  Resultat 
(11*)                 f,iß-a)<v(xj-v(x^<:-u{ß-a) 

hervorgeht.  Mithin  ist  die  Differenz  v{xj—v{x^^^v{ß) — r(fl 
immer  zwischen  den  Grcissen  — fi(ß  —  a)  und  /<  iß—a)  einge- 
schlosscnj  und  muss,  weil  der  Werth  fi  unter  jede  Grtisse  herab- 
gedrückt werden  kann  und  gleichzeitig  die  Differenz  ß  —  a 
endlich  ist,  selbst  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse  herabsinken 
(►der  gleich  Nall  sein.  Unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
hmtcU  also  der  Satst,  dass  eine  Function  v(x),  deren  nach  x  ge- 
nommener DißWmtialqtiotictJi  mmrhalh  des  von  a  bis  b  a«5(/e- 
dehnten  Intervalls  von  x  gleich  Null  istj  in  diesem  Intervall  einen 
Constanten  Werth  haben  muss. 

Der  gegenwärtige  Satz  läset  schliessen  dass  die  Differenz 
x{x)—(f>{x)y  welche  nach  (5)  und  (6)  gleich  einer  Function 
a{x)  ist,  deren  Dtfferentialquotient  fUr  das  von  a   bis  h  aiisge-i 
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delmte  Intervall  von  x  verecliwindet,  in  dem  ganzen  Intervall 
pleicli  einer  Constante  sein  muBS.  Wenn  die  Fuijctiotien 
r/i(a^])     und  i{x)  ftir  das  von  a  bis  h  reichende  Intervall  von  x 

die     Oleicliung  (1)  so  ermilen,  dass   y(^  +  ^) -yW  _^(j,)   i,ei 

hini-^ichend    kleinem  h   fltr   jedes  x    unter  derselben    beliebig 

Weinen  Grösse  liegt,  und  /.t+A^IIi^-  -  f{x)  der  gleichen 

Forcierung  genUgt,  so  entspricht  die  Differenz  x{x)  —  tp{x)=^ü{x) 
fl^*i  Bedingungen  des  für  v{x)  bewiesenen  Satzes^  und  x(j*) 
entsteht  aus  (^{x)  dnrch  Addition  einer  Constante  c.  AlU 
'^^*^Ösungen  der  Aufgabe  (1)  werden  alsdann  in  dem  Ausdrucke 
y^>  ^^T^nitieht  einer  eimigen  Auflösung  ifix)  dargestellt. 

I3iese  Iktrachturig  Iksst  sit'h  anwenden,  um  diejenige  Auf- 
iosuiig^  welche  in  den  vorhergehenden  §§  nachgewiesen  und  als 
^renzwerth  eines  Sumnicnausdrucks  definirt  ist,  mit  einer  belie- 
^^  Segebenen  Aufbiniuig  zu  vergleichen.  Damit  die  Bezcieh- 
Düng-en  llbereinstiinnicn,  werde  wieder  mit  li  ein  veränderlicher 
^«•tti  angedeutet,  der  zwischen  einer  beliebigen  festen  Grösse 
^  ^^ci    der  gegebenen  Grösse  b  liegt,  nnd  ferner 

^^^>  if{ß)=f  f{x)dx 

a 

S^setstt.  In  §22  ist  am  Sehlusso  des  Heweises  von  Satz  (11)  aus 

**  '^^icfix)  vorgeschriebenen  Stetigkeitsbedingung  gefolgert,  dass 

^®"'  ^viotient  ^^(/^+^J-'H/?)  ^  j.j^|,g  ^  ^jj^gj  gj^gj.  j^igj^gjj  Qj.,,ggg  ^■ 

r 

-    ^*»    "von  der  Grttsse  f{ß)  um  einen  Betrag  abweicht,  der  unter 

i-^,*"    *iort  eingeführten    beliebig   kleiuen    Griisae  ).  enthalten  ist. 

^s^  Tbatsacbe  bedeutet  nichts  anderes,  als  das«  der  Ausdruck 


-h)  —  *if{x) 


—  /'(./■),    sobald    h   kleiner  als  d  ist,    ftir  jedes 


vor^, 


,,     ^-Cfcmmende  x  ^  ri  unter  derselben  beliebig  kleiuen  Grösse  A 
x^    *-*^*t:.  Wenn  daher  durch  eine  zweite  gegebene  Function  (f(x] 
^1»8  von  «  bis  h  reichende  Intervall  die  Gleichung 


***  '^^rWeise  erltlllt  wird,  dass  der  Ausdruck  ^^^^±Ä—^  -f{x) 


äifiß) 
dß 


^m 
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hei  hiureicheud  kleiüem  h  ftir  jedes  vorkoiamonde  x=ii  unter 

derselben  beliebi;^  kleinen  Gröösc  enthalten  bleibt,  so  liaben  die 
Fuurtioueu  tpU)  und  ^/(j.j  i\k  Eigenschaften,  weli-he  vorhin 
von  den  Functionen  x(^')  ""d  (f(-i-)  verhmjjt  wurden,  und  die 
Function  (fiß)  nmss  gleieli  dein  Aggregat  von  if'(.i}  und  einer 
Constante  c  sein» 

(14)  ^Hß)  =  <r{ß}  +  c. 

Der  Wertb  der  Constante  c  kann  durch  die  Betrachtung 
eines  einzelnen  Falles  bestimmt  werden.  Das  OoroUar  zu  dem 
SatKC  (I)  den  g  22  hat  nach  der  jetzt  eiiigetnhrten  Ausdrucks- 
weise den  Inhalt,  dass  das  über  eine  Functton  f{x)  von  et  bis  ß 
ausgedehnte  Integral  gleich  Null  wird,  sobald  die  obere  Grenze  (i 
mit  der  unteren  Gre^ise  a  zusammen ffVft,  Daher  verschwindet 
das  Integral  *.'•(«),  und  bei  der  Substitution  des  Werthes  ,.:?  =  « 
in  (14)  entsteht  die  Gleichung 

(15)  0=fp{a)  +  c, 

vermöge  welcher  die  Constante  c  gleich  dem  negativ  genom- 
menen F'unctionswerthe  (f{a)  ist  Die  Subtraction  der  Gleichung 

(15)  von  der  vorhergehenden  (14)  erzeugt  aber  die  folgende Darstel- 

lang  des  Integrals  tf^di)  oder^  f{x)dx  durch  die  Function ^'(j:) 

(16)  ff{x)d{x)  =  <p{ß)^^{ct). 

n 

Mit  der  vorKteheiiden  Gleichung  r»ft"net  sich  der  Einblick 
in  die  Verknllptung  zwir^chen  dem  Integral,  welches  über  eine 
Function  [{ar)  zwischen  den  gewälilteu  Grenzen  o  und  ß  ge- 
nommen wird,  und  einer  gegebenen  Function  ff{x\  deren  Dif- 
ferentialquotient gleich  der  vorgCHchriebenen  Function  f{x)  ist. 
Ersetzt  man  die  als  veränderlich  geltende  obere  Grenze  ß  des 
Integrals  durch  das  Zeichen  x^  so  folgt  für  die  Function  ff{x) 
die  Darstellung 

(Iß.)  ff  [x)  ^  (f{a)  +  ff{x)  dx. 

a 

Es  wird  daher  jede  Function  (/*(.r),  deren  Differentialqno- 
tieut  gleich  der  betreffenden  Function  f{x)  ist,  erhalten, 
indem     man     zu     dem     von    a    bis   x    ausgedehnten    Integral 
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von  fU)  die  Constiinte  tp{{t)  hinzuaddirt.  Das  um  eine  Cou- 
stantc  vermt'hrtc  voo  eiuem  hdielHgen  Wertlie  u  bis  zu  dem 
Wertlie  x  geuoramcne  Iiitcjfral  der  Function  f{x)  wird  ein  unhe" 
stifnrfiies   Integral    der   Function  f{x)    geoauut    und    durch    das 

Zeiclien  j  f{x)dx  Angedeutet,  so  das«  die  Gleichung  (lü.)  in  die 

Gleit?  hang 

(16b)  tp(x)=  ff{x)dx 

tiberg^eiit;  vermöge  derselben  heisst  die  Function  ff{x)  ebenfalls 

fi'ö   OnhestimmteH    Integral    der    Function  f{x).    Dagegen    hat 

rfav  «;?o#*  der  Grenze  a  bis  ^u  der  Grenae  ß  an,sgedehnte  Integral 

(tcr  I^Z4nrficm  f{.r),  welches  als  Greneweith  eines  Stwitnenausdrucks 

»^inip't     worden   ist,    den  Namen  eines  innerhalb  der  Grenzen  a 

/"^     genommenen   oder   bestimmten  Integrals.      Die  Gleichung 

16)  Tyc^wandelt  sieh  durch  die  angegchefien  Benennungen  in  den 

^^>       €7ass  das  von  der  Grenze  (t  bis  zu  der  Grenze  ß  ausge- 

dehnfc    bestimmte  Integral  der  Function  f{x)  gleich  der  Diff'erens 

von  rZc9%  Werthen  des   sugehijrigen  unbestimmten  Integrals   ff{x) 

w<.  ^^eZclie  der  unteren  und  der  oberen  Grenze   entsprecften;    hei 

aieser-       IHtferenz    muss    der    zu    rfo-    oberen    Grenze   gehörende 

**^^^^oiisu;erih   positiv  ^   der  zu   der  unteren  Grenze    gehörende 

^gati^    g(>ti(^tnmen  werden.    Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 

«>y^-9^     Gleichunff  (1)  enthaltene  At^gahe  der   Integration   durch 

~^^^dlingung ,    dass   die    gesuchte   Function    g   für    den   Werth 

^*^    einen  beliebigen  Werth  g^  annehme,  eindeutig  bestimmt  wird^ 

i'' 
*^<*ss  alsdann  die  Function  y  den  Ausdruck  g„  +  /  f{x)dx 

^fto^^^nt. 

t>ie    im    V(>rlgen  ij  ausge führten   bestimmten  Integrationen 


sollen 


jetzt  unter  dem  neu  gewonnenen  Gesichtspunkte  betrach- 


tet **r 

*^<&rden.     Dort    ist   die    Function  f{j)   gleich   der    mit   dem 

^.   *^U    oder    gebrochenen  Exponenten  k    gebildeten  Potenz  x*'; 

.        ^llziehung  der  nnhestiiumtcn  Integration  bietet  keine  Scliwie- 

rv?^^**^n    dar,   da   nach    der  Gleichung  (13)    des  §  12  für  den 


■^^^mtialquotienten    einer    mit    dem  beliebigen  Exponenten  q 


"**eten  Potenz  die  Bes^timniung  gilt 


Beispiele- 
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(17) 


äi^l_ 


da; 


~  =qx 


,1-» 


Sobald  q  nicht   gleich  Null    ist,   dtlrfeu    beide  Öeiteii   durch  q 
dividtrt  werden,  bo  dass  die  Gleitihung 

entsteht.    Hier  kann  für  jeden  Werth  einer  Grösse  K\  die  ne 
tive  Einheit  ausgenomiuen,  statt  des  Exponenteii  q  der  Exponent 
k+\  geschrieben  Averden ;  dadurch  erbalt  man  die  Gleichung 


(19) 


dx 


tind  diese  sagt  aus,  dass  für  jeden  Wertb  von  h  mit  Ausnahme 

der   negativen  Einheit  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x 
durch  den  Ausdruck 

(20)  I X  dx  =  Y37f  +  const 

bezeicbnet  wird.  In  dem  Falle  h  =  —\  gieht  dagegen  die  zm 
der  DifTerentiation  des  Lagarithmut?  naturalin  dienende  Formel 
(44)  des  §  10  das  Resultat 


(21) 


dloox         _i 
rf,r 


gleich 


vermöge  dessen  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x  ' 

dem  Ausdrucke 

(22)  IsT^  dx  =5  log  X  +  const. 

ist.    Der  Wertb    des   innerhalb   der  positiven  Grenzen  er  und  ^ 

zunehmenden  bestimmten  Integrals  der  Function  a:*  ist  jetzt  nact» 

(16)  gleich  der  Differenz  der  zugebihigen  Functionswertbe -^--— p 

oder  logj*,  je  nachdem  der  Exponent  A:  von  der  negativen  Eia- 
heit  verschieden  oder  derselben  gleich  ist.  Demnach  erhält  man 
beziehungsweise  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen 


(23) 

(24) 


I  X  dx  i^ 

a 

j  x~^dx=^  log/?  —  log«, 


1 

1 

1 
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L  denen  die  erste  mit  der  Gleichung  (18),  die  zweite  mit  der 
►iclinng  (22)  des  vorhergelienden  §  zusammeoßllU, 


I  26.    Haapti&tze  der  ReohnnBg:  mit  Integraleii.    Trans- 
^ormation  eise»  Integrals  dareb  BlnftllLnmgr  einer  aenea 

Variable. 


^^|V  Nachdem   die   Begriftc    der  Differentiation   und    Intcgra- 

^^w&x^  einer    Function   einer    variabelen    Grösse  entwickelt    sind, 

eri:»nern  wir  daran,    dass   in  §  1   anagesprochen   ist,    die  Auf- 

g»-l»e    der   Differential-    und    Integralrechnung    bestehe    in    der 

Kr-fV>rsehnng  der  Beziehungen  von  Grössen,  die  stetig  voränder- 

li*3Li    öind^    die  beiden  Disciplinen    unteif?ehieden    .sich    indessen 

durch    die     besondere    Art    der    zu     lösenden     Probleme    und 

dui-cli  den  f^haracter  der  hierbei  tu  Hberwindenden  Schwierig- 

keitesn.     Der  angedeutete  Unterschied  kann  jetzt  genauer  so  be- 

L    zeiclmet  werden,  dass  die  Aufgabe,    eine  gegebene  Function  in 

H  Bezug  auf  ihre  unabhängige  Variable  /ai  differontiirenj   auf  die 

Anwendung   einer   beschränkten  Zahl    von   Regeln   hinausläuft, 

da.88     dagegen   die  Untersuchung   der   durch   Integration    einer 

I        gegebenen  F'unction  entstehenden  Functionen  einen  unerscbOpl- 

H    lieben  Reichthnm  neuer  Aufgaben  in  sich  schlicsst.     Aus  dieser 

tTrsetche  nehmen  in  der  Rechnung  mit  Integralen  nicht  die  Vor* 

^     »«'Triften  zur  Ausführung  der  unbestimmten  Integration  »oudern 

V     solche  Sätze  die  erste  Stelle   ein,   die  zu  der  Ergrüudung  von 

*'*&en8ehaften   der  lotegrale    dienen.     Hierher  gehören    die  im 

IGang:e   der  Darstellung  bereits  mitgetheilten  Sätze  (D  und  (11) 
des    §   22;   andere  werden  gegenwärtig  angeführt  und  bewiesen 
werden. 
(1)    Wenn  für  das   vtm  a  bis  h   ausgedehnte  Inf  ervall  der 
^^"^016  X  zwei  eindeutige,   ernUichc  und  stetige  Functionen  f{jc) 
.       &{p)   gasten    sind,    tvenn    die    Grössen   a  und  fi  behebig 
^^^^^^^n  a  und  h  gewählt,  und  die  auszuführetiden  Integrationen 
*?er  Grenee  a  bis  eu  der  Grenee  ß  genommen  werden,   so  ist 
^'»'Uegral  über  die  Summe  der  Functionen  f{x)  +  g(x)  gleich 
^"Umme  des  Integrals  über  fix)  und  des  Integrals  über  g(x)j 
^^^^   das  Integral  über  die  Differens  der  Functionen  f{x)  —  gix) 


laaptsitze  di^r  Heohnuiig  nul  lnU<grulun. 


gleich  dem  Resultat  der  Subtraction  de.'i  Integrals  über  g{x)  v(m 

dem  Ink'gral  über  fix). 

Eh  seien  wieder  o?,  a;^, . . .  x^_^  der  Reihe  mich  zwisclieii  {len 
Grenzen  Xf^=^((  und  x^=ß  eingeschaltet;  dann  sind  die  be- 
trefteuden  heätiminten  lutej^rale  nach  §  22  gleich  den  Greuzwer- 
theu  der  folgenden  SumiuenausdrUeke  bei  stets  wachsender  Zahl 
n  und  beständiger  ADnäheruug  der  Zwischenwerthe: 

(2)  /  g(x)dx=\im.{g{x^)(x,-x^)+,,.-¥g{x^_,)(x^-j'^^,)). 

(3)  f\f{x)  +  g(a:))dx 

n 

^nm.{(n^,)+g(xJ}U^^^j-^)+.,,  +  it\x„_,)+g{x^^,)H:^^^x^^ 

(4)  f  {f[x)-g{x}}dx 

n 

=  lim  .  if\x^)  -g{xMx—x^)+  ...  +if{^„^,)-9{^n-^)i^—'^«-^))' 

Verbindet  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zuerst  durch 
Addition,  hierauf  durt-h  Subtraction,  so  ergeben  sich  durch  eine 
SchluHSwcise  die  zuerst  I,  §  IG  entwickelt  ist,  die  zu  beweisendea 
Gleichungen 

(5)  f  {f{x)+g{x))dx=f  f{x)dx  +f  gix) dx 

a  a  a 

(6)  ^  f  {fix)  ~g  ix))  dx^f^fix)  d  X  -^  f%  (x}dx. 

r.  a  II 

(II)  Das  von  a  bis  {i  über  das  Froduct  aus  einer  Coftstante  c 
und  der  Function  fix)  genommene  Integral  ist  gleich  dem  Product 
aus  der  Constante  c  und  dem  innerhalb  derselben  Greneen  über 
die  Fundion  fix)  genommenen  Integral 

Vermöge  der  aufgestellten  Definition  bat  mau 

(7)  '   fcf{x)dx 

n 

= lim .  {cf{x^){x-x^)  +  €f{x,  ){x^-x,)  4- . . .  +  cf{x^_,)  {x^  -x,_,)).  j 
Durch  Multiplication    der   obigen  Gleichung  (1)   mit  der  Coe 


Taöptrftee  der 


nng  mit  Tniegrali 


lie  e  entsteht  hieruach  rait  Hülfe  det*  erwälinten  Schlussver- 
iTcns  die  verlang^te  Gleichung 

(8)  y   cf{x)dx^c/  f{x)dx. 

a  a 

(111)  Ein  Integral^  hd  dem  sich  die  eu  iniegrirende  Function 
als  das  Produci  von  zwei  Fadorcn  darstellen  lässig  von  denen 
tier   eine  f{x),   der   andere   der    volhtändige  Diff'erettiialquotiefU 

— ^ — -  der  I>\4nciion  tf(x)  ist^  und  wo  fix)  und  g{x)  die  für  den 

äSatß  (1)  aufgestellt m  Bedingungen  erfiHlen^  wird  durch  cifie 
Jidethode^  welche  man  die  iheilweist:  Integration  nennt,  folgimlcr- 
-^nassen    als   das  Aggregat  eines  von  dem  Integralzeichen  freien 

I    Ausdruckes  und  eines  anderen  Integrals  dargestellt: 
<«>)    y /"W ^äx=f(ß)g(ßl-Mg(a)-J''-''J^g{a:)dx. 
n  a. 


I 


I 


t)er  vollständige  DitfereotiaUiuotient  des  Products  der  Functionen 

^'{x)  und  g{x)  hat  den  Ausdruck 


CIO) 

Xia 


d{f{x)g{x))         dfix) 


=  ^~~g(iS)'*-f{^) 


dg  ix) 


dz  dx     ''^  '     *  ^   '      dx 

in  Folge  dcf^sen  das  unbestimmte  Integral  der  auf  der 
"i-ef'liten  Seite  heiindlichen  Summe  von  Verbindungen  nach  dem 
"Vorhergehendeu  ij  gleich  fix)  g  (t)  +  const.  ist,  so  wird  das  über 
<Üe  rechte  Seite  von  u  bi«  ji  genommene  Integral  durch  die 
Diiferenz  der  Functionsvverthe  f{ii}g\t'i)--f{ct)giu)  dargestellt. 
:Mit  Hülfe  der  Abkürzung 

(11)  g>m-9{^)=[Ti^)fa 

orhält  man  demnach  die  Gleichung 

Das  auf  der  linken  Seite  befindliche  Integral  ist  aber  nach 
dem  Satze  (I)  oder  der  Gleichung  (5)  als  eine  Summe  von  zwei 
Integraleu  darstellbar 

dfKx) 


dx 


^9i.)^m'-^f)^^-p^fmäx^f 


f(s)'-i^ä.. 


m 
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Substitttirt   man    m  (12)   und    hringt   das   eine  Integral    durch 
Siibtraction  auf  die  andere  iSeite,  so  geht  die  Gleichung 

(U)      yi^,:.)  ■'"J-f  dx^\nT)gU)t  -J  *g'  g(x)äx 

herYor,    welche    mit    der    zu    beweisenden   Gleichung   (9)    zu- 
sammenfäUt. 

Aus  den  Sätzen  (I),(I1),  (III),  welche  für  bestimmte  Integrale 
formulirt  sind,  erhallt  man  eorrespondirende  Sätze,  die  sieh  auf 
unbestimmte  Integrale  beziehen,  indem  man  statt  der  Grösse  /?, 
durch  welche  die  obere  Grenze  der  Integrale  angedeutet  ist,  das 
Zeichen  x  einfuhrt,  und  vermöge  der  im  vorigen  §  aufge- 
stellten Definitionen  die  Bezeichnungen 


/  f{x)dx  +  const.  =  I  fixjdxy 

a 

I  g{x)dx  +  coust,  5=  /  g{x)dx 


anwendet.     Alsdann    verwandeln   sich    die   obigen  Gleichungen 
(5),  (6),  (8),  (9),  respective  in  die  folgenden, 

(^t)        fif^^)  +  9 (^)) ^^~  ffi^) dx+  ^g (x) äx  +  const, 
(6.)        /  {fix)-'ff(x)}dx^  f  t\x)dx-J  5f(a;) da;  +  const, 

(8.)        fcf{x)dx  ^  clf{x)dx-irQ0Vi9X.^ 

(9.)       /fix)  ~^f-dx  =f{x}3ix}  -f^f  ffix)dx-^co^. 

welche   leicht  in  Worte    gekleidet   werden  können. 

(IV)  Sobald  die  mu  integrirende  Ftmction  f(x)  innerJmlb  des 
von  a  bis  fi  amgedehnteti  InierimUs  der  Integration  ihr  Vor- 
geichen  nicht  ändert,  so  ist  da^  Vorzeichm  für  den  Werth  des 
tnigehörigen  bestimmten  Integrals  von  vorne  herein  angebbar; 
en  wird  positiv  oder  negativ^  je  nachdem  das  Vorzeichen  der 
Function  f{x)  und  das  Vorzeichen  der  Differenz  ß—a  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  unmittelbar  ans  der 
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Definitionsgleichung  (1),  da  in  den  einzelnen  Summanden  des 
ZQ  bildenden  Ausdruck»  die  sänimtliL'ben  Fuoetionswerthe  /"(Xq), 
/(zTj  ),  ../'(x^_,)  das  gegebene  Vorzeichen,  und  die  säranitliclien 
DifFerenzeu  x^  —  x^,  x^  —  x^,...  x,^  —  j;„_,  das  Vorzeichen  der  Dif- 
ferenz ß—a  haben. 

Für  den  Fall,  dass  man  das  unbestimmte  Integral  von 
f{x:^y  das  heisst  eine  Function  (fix)  kennt,  deren  nach  x  ge- 
nommener Differentialquatient  gleich  f{x)  ist,  dass  mithin  nach 

dem    vorigen  §  die  (xleiehung  f   f  (x)  d  x  ^=  (f  ({i)  —  tp  {a}    gilt, 

lÄsst    sich  der  gegenwärtige  Satz  so  aussprechen,  dass  bei  einer 

positiven  Differenz  >i — a  die  Differenz  ff(ß) — (f{ct)  positiv  oder 

üegativ  ausfällt,  je  nachdem  fix)  dauernd  positiv  oder  dauernd 

negativ  ist.     Hieraus  ergiebt  sich,    rfass,    wenn  der  Differential' 

9^ohcni  fix)  einer  Fundion  fp{x)  für  das   von  a  Ms  h  gehende 

*^^*'tJall  sein  Vm-eeichcn  nicht  ändert,  die  Function  ff{x}  innerhalb 

'fses'    JtitervalLs  im  algebraischen  Sinne   beständig  wächst    oder 

^*^ciig  abnimmt,  je  nachdem  f{x)  positiv  oder  negativ  ist. 

CV^)  Fin  zwischen  bestimmten  Grenzen  genommenes  Integral 

,         *^^<rch   Vmtauschung  der  oberen  mit  der  unteren  Grenze  in 

^*^^^^egengcsetgt  gleicften  Werth  über. 


«'Hit  dem  in  (1)  detinirten  Integral   /    f{x)äx    werde    das 


rinte 


'^^**^1   /  f{x)dx  verglichen.    Zu  dem   Ende   ist  zwischen  ß 


und 


eine  Reibe  von  Grössen  einzuschalten 

,         ^  lo  =  /^'    ^1»    Sjf  •  •  •  ^,_i,    l„  =  «j 

^  •^T  diese  der  SummeuauHdruck  (1)  herzustellen,  so  daes  die 


Glei 


^U 


iing 


fm 


dx 


^Vit.    Allein  es  hindert  nichts,  die  Grössen  (15)  in  der  Art 
,^^^lilen,  dass  sie  der  Reihe  nach  mit  den  Grössen 

**^iüenfallen,  die  bei  der  Bildung  der  rechten  Seite  von  (1) 
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angewendet  sind.     Dadurch  kehrt  sich  die  Ordnung  der  Zeiger 
lim,  und  die  Gleichung  il6)  wird  zu  der  folgenden 


(18)        f'f{x)äx 


^\\m  \fix,){x^__,-x;\  +f(x,_^{x„_^-x,^_,)  +  .,^f{x;){x-x;}l 

Die  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Summe  ist  aber  gleich 
der  in  die  negative  Einheit  muUiplicirtcn  Summe  (2*)  in  §  20 

welche  nach  einer  dortigen  Bemerkung  bei  wachsender  Zahl  n 
gegen  denselben  Grenzwerth  wie  die  auf  der  rechten  Seite  von 
(Ij  stehende  Summe  convergiit,  und  daher  ebenfalls  das  Integral 

I  f{x)dx  repräsentirt.  Daher  gilt  die  zu  begründende  Gleichung' 


(19) 


f}{x)dx=-fax)dx. 


ain 


r 


(VI)  Es  bezeichne  ß  einen  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß 
eines  hestimnUeii  Integrals  beliebig  angenommenen  Werth,  dann  ist 
das  über  die  gegebene  Function  f{x)  von  a  bis  ß  ausgedehnte 
Integral  gleich  der  f^mmne  der  beiden  über  dieselbe  Function 
ausgedehnten  Integrale,  von  denen  das  erste  von  a  bis  ß^^  das 
sweite  von  ßi  bis  ß  geht. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  am  Ende  de»  §  20  geführt. 

(VU)  Der  nach  der  oberen  Grenze  ß  genrnnmene  Bifferen- 

tialquotient  des  bestimmten  Integrals  j   fix)dx    ist    gleich    dem 

re 

ZU  der  oberen  Grenze  gehörenden  Functionswerth  f{ß).  Der  nach 
der  unteren  Grenze  a  genommene  Differentiälquotient  desselben 
Integrals  iftt  gleich  dem  mit  der  negafivett  Einheit  muUiplicirtcn 
zu  der  unteren  Grenze  gehörenden  Fnnctionsieerthf  —  f{a). 

Während  sich  der  erste  Theil  des  Satzes  mit  dem  Satze 
(II)  des  §  22  deckt,  lässt  sicli  der  zweite  Theil  auf  ähnliche 
Art  beweisen.  Mau  schalte  zwischen  «  und  ß  die  ürcisse  a  +  A 
ein,  so  liefert  der  Satz  (VI)  die  Gleichung 

(20)  J  fix) dx=J  f  ix) dx  +y  f{z) dx. 
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Insofern  die  untere  Grenze  a  des  Integrals  fllr  veränderlich,  die 
obere  ß  für  unveränderlich  gilt,  möge  dasselbe  als  die  Function 
(o  (&)  bezeichnet  werden,  wodurch  (20)  die  folgende  Gestalt  an- 
nimmt 

(21)  10  (a)  =y  f{x)  da;  +  w  (a  +  Ä). 

a 

Hiemach  entsteht  für  die  Differenz  w  (c  +  ä)  —  w  (a)  der  Ausdruck 

f(x)dx. 

a 

Indem  man  hier  die  Betrachtungen  wiederholt,  welche  in 
§  22  an  die   dortige   Gleichung  (6)  angeknüpft   sind,   gelangt 

man  zu  dem  Resultat,  dass  der  Quotient ^ ^  bei 

numerisch  abnehmendem  h  zwischen  zwei  Grössen  eingeschlossen 
ist,  die  von  dem  negativ  genommenen  zu  a  gehörenden  Functions- 
werthe  — /*(«)  beliebig  wenig  abweichen.    Der  nach  der  unteren 

Grenze  a  genommene  Differentialquotient  des  Integrals  /  f{x)dx 

a 

ist  also  gleich  der  Grösse  —/"(«),  wie  behauptet  worden  war. 

(VIII)  Wenn  eine  von  abis  ß  eu  integrirende  Function  als 
ein  Product  von  zwei  Factoren  p  (x)  q  (x)  dargestellt  werden  kann, 
deren  jeder  innerhalb  des  Intervalls  der  Integration  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist,  von  denen  ferner  in  demselben  Intervall 
der  erste  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  der  eweite  cUgebraisch 
sunschen  den  Grössen  M  und  N  enthalten  bleibt,  so  ist  der  Werth 

des  Integrals  j  p{x)q  {x)  d  x   algebraisch    zwischen    denjenigen 

u 

Grössen  eingeschlossen,  die  entstehen,  indem  man  das  über  die 
Function  p  (x)  ausgedehnte  Integral  /  p{x)dx  das  eine  Mal  mit 

a 

der  Crrösse  M,  das  andere  Med  mit  der  Grösse  N  mültipUcirt. 

Die  in  dem  Satze  gemachte  Annahme  bewirkt,  dass,  falls 
Jf<iV  ist,  die  beiden  Differenzen  q{x)—M  und  N — q{x) 
innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  ß  erstreckten  Intervalls  der 
Integration  positiv  sind.  Wenn  man  daher  jede  derselben  mit 
der  Function  p{x)  multiplicirt,  so  haben  beide  Producte  noth- 
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wendig  das  Vorzeichen  von  p  (x).  In  Folge  dessen  liisst  sich 
durch  den  Satz  (IV)  das  Vorzeichen  der  beiden  über  diese  Pro- 
dncte  aasgedehnten  Integrale  bestimmen.  Je  nachdem  das  Vor- 
zeichen von  p(x)  und  der  Differenz  ti—a  zusammenfallen  oder 
nicht,  sei  e=  l  oder  =  —  1 ;  dann  wird  jedes  der  beiden  In- 
tegrale, mit  6  multiplicirt,  gleich  einer  positiven  Grösse,  oder  in 
Zeichen 

(23)  €j^p(x)  {q(x)  —  M)dxz>  0,    t  f  p{x)  {N—'q{x))  dx  >  0. 

tt  a 

Die  zu  integrirende  Function  ist  hier  beziehungsweise  gleich 
der  Differenz  p{x)  q{x)  —  Mp{x)  und  Np{x) —p{x)q{x).  Man 
darf  nun  vermöge  des  Satzes  (I)  statt  jedes  Integrals  eine 
entsprechende  Differenz  von  zwei  Integralen  substituiren, 

(24)  efp (x)  q{x)  dx  —  efMp {x)  dx  > 0,  B^Np  {x)  dx  —  t  jp [x)  q{x, 

a  a  au 

hierauf  nach  dem  Satze  (II)  sowohl  die  Constante  M  wie  auch 
die  Constante  N  vor  das  betreffende  Integralzeichen  setzen, 
und  schliesslich  die  beiden  Ungleichheiten  ableiten 

(25)  efp  (x)  q  (x)  dx>e  Mfp  ix)  dXy    e  NJp  {x)dxz>  sfp  (x)  q  (x)  d 

a  u  a  a 

welche  bei  £  :=  1  die  Ungleichheiten 

(26)  M Jp  {x)  dx  <^fp {x)  q{x)dx<: N Jp {x)  dx, 

a  a  tt 

bei  €=—1  die  Ungleichheiten 

(27)  Njp{x)  dx  <:fp{x)q{x)dx<M  fp{x)  dx 

a  a  a 

ausdrucken,  und  daher  in  beiden  Fällen  den  Inhalt  des  zu  be- 
weisenden Satzes  darstellen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  p{x)  gleich 
der  positiven  Einheit  genommen  wird,  geht  das  Integral  fpix)  dx 

a 

in  den  Werth  der  Differenz  ß—a  über,  und  der  gegenwärtige 
Satz  (VIII)  verwandelt  sich  in  den  Satz  (I)  des  §  22.  Dem  im 
Eingange   des   §  22   hervorgehobenen  Bedürfniss,   für  ein   ge- 
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gebenes  bestimmtes  Integral  Grössen  zu  erhalten,  innerhalb 
deren  sein  Werth  eingeschlossen  ist,  entspricht  der  Satz  (VIII) 
in  vollkommenerer  Weise,  als  der  erwähnte  specielle  Satz,  weil 
eine  Torgelegte  zu  integrirende  Function  je  nach  dem  zu  er- 
reichenden Zweck  auf  verschiedene  Arten  als  das  Product  einer 
FuDction  von  ungeändertem  Vorzeichen  und  eines  vollständigen 
Differentialquotienten  dargestellt  werden  kann. 

(IX)   Ein  bestimmtes  Integral  /  f{x)  dx  kann  durch  Einfüh- 

a 

^^9*^  einer  neuen  Iniegrationsvariahle  in  ein  anderes  transformirt 
^^^^den.  Es  sei  die  Integrationsvariable  x  gleich  einer  stetigen 
-^^»»o^to»  %it)  einer  Variable  t;  während  t  beständig  wachsend 
o^G9^  abnehmend  von  einem  Werthe  q  eu  einem  Werthe  a  fort- 
^^^*'Gitetf  bewege  sidt  x  ebenfalls  beständig  wachsend  oder  abneh- 
"•^^Äci  von  dem  Werthe  a  eu  dem  Werthe  ß;  innerhalb  des  he- 
^^'^c^^t'ateten  Intervalls  sei  die  Bifferene  zwischen  dem  Quotienten 

Z — !.^w.  ^^  ^g^  Di/ferentiälquotienten  -j]—  für  ein  nu- 
n  dt 

''^*^*~iscÄ  hinreichend  kleines  h  numerisch  kleiner  als  dieselbe  be- 

l*G^-£^  ÄZc*«e  Grösse  X;  dann  verwandelt  sich  das  gegebene  Integral 


/^c 


x)dx   durch  Einführung   der   Variable  t   in   das  Integral 

9 

Indem  zwischen  den  Werthen  q  und  a  der  Variable  t  eine 
^^-Vfce  von  auf  einander  folgenden  Grössen  eingeschaltet  wird, 

^^^^tehen  für  die  Variable  x  die  entsprechenden  Werthe 

^*^t:  man  diese  in  die  Definitionsgleichung  (1)  des  zu  transfor- 

,^^^^nden  bestimmten  Integrals   ein,   und  dividirt  und  multipli- 

^y^    die  auf  einander   folgenden    Glieder    respective   mit  den 

*^^renzen  ^, —<„,/,  —  <,,.. .,   so   gelangt  man   zu   der  Glei- 
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(30)  ff{£)äx 

Der  Grenzwerth  ist  vermöge  der  getroffenen  Voraussetzungen 
in  der  Weise  zu  bilden,  dass  die  Anzahl  n  ohne  Ende  wächst, 
und  die  Grössen  (28)  einander  beständig  genähert  werden.  Be- 
zeichnet man  den  Diflferentialquotienten     ^V    niit  y!if)^  so  folgt 

aus  der  über  seine  Beschaffenheit  gemachten  Annahme,  das» 
fUr  die  auf  der  rechten  Seite  von  (30)  vorkommenden  Qnotienten 
die  Ungleichheiten  gelten 

(31)  z'(0     -K■^^^^^^^^-<x'%)^l 

H  (<_,)  -  i  <  ^'•!~?-^  <  z'  ('.-.)  +  ^- 

Es  ist  festgestellt  worden,  dass  die  sämratlichen^DiflTerenzen 
^~C*«~^i»-'  dasselbe  Vorzeichen  haben,  welches  durch 
die  Differenz  a—q  bestimmt  wird,  und  welches  wir  ohne  Beein- 
trächtigung des  zu  liefernden  Beweises  positiv  voraussetzen 
können.  Alsdann  wird  die  rechte  Seite  von  (30)  verkleinert, 
sobald  man  den  als  Factor  des  Functionswerthes  fixit))  auftre- 
tenden Quotienten  für  einen  positiven  Functionswerth  verkleinert, 
für  einen  negativen  vergrössert;  durch  das  umgekehrte  Ver- 
fahren wird  sie  vergrössert.  Bedeutet  nun  A  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  der  vorkommenden  Functionswerthe/*(z(0) 
numerisch  übertrifft,  so  folgt  aus  dem  Obigen,  dass  die  rechte 
Seite  von  (30)  zwischen  zwei  Grössen  enthalten  ist,  welche  er- 
zeugt werden,  indem  man  zu  der  Summe 

(32)  fixit,))  x'iQ  ih-Q  +..+ Az(<._,))  z'(Ci)  it-  O 

den  Werth  Al{a  —  Q)  negativ  oder  positiv  hinzufügt.    Bei  Ver- 
grösserung    der  Zahl  n    und   beständiger  Abnahme  der  Diffe- 
renzen t^  —  t^y  h~tti"'  wird  aber^,  während  ^  und a—p  un— 
geändert  bleiben,  beliebig  klein,  so  dass  sich  der  Ueberschus^ 
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Al{a  —  Q)  beliebig  der  Null  nähert.  Gleichzeitig  convergirt  die 
Samnie  (32)  gegen  einen  Grenzwerth,  welcher  das  bestimmte 
Integral 

(33)  /}{x{t))y:{t)df 
»* 

darstellt.  Mitbin  fallt  der  Wcrth  des  gegebenen  Integrals  mit 
dem  Werthe  des  vorliegenden  zusammen,  und  das  war  behauptet 
worden.- 

Die  abgeleitete  Transformationsglcichung  eines  Integrals 
gewinnt  an  Durchsichtigkeit,  sobald  in  dem  transformirten  In- 
tegral (3.3)  für  X  (t)  das  Zeichen  x  beibehalten  und  für  den  Dif- 
ferentialquotienten —7:-  das  entsprechende  Zeichen  gebraucht 
wird;  dadurch  bekommt  sie  die  Gestalt 

(34)  /f{x)dx=/f{x)-^^-dt. 

a  a 

Da  ferner  die  obere  Grenze  a  derjenige  Werth  von  t  ist,  zu 
welchem  als  Werth  von  x  die  obere  Grenze  ß  gehört,  so  ergiebt 
sich  fUr  das  betreffende  unbestimmte  Integral  die  Transforma- 
tionsgleichung 

(35)  ff{x)dx=ff{x)-f^    dt, 

die  mit  der  Regel  des  §  12,  nach  welcher  die  Function  einer 
Function  diflferentiirt  wird,  correspondirt. 

%  26.    8ats  vom  Mittelwerthe. 

Man  kann  den  Satz  (VIII)  des  vorigen  §,  welcher  fllr  den 
Werth  eines  bestimmten  Integrals  zwei  Ungleichheiten  liefert, 
vermittelst  einer  gewissen  Modification  in  die  zur  Anwendung 
bequemere  Gestalt  einer  Gleichung  bringen.  Dort  wurde 
angenommen,  dass  die  mit  q{x)  bezeichnete  Function  fllr 
das  von  «  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  algebraisch  zwischen  den 
Grössen  M  und  N  liege.  Mithin  darf  man  sich  die  Grössen  M 
und  N  so  gewählt  denken,  dass  die  Function  q{x)  in  dem  be- 
treffenden Intervall  zwar  gleich  3i,  aber  nie  kleiner  als  M,  und 
ausserdem  zwar  gleich  iV,  aber  nie  grösser  als  N  werden  kann. 
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Diese  Voraussetzung  möge  jetzt  gelten,  so  dass  in  jenem  In- 
tervall die  Grösse  M  den  kleinsten  oder  einen  der  unter  ein- 
ander gleichen  kleinsten  Werthe,  die  Grösse  N  den  grösten  oder 
einen  der  unter  einander  gleichen  grösten  Werthe  von  q  (x)  dar- 
stellt. Im  vorigen  §  wurde  die  positive  oder  negative  Einheit  c  so 

definirt,  dass  das  Integral  el p{x)dz  einen  positiven  von  Null 

a 

verschiedenen  Werth  bekommt.  Die  Division  desselben  in  den 
Werth  des  Integrals  e  /  p{x)q(x)dx  liefert  daher  einen   voll- 

a 

kommen  bestimmten  Quotienten 

e I  p{x)  q{x)  dx 

0)  ^, =«. 

E I  p{x)dx 

u 

für  welchen  aus  den  Ungleichheiten  (25)  des  vorigen  §  die  Un- 
gleichheiten 

(2)  M<cR<:N 

folgen.  Vermöge  der  so  eben  hinzugefügten  Voraussetzung  wird 
bei  jeder    von  beiden  Ungleichheiten   der  Fall  der  Gleichheit 
nicht  ausgeschlossen,  was  wir  durch  die  Zeichen 
(2*)  M<It^N 

andeuten.  Demnach  ist  die  Grösse  R  algebraisch  zwischen  dem 
kleinsten  Werthe  M  und  dem  grösten  Werthe  N  enthalten,  den 
die  Function  q(x)  in  dem  von  a  bis  ti  ausgedehnten  Intervall 
empfängt.  Wofern  nun  aus  der  Beschaffenheit  der  Function  q{x) 
geschlossen  werden  kann,  dass  dieselbe,  während  die  Variable  x 
von  a  bis  ß  fortschreitet,  jedem  zwischen  M  und  N  enthaltenen 
Werthe  wenigstens  ein  Mal  gleich  wird,  dann  muss  sie  auch 
wenigstens  ein  Mal  gleich  jenem  Werthe  R  werden.  Gesetzt 
dies  geschehe  für  den  Mittelwerte  der  Variable  a  +  ß  {ß  —  a\ 
wo  6  eine  zwischen  Null  und  der  positiven  Einheit  liegende 
Grösse  bedeutet,  so  ist  die  Grösse  R  gleich  einem  Mittelwerther 
der  Function  q  (x),  der  su  dem  von  a  bis  ß  ausgedehnten  Intervall 
der  Variable  x  gehörty  und  man  hat 

(3)  R=q(a-¥e{ß-a)Y 
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Diese  Gleichung  vertritt  die  Ungleichheiten  (2*).  Es  entsteht 
daher,  sobald  man  für  R  den  in  (1)  angegebenen  Quotienten 
einführt  und  den  Nenner  durch  Multiplication  entfernt,  an  Stelle 
der  im  vorigen  §  bewiesenen  Ungleichheiten  (25)  die  Gleichung 

(4)  ^p  (x)  q  (x)  (lx=q{a  +  H  {{i— «))  ^p  (x)  dx. 

It  u 

Sie  enthält  den  folgenden  Satz,  welchen  man  den  Säte  vorn  Mit- 
telwcrthe  nennt: 

Wenn  eine  von  u  bis  ß  zu  integrirende  Function  cds  ein 
l*roduct  von  zwei  Factor en  p{x)q{x)  dartfestclU  werden  kann^ 
deren  jeder  innerhalb  des  Intervalls  der  Integration  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist,  von  denen  femer  der  erste  in  demselben 
Intervall  sein  Voreeiclien  nicht  ändert,  so  ist  der  Werth  des  Inte- 
grals /  p{x)q  {X)  dx  gleich  dem  Product  aus  dem  Integral  j p  (x)dx 

tl  u 

und  einem  zu  dan  Intcgrationsinicriall  gehörcfid(n  Mittelwerthc 
der  Function  q(x). 

Zu  der  vollständigen  Begründung  dieses  Satzes  fehlt 
noch  der  Beweis  des  Postulats,  dass  die  in  dem  von  a  bis 
fi  ausgedehnten  Intervall  von  x  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  q(x),  wenn  die  Variable  x  jeden  zwischen  a  und  ß 
befindlichen  Werth  annimmt,  mit  Nothwendigkeit  wenigstens, 
ein  Mal  jedem  beliebigen  Werthe  gleich  wird,  der  zwischen  dem 
kleinsten  Functionswerth  31  und  dem  grösten  Functionswerth 
N  enthalten  ist.  Der  Beweis  lässt  sich  unter  Voraussetzungen 
in  Betreff  der  Function  q(x),  wie  sie  in  §  21  fUr  die  Function 
fix)  gemacht  sind,  in  der  folgenden  Weise  führen.  Wir  be- 
trachten zuerst  eine  Function  q(x),  die  innerhalb  des  von  a  bis 
ii  erstreckten  Intervalls  entweder  beständig  wächst  o'der  be- 
ständig abnimmt.  Wenn  q{x)  die  Eigenschaft  hat,  während  x 
sich  von  «  bis  fi  bewegt,  beständig  zu  wachsen,  so  erzeugt  die 
Einschaltung  der  Reihe  von  auf  einander  folgenden  Werthen 
Xq=cc,  x^,  x^,  .  . .  x^_„  x^=ii  eine  Reihe  von  Functionswerthen, 
von  denen  q{a)  =  M  der  kleinste,  q(ß)=N  der  gröste  ist,  und 
die  der  Ordnung  nach  die  Ungleichheiten  erfüllen 

(5)  M=qia)<:q(^x,)<:q{x,) . . .  <:q{cc^_,)<q{ji)=N. 
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S  2G. 


Die  Stetigkeit  der  Function  q(x)  bringt  es  mit  Rieb,  tUss, 
sobald  die  Differenzen  x^ — «,  x.^  —  a;,,  ..^  —  .i;^_,  süiiuntlich 
imuieriscb  unter  einer  heliebi*^  kleinen  GrJisse  liegen,  die  ent' 
sprechenden  Differenzen  der  Fnnctionswertbe 

q(x^)  —  q ia\  q ix^)  —  q(x^\  ...q (/)  —  q {x^_^^ 
ebenfalls  numeriscb  beliebig  klein  werden.  Hierzu  wird  noch 
die  Bedingung  bitizugefügt,  welche  bei  den  in  der  Analjsis  vor- 
kommenden Functionen  in  der  Kegel  erfiUlt  ist,  ilasj?,  wenn  die 
Differenzen  der  Wcrtbe  der  Variable  sännntlieli  kleiner  als  eino 
GrJisee  d  ßind,  die  entsprechenden  Differenzen  der  Functions- 
wertbe  unter  dieselbe  beliebig  kleine  riritsse  /  herabsinken;  die 
gegenwärtig  vorgenonnnene  Kinsehaltnng  sei  so  eingerichtet,  da?S 
sie  der  genannten  VoniU!*setzung  genügt, 

Nun  beKcichne  Tt  einen  beliebigen  algebraisch  zwischen 
M  und  N  enthaltenen  Werth;  es  solt  die  Existenz  eines 
Werthes  von  x  nachgewiesen  werden,  für  welchen  qij)  =  R  ist. 
Der  Werth  R  werde  seiner  algebraischen  OrössL'  nach  mit  den 
Functionswerthen  qia),  qix^),  ..,q(d\^_j),  5 (/:f)  verglichen.  Ent- 
weder ist  7/  einem  der  betreffenden  Werthe  selbst  gleich;  in 
diesem  Falle  hat  man  den  Werth  von  x,  Itir  welchen  qUr]^U 
wird,  direct  gefunden  und  damit  ist  das  Postulat  selbstverständ- 
lich erledigt.  Oder  11  ist  keinem  der  gewählten  Functionswertbe 
gleich;  dann  uiuss,  weil  R  zwischen  M  und  N  enthalten  ist, 
und  weil  die  Ungleichheiten  (5)  bestehen,  die  Grösse  R  zwischen 
zwei  bestimmten  von  jenen  Fitnctionswerthen  g{x„}  und  q{x^^^) 
eingeschlossen  sein,  so  dass  die  Ungleiehheiten  j 

(Ö)  qixj<R<qix,„^,) 

gelten.  In  Folge  der  getroffenen  Voraussetzung  ist  hier  die  Diffe- 
renz j'„4i— iP«  numerisch  unter  (5,  die  Differenz  g(>r,„^.,)  —  ?(*J 
numerisch  unter  X  gelegen.  Es  hat  daher  sowohl  die  Dif- 
ferenz R~-q{xJ  wie  die  Differenz  q[r„^^)— E  einen  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  l  enthaltenen  numerischen  Werth. 
Mithin  wird  die  Gleichung  g(ji:)  — /£=0,  sowohl  durch  den 
Werth  x=^x^  wie  auch  durch  den  Werth  z=x^_^^  mit  beliebi- 
ger Genauigkeit  erfüllt,  der  Unterj^chicd  .r^^j  —  x^  ist  gleichzeitig 
beliebig  klein,    und  desshalb  wird   der  gesuchte  Werth  sowohl 


durch  x^  wie  durch  o;^^,  mit  beliebiger  Genauigkeit  dargestellt 
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Das  Postulat  ist  also  anch  für  den  zweiten  der  unterschiedenen 
Fälle  erwiesen. 

Wofern  die  Function  q{x)  so  beschaffen  ist,  dass  sie, 
während  x  von  o  bis  ß  läuft,  stets  abnimmt,  so  wird  der  ge- 
wünschte Zweck  durch  eine  genau  entsprechende  Betrachtung 
erreicht.  Wenn  die  Function  q{x)  in  dem  von  a  bis  ß  ausge- 
dehnten Intervall  mehrere  Male  vom  Wachsen  zum  Abnehmen 
übergeht,  sind  diejenigen  Intervalle  zu  sondern,  in  welchen  die 
Function  fortwährend  zunimmt,  ferner  diejenigen,  in  welchen 
sie  fortwährend  abnimmt,  und,  falls  solche  '  vorkommen,  die- 
jenigen, in  welchen  die  Function  ihren  Werth  nicht  ändert  oder 
constant  bleibt.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Anzahl  der  Inter- 
valle von  jeder  der  drei  Arten  eine  beschränkte  sei.  Der 
kleinste  Werth  M  und  der  gröste  Werth  N^  welchen  die 
Function  q{x)  in  dem  ganzen  von  a  bis  ß  reichenden  Intervall 
annimmt,  bilden  alsdann  in  einem  oder  in  mehreren  durch 
die  Zerlegung  entstandenen  Intervallen  äusserste  Werthe,  und 
zwar  sind  sie  die  ftussersten  unter  allen,  welche  in  den 
einzelnen  Intervallen  als  solche  Werthe  erscheinen.  Ein  be- 
liebig gegebener  algebraisch  zwischen  M  und  N  enthaltener 
Werth  R  ist  jetzt  zunächst  mit  den  äussersten  Werthen  der 
vorhandenen  einzelnen  Intervalle  zu  vergleichen,  und  muss 
nothwendig  zwischen  den  äussersten  Werthen  von  wenigstens 
einem  dieser  Intervalle  gelegen  sein,  kann  aber  auch  zwischen 
den  äussersten  Werthen  von  mehr  als  einem  Intervall  vorkom- 
men. Für  jedes  einzelne  Intervall,  das  die  Eigenschaft  hat, 
dass  R  zwischen  dessen  äussersten  Werthen  liegt,  lässt  sich 
wieder  eine  der  angestellten  ähnliche  Betrachtung  durchführen, 
und  jedes  Mal  ergiebt  sich  daraus  die  Bestimmung  eines  Werthes 
Xj  durch  welchen  die  Gleichung  ^(a:)— 22,  =0  erfüllt  wird. 
Hiermit  ist  das  in  Rede  stehende  Postulat  in  dem  bezeichneten 
Umfange  erwiesen  und  ebenso  auch  der  Satz  vom  Mittelwerthe 
gerechtfertigt 
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Taylorscher  Satz. 


§  27. 


Capitc!   HL 

Entwickelnng  von  Fuiicfioiien  einer  variabeln  Grosse 
in  Potenzreihen. 

§  27.    Taylonober  Satz  mit  ToUitäudlgpem  Btitauedmok. ' 

Die  Mctlioden  tl^r*  DiftVreiitiireiis  und  Inte^aireiis  zeichnen 
sich  dadurch  aus,  dass  mit  ihrer  HUlfü  verschiedene  Gattunitceü 
von  Aii%ahcn  geeist  werden,  die  ohne  die  Znzieliiinf^  der  luti- 
nitesimalreeliiiung  von  einander  nnabbsinj^ig  zu  sein  scheinen. 
Als  HestäK'^nn*;:  liienon  lassen  sich  aus  dem  Bisherigen  die 
beiden  geometriselicn  ({riindproblenie  anfuhren,  an  eine  beliebige 
ebene  Curve  in  einem  beHtinnnten  Punkte  eine  berührende  Linie 
zn  ennstrniren,  nnd  den  Inhalt  eines  von  einer  beliebigen  Curve 
bej;ren/ten  ebenen  Fläch enstücks  zu  luessen,  welche  Proldeme 
einzeln  zu  übcrwinfien  so  grosse  Anstrengungen  verursacht  bat. 
Eine  fernere  Bestätigung  wird  durch  die  Behandlung  der  Auf- 
gabe erhalten,  auf  welche  1,  §  112  hingewiesen  wurde,  und  die 
dahin  geht,  eine  bestirnnite  gegebene  Function  einer  variabeln 
Grl^sse,  fall»  dies  möglich  ist,  in  eine  nach  den  ganzen  positi- 
ven Potenzen  der  Variable  fnrtschreiteude  Beihe  zu  entwickeln. 

Wie  in  dem  vorigen  Capitel  sei  für  das  von  a  bis  b  aus- 
gedehnte Intnvall  der  Variable  x  eine  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  f{x)  gegeben.  Ausserdem  wird  angenommen, 
dasH  innerhaHt  desselben  Intervalls  der  i-rste  auf  j-  bezügliche 
DitVerentialquotieut  von  / u)  als  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  .r  vorliege;  später  wird  in  gleicher  Weise  das 
Vorhandensein  der  Diftereutialquotienten  der  suceessiven  höhe- 
ren (Ordnungen  vorausgesetzt  werden,  nnd  zwar  Ijedienen  wir 
uns  der  in  §  10  erklärten  von  L(f(]nwgc  eingeführten  Fiezeiüh- 
nungeu /"'(j?),  fix),  ..-/*'''  (a).  Indem  nun  x  und  x  +  h  zwei 
innerhalb  des  bezeichneten  Intervalls  liegende  Werthe  bedeuten, 
suchen  wir  zuerst  den  Wertli  der  Function  fu-\-ft)  in  eine 
Reihe  zu  entwickeln,  die  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen 
des  zu  der  Grösse  x  binzugeftigten  Incremcnts  /*  geordnet  ist- 


J 
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Vermöge  der  Definition  des  ersten  Diiferentialquotienten 
der  Function  f{x) 

(1)  £^)  =/•'(;£)• 

darf  man  die  Function  f{x)  als  unbestimmtes  Integral  der  Func- 
tion f  {x)  ansehen,  und  die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen 
f(ß)—f(o),  die  zu  den  im  gegebenen  Intervall  beliebig  ge- 
wählten Werthen  a  und  ß  gehören,  durch  ein  Integral  aus- 
drücken, das  über  die  Function  f  (x)  von  der  Grenze  a  bis  zu 
der  Grenze  ß  genommen  ist, 

(2)  f(ß)-f{a)=/r{x)dx. 

Die  Unke  Seite  lässt  sich  nach  (11)  des  §  25  durch  das  Zeichen 
[/*(a:)]f  andeuten.  Da  es  aber  freisteht,  in  diesem  Ausdruck 
einer  Differenz  wie  auch  in  dem  eines  bestimmten  Integrals 
den  tHr  die  Variable,  beziehungsweise  die  Integrationsvariable, 
gewählten  Buchstaben  durch  jeden  anderen  zu  ersetzen,  so 
schreiben  wir  statt  der  Gleichung  (2)  die  folgende 

(3)  [nt)t=/ht)dt. 

a 

Das  gewünschte  Ziel  wird  erreicht,  indem  man  für  das  gegen- 
wärtige Integral  in  einer  passenden  Weise  die  in  (III)  des  §  25 
angegebene  Methode  der  theilweisen  Integration  benutzt 

Die  Function  /*'  {t)  ist  gleich  dem  Product  von  sich  selbst 
in  die  Einheit,  die  Einheit  gleich  dem  nach  t  genommenen 
Diflferentialquotienteu  derumeincConstante  vermehrten  Variable  f. 
Wählt  man  die  zu  addirende  Constante  gleich  dem  negativen 
Werth  einer  Grösse  c,  so  verschwindet  das  Aggregat  für  den 
Werth  t  =  Cj  und  es  kommt 

a  a  a 

Alsdann  entsteht,  indem  vermöge  der  Formel  (14)  des  §  25 
theilweise  integrirt  wird,  weil  die  nach  der  Variable  ausgeführte 
Differentiation  des  ersten  Differentialquotienten  den  zweiten 
erzeugt,  die  Umformung 
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(5)  -Jr(.t)^-~^dt=-[nt){c-t)t  +Jrmc-t)dt. 

n  a 

Die  Gültigkeit  derselben  setzt  voraus,  dass  auch  der  zweite 
Differentialquotient  f"(x)  Innerhalb  des  betreffenden  Intervalls 
eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x  sei.  Der 
Factor  c  —  t  lässt  sich  als  der  negativ  genommene  vollständige 

Differentialquotient  der  Function  - — ^-^  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable t  auffassen;  unter  der  Annahme,  dass  die  successive  zu 
bildenden  Differentialquotienten  der  Function  f(x)  die  für  die 
beiden  ersten  Differentialquotienten  vorgeschriebenen  Eigenschaf- 
ten haben,  ergiebt  also  die  abermalige  theilweise  Integration 
das  Resultat 

a  a 

Ferner  entsteht  durch  die  beliebig  ausgedehnte  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens,  da 

(-')'=-f-'>->(c-.).  =  -^(^).- 
ist,  eine  Reihe  von  Gleichungen 


[-/(')^ft:a'^>'=-[r(')ta>/ 

\       a  a 


Die  Addition  der  Gleichungen  (3),  (5),  (6),  (7)  führt  dann  zu 
der  folgenden  Gleichung,  in  welcher  rechts  nur  das  auf  der 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  (7)  befindliche  Integral 
übrig  bleibt  und  links  alle  anderen  Glieder  vereinigt  sind 

(8)    [A<)]f+[r(0(e-o]>[r«^-7'^']''+..+[/^'(<)4'~'],']' 


=y?'^"»^x5'^'^ 
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ihre   Richtigkeit  kann  auch  durch  directe  Ausführung  der  Dif- 
ferentiation der  linken  Seite  bewiesen  werden. 

Das  auf  der  linken  Seite  von  (8)  befindliche  Aggregat  ist 
gleich  der  Differenz  von  zwei  Aggregaten 

o)    m)+r(ß){c-ß)+f{ß)^^-  +  ...+f"Qi)^^=^ 
—  {m +/'(«)(<=-«) + n")  ^^^ + . . . + /^'(«)  ^3- 

I-^gi;  man  der  verfügbaren  Constante  c  den  Werth  ß  bei,  so  re- 
diaoiTt  sich  das  positiv  zu  nehmende  Aggregat  durch  das  Ver- 
seil ^winden  von  allen  auf  das  erste  folgenden  Gliedern  auf  den 
eii^zigen  Functionswerth  fiß)y  während  das  zu  subtrahirende 
A.g'^Tegat  die  Gestalt  bekommt, 

(10>        f^a)  +  f\a){ß-a)+^{ß-ay  +  .,  +  Q^{ß-af. 

I>^T-  Functionswerth  f{ß)  wird  daher  gleich  der  Summe  aus 
dc^ixi  Aggregat  (10)  und  dem  Integral,  in  welches  die  rechte 
Söi-te  von  (8)  durch  die  Substitution  des  Werthes/?  für  die  Grösse 
c    tll>ergeht, 

(1 1>  f{ß)=f(a)  +r{a)  (ß-a)  +  ^  (/^-a)«+  ... 


Hier  braucht  man  nur  statt  a  das  Zeichen  x,  statt  ß—a 
«las  Zeichen  h  einzuführen,  um  auf  der  linken  Seite  den  Werth 
^er  Function  fix  +  h),  auf  der  rechten  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  des  Increments  h  fortschreitende  Reihe  zu 
^Aalten,  zu  deren  (p+l)  auf  einander  folgenden  Gliedern  das 
«estimmte  Integral  als  Restausdruck  hinzuaddirt  wird, 
(12)  f{x+X) 

Diese  Gleichung  enthält   die    Taylorsche  Entwickelung  der 

^****c/ton  f(x  +  h)  als  eine  nach  den  ganzen  Foterusen  des  Incre- 

*•***'«  h  geordnete  Summe  mit  Himufügung  eines  den  Rest  vollstän- 

tt*Sr   ausdrückenden   bestimmten  Integrals;   hierbei  gilt   die  Vor- 

**®*€<«imi7,  das8  die  Function  f{x)  und  deren  sämmtliche  Differen- 


t«a 


RoBtansdruck. 


iuäqtwiimien  fia^)^  f"(x:\..  f^^'^^\x)  inner  kalb   des  hezii glichen 
Intervalls  einäcutiff,  mtdikh  und  stetig  sind. 

In  §  16  ist  hervnr^eliolKcn,  (Ijlss  die  Potenzen  einer  Va- 
riable mit  ganzen  jHtsitiven  Exponenten:  die  Eif^ensebaft  besitzen, 
bei  einer  Differentiation  von  eben  sti  lioher  Ordnung,  als  der 
Exponent  andeutet,  eine  Constante,  bei  einer  Differentiation  von 
höherer  Ordnung  die  Nnll  hervorzubringen.  Hieraus  folgt,  dass 
jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  von  einem  belie- 
biiijei)  nten  Grade  bei  «facher  Differentiation  eine  Constante,  bei 
(n+l)facher  Differentiation  den  Werth  Null  ergibt.  Alle  Differen- 
tialtittotienten  einer  rationalen  pnr/en  Function  von  x  sind  t'Ur 
jede  Änsdehnung  des  lnter\'allö  eindeutig,  endlich  und  stetig. 
Wenn  daher  die  Gleielmug  (12)  auf  eine  rationale  ganze  Function 
fix)  den  »ten  Grades  angewendet  und  die  Zahl  p  —  n  genommen 
wird,  so  ist,  welehen  Werth  aueh  die  Grössen  .i' und  j-f/i  em- 
pfangen mlSgen ,  die  in  dem  Restausdruck  unter  ileni  Inte- 
gralzeichen auftretende  Function  f*""^^  \t)  dauernd  gleich  Null,  so 
daösder  Rcstausdruek  überhaupt  verschwindet;  mithin  wird  (12) 
zu  der  Gleichung 


(12*) 


f(x-hh)  =f(x)  +r(^)h  4-  ^'^  h' 


+  ...+ 


/^x) 


[.{-) 


2.3..«       ' 

die  mit  der  Gleichung  (12)  des  §  ir>,  und,  wie  dort  erwähnt, 
auch  mit  (7)  in  I,  §  49  zuBanmientaltt. 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  befindliche  Integral  ist 

über  das  Product  der  beiden  Factoreu  Z^'*^'  {t)  und  J^z       aus- 

zudehnen,  von  denen  der  zweite  während  des  Laufes  der  Inte- 
gration das  Vorzeichen  der  Grös&e  iß—af  unveränderlich  fest- 
hält. Der  Werth  des  Integrals  kann  deshalb  mit  Hülfe  des 
Satzes  (VllI)  des  §  25  abgeschätzt  werden.  Nach  einer  schon 
wiederholt  gebrauchten  Bemerkung  ist  das  unbestimmte  Integral 

der  Function    ^  .-  ■      gleich  der  Function  ^  „^  /^ . -. ,  +  eonst., 

folglich  erhält  das  von  «  bis  ß  genommene  bestimmte  Integral 
den  Werth 

m\    fyf^  - ')"  d/ = r  -  'i'  - ''"'  1  =  J?^f*' 

'•     '       J    a.3..p  L2.3..p(;>  +  l)J__      2.3..p(p+l 


\ 
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W"^nn  also  der  Werth  der  Function  /''^'\0>  während  t  von  a 
biet  /?  geht,  algebraisch  zwischen  den  Grössen  -3^,+,  und  ^^, 
li^^t,  80  ist  der  Werth  des  abzuschätzenden  Integrals  algebraisch 
zwischen  den  Grössen 

eingeschlossen.  Durch  Anwendung  des  in  §  26  entwickelten 
S£L-t;^6S  vom  Mittelwerthe  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals 
fol^^endennassen  ausdrücken 

tt 

'^^o  S  eine  zwischen  der  Null  und  der  Einheit  liegende  Grösse 
^^^ ^lehnet  Die  Einsetzung  von  (15)  in  (11)  erzeugt  daher  die 
^  *  ^  ichung 

,         •••^2.3..p^^     "^    ^        2.3...(p4-l)        ^     "^      ' 
^^^O-  die  Entwickelung  der  Function  f{x+h)  in  (12)  nimmt  die 
^^^^^prechende  Gestalt  an 

Die   Darstellung  des  Restes   hat  die  merkwürdige  Eigen- 

®^^«ift,  dass   sie   sich   an   das  Bildungsgesetz  der  Glieder  der 

^"^ilie  anschliesst.    Das  allgemeine   mte   Glied   der   Reihe  ist 

^*^ich   dem  Product   des  (m— l)ten  Differentialquotienten  der 

^Xjction  f(x)  und  der  (w—l)ten  Potenz  des  Increment/»,  durch 

^^  aus  den  natürlichen  Zahlen  gebildete  Product  (m— 1)!  divi- 

^^"■"■t:.    Der   Restausdruck,   welcher   zu   der   auf  (p  +  l)  Glieder 

^^ ^gedehnten   Entwickelung   hinzuzufügen   ist,   wird   aus  dem 

^  -~l-2)ten  Gliede  der  Reihe    abgeleitet,    indem  man   bei   dem 

^  "~*-l)tenDiflferentialquotienten  der  Function  f(x)  an  die  Stelle 

^^^  bestimmten  Arguments  x  den  Mittelwerth  x  +  Oh  setzt,  wel- 

'^^^r  sich  auf  das  von  a;  bis  a:  +  h  ausgedehnte  Intervall  der  un- 

'^^^^ängigen  Variable  bezieht. 
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§  28.  Mao  leaurln'flolier  8ats  mit  volUtKiidlffoiii  Btstaiuidraok. 

Für  das  Verständniss  der  Gleiclinng  (11)  des  vorigen  §  ist 
es  wesentlich,  za  beachten,  dass  innerhalb  des  von  a  bis  b  aus- 
gedehnten Intervalls,  für  welches  die  Function  f{x)  und  ihre 
Diiferentialquotienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben 
sind,  die  Grössen  a  und  ß  beliebig  geändert  werden  dürfen. 
Bei  dem  in  (12)  dargestellten  Tay^or'schen  Satze  liegt  der  Nach- 
druck darauf,  dass  das  ausgewählte  engere  Intervall  mit  einem 
beliebigen  Werthe  x  beginnt.  Man  kann  jedoch  auch  der  Auf- 
fassung den  Vorzug  geben,  dass  der  Werth  a,  mit  welchem  das 
Intervall  anfängt,  ein  bestimmter  und  die  Grösse  des  Intervalls 
ß — a=x  eine  beliebige  sei.  Dann  nimmt  die  erwähnte  Gleichung 
(11)  des  vorigen  §  die  Gestalt  an 

(1)  aa  +  x) 

tt 
und  gleichzeitig  wird  aus  der  zugehörigen  (15)  die  folgende 

^^>  J     2.3...p^"+'^     '^'"      2.3...(i,+  l)^     ' 

a 

WO  ö  wie  früher  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Die 
vorstehende  Gleichung  (1)  liJst  die  Aufgabe,  eine  gegebene 
Function  f{a  +  x)  in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen 
der  Variable  x  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln.  - 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  von  a  bis  h  erstreckte 
Intervall,  in  welchem  fj^oc)  und  seine  successiven  Differential- 
quotienten eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  den  Werth  der 
Null  in  sich  begreift,  kann  nun  auch  der  Werth  a  gleich  Null 
angenommen  werden.    Alsdann  liefern  die  Gleichungen  (1)  und 

(2)  für  die  Function  f{x)  die  folgende  Entwickelung,  die  nach 
den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variable  x  geordnet  ist, 

(3)  f{x) 

0 


§    2». 


ünendliclie  Potenxreihen. 


ut 


J     2.3. ..p  ^^      '^    '*^-2.3....(p  +  l)- 


-»•+» 


Sie  stellt  den  Mac  Laurin'achm  Saijs  mit  Ilinsuftif^ntj  des 

»voZZjs^tändigcti  Ee^tauiidrucks  dar. 
Durch  die  gefundene  Gleichung  (:H)  wird  die  Fuuctiou  f{x) 
^^       die  Gestalt   einer  Reihe    ^'ebraeht,    bei    weli-her    die  Coeffi- 

^ci «Eliten  der  auf  einander  folgenden  Potenzen  der  Variaide  j'  Con- 
Bt^mten  sind,  die  aus  der  Division  von  den  v.u  dem  WertheiP=n 
&^^^3renden   successiven   DifTereutialquotieiiteii    durch    die    ent- 
l*F^  rei^jhendeu  Zablenfacultäten  entstehen. 


I 


Unbegrenzte   Entwlokelimg  einer  Fimotlon  doroh  den 
T&ylor'sobeti  and  Uac  Laurin^flclien  Satz. 


Aus  der  Ableitung  des  mitget heilten  Vertahrens  geht  lier- 

^^^**,    dass  dasselbe  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  ausge- 

"^"■^^üt  werdf.'«  darf,    wofeni  nur  die  zu   t-ntwiekelnde  Function 

^*^<i     ihre  üiti'erentialiiuotienten  bis  zu  der  entspreehenden  Urd- 

"'^^^g   die  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllen.    Auch  haben 

^x^      Glieder   der  Reihe   ein  solches  Rildungsgesetz,  dass,  wenn 

"^*^       Anzahl  p  zuerst  einen    hestinimten  Werth    enipfangeu   hat 

^^^^'i     später  einen  grosseren  Werth  i?^  erhält,  die  ersten  (p  +  1) 

^■^*^^der  der  Reihe  dieselben  bleiben,  und  statt  des  zu  den  (p  +  l) 

7^*-^«idern   gehörenden  Restausdrucks   die   Summe    der  (p^—p) 

'^■^5"«3nden  Glieder  und  des  neuen  zu  den  (j),  +  1)  Gliedern  ge- 

^"^'^nden   Restausdrueks   eintritt.     Man    kann    daher    unter   der 

*^*"au8!ietzung,    dass    die    zu   entwickelnde  F'unetion    und    ihre 

»'****^tfcintliehen  Differentialquotienten  bis  zu  einer   beliebig  hohen 
^<^liiung  die  verlangte  ßesehaffcnheit  besitzen,  der  betreffeuden 
--^trwickehnig  eine  unbegrenzte  Au.sdebnuug  gehen,  indem  man 
***^^    auf  die  allgemeine  Dclinitiou   stützt,    die   in  I,  §  105  von 
^^     Convcrgenz    einer    unbegrenzt    ausgedehnten    Summe    ge- 
5^V>^n  jg^^    Hiernach  leuchtet  es  ciu,  daas  die  iu  Rede  stehende 
^»iime  bei  unbegrenzter  Ausdehnung  dann  und  uur  dann  con- 
^"'*girt,   wenn  der  als  bestimmtes  Integral  dargestellte  Rest  die 
^*i5<iD8cliaft  hat,  für  einen  binreichend  grossen  Werth  der  Zahl 
^  ^»omerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  zu  werden. 


tu 


ßinomiaircihe. 


§  30 


Sobald  dies  festgestellt  ist,  giebt  die  convergente  Reihe  noth- 
wcndig  eine  Darstelhmg  der  hctreflendcn  Functi<tn,  und  demzu- 
folge fuhrt  die  Gleichung  (17)  des  j^  27,  die  Gleichung  (i)  und 
(3)  des  §  28  respective  zu  den  folgenden  Ent Wickelungen  eiW 
Function  einer  Variable  in  eine  unendliche  Reihe: 

r'(.r) 


f(a:+h)=f{x)-^rix)h-^ 


"  ^-^2.3. .:p'*  + 


f{a'^x)^f(a)+r(a)x  +  f^x'-i^.,  +  l^^x''h 


f''\a) 


: 


nx)=fm  +  rm^  + 


rm 


x-^..+ 


/^^  (0) 


-'  x^  + 


2.3...p' 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  drückt  d^n  Tatflor schen^  die 
dritte  den  Mac  Laurin'schen  Sats  aus. 

Beide  Sätze  sind  ursprünglich  zu  dem  Zwecke  gebildet 
worden,  eine  gegebene  Function  in  eine  unendliche  Reilie  zu 
entwickeln,  während  die  HinzufUgung  des  Rcstausdrucks  und 
die  Erörtcruug  der  Convergenz  aus  einer  späteren  Zeit  herrührt. 


S  30.    BlnomUlrelhe. 


Mit  Hülfe  der  dargestellten  allgemeinen  Methode  sollen 
jetzt  die  Orundfunctionen  derAnalysis  entwickelt  werden,  deren 
auf  einander  folgende  Differcntialquoticutcn  in  §  16  angegeben 
sind.  Üeu  Anfang  macht  eine  Potenz  der  Variable  von  belie- 
bigcm  Exponenten  x";  die  Differentiatquotienten  der  verschiede- 
nen Ordnungen  haben  den  folgenden  Ausdruck 


1^..    T 


(1) 


dx 


-l)a;' 


.»»-2 


'^-^~^-  =  «(n  -l)(n-2)...(tt-iJ+l)ar"-*. 
d,T 

Dass  die  Function  und  ihre   sänimtlicheu  Differentlalquotient 

bei   einem   ganzen  positiven  Wertb  von  n  für  jeden  gegebenen 

Wcrth  von  x  eindeutig,    eudlich   und   stetig  sind,  ist  melirfacli 

erwilhnt  worden.  Nach  §  8  wird  die  Function  und  ihre  sänimt 


§  so. 


Binomialreihe. 
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Küchetii  DifFereDtialquotienten  bei  einem  ganzen  negativen  Expo- 
nenten n  für  A'  =  0  unendlich,   »ie   bleiben  aber   für  alU:^  in)si- 
tiv-^M  und  negative«  Werthe  der  Variable  eindeutig,  eudlicli  luiil 
,  stet:  ig. 

In  dem  Falle,  dass  der  Exponent  n  nicht  einer  ganzen  ZaJil 
kicli  ist,  setzt  die  von  der  Function  x"  gegebene  Detiintion 
^^13  positiven  Werth  der  Variable  üt  voraus,  und  zwar  gelten 
Idio  aufgestellten  Gleichungen  (1)  vermöge  einer  in  i;  0  ge- 
tna.oliteu  Bemerkung  auch  mit  Einscbluss  des  Werthes  x=^(\  so 
[kn^e  der  auf  der  rechten  Seite  erscheinende  Exjtonent  einen 
jpositiven  Werth  bat.  Weil  aber  der  gegebene  Exponent  n  bei 
lii&oli  und  nach  steigender  Ordnung  der  Diiferentiation  lun 
|Atet:6  gnissere  Zahlen  vermindert  wird,  so  gelangt  man  in  (1) 
ili  csslieh  immer  zu  solchen  Gleichungen,  bei  denen  der  auf 
i-echten  Seite  vorkommende  Exponent  negativ  ist  und  mm 
IftUoli  negativ  bleibt.  Aus  diesen  Gründen  ist  man  nur  dann 
[Biolaer,  dass  die  Function  x"  und  ihre  sämmtlichen  Differentisil- 
M*^ot.ienten  bei  einem  Werthe  von  n,  der  keiner  ganzen  jtositiven 
'^^lil  gleich  ist,  Ui)erall  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  wenn 
"^^"ö  festsetzt,  dass  die  Variable  x  jeden  beliebigen  positiven 
^^^■rth,  mit  AusKclduss  des  Werthes  Null,  erhalten  darf.  Wir 
*"aol:ien  die  bezügliche  Annahme  und  fordern  also,  indem  wir 
^*^^  X^'unctiou  f{.v)^=x"  in  die  Gleichung  (1)  des  ^  28  substi- 
tai-r^^^  dass  die  Grössen  aunda  +  ^'  die  Nu!!  Hbertrcflfeu.  So 
entsteht  die  Gleichung 
(a+  r^-x**       •  .  w    "-'     .  »(w— 1)   »-9  2,       ,  n{n-l)..(n-p  +  l)   «-/»  i.  ,  t> 


R 


»»-♦- 


*     J  U2.Z...P 


-Iß)  r'-\a^x^ifdL 


R 


Die  Gleiehnng  (2)  des  §  28  liefert  für  den  Rcatausdruek 
die  Darstellung 

»      _  n{n^  1) . . .{n—p]  ,  ..-p-i    p^i 

'"^+^"     1.2.3...(i;  +  l)    ^"  +  '^'^^         ^     ' 

1^^  Welcher  mit  0  ein  positiver  echter  Brach  bezeichnet  ist.  Die 
S^^enwUrtige  Entwickelung  der  wteii  Potenz  des  Binoms  tt+x 
^*^Td  bei  unendlicher  Ausdehnung  zu  der  in  I,  §  112u.  s.  f.  un- 
^^i'Süchteü  Tiimmialreihe.   Um  dieselbe  Gestalt  hervorzubringen, 
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s« 


sind    beide  Seiten    der    vorstehenden    Gleichung  (2)    durch    di 
positive  Grösse  a    zu    dividiren  und   hierauf  ist   '    durch  s  z 

ersetzen.  ^M 

Die  Convergenz  der  gefimdencrt  Reihe  wird  jetzt  vermög 

des  Restausdrueks  7?^,^,  heurtheilt  werden,  wobei  uielirere  Fill! 

zu  unterscheiden  sind.     Es  sei  erstens  die  Grösse  .r  positiv  üb 

kleiner  als  «;    dann   kann    man    aus   (3)  Bchliesseu,    dass   si( 

7?p^j  für  bestäadig  wacliscnde  Weithe  der  Zahl  ^j  der  Null  nähei 

muss.    Indem  ans  den  (/J  +  l)    sneeessiven  Factorcn  des  vorli 

genden  Zählers  die  ne^jative  Einheit  als  Faetor  herausgezoge 

V» — /i— 1 


und  von  der  Potenz  {(t  +  Ux) 
wird,  findet  sich 

(4)      JJ, 


der  Factor  (a  +  Ox)    Abgelij 


>+i 


Die  Anzahl  (p-h  1)  der  Brüche  (~''\   (—-).  -  .  •  (  ''^ 

stimmt   mit    dem  Exponenten,  zu  dem  die  Verbindung  

erhoben  ist,  überein,  so  da-ss  jedeni  der  Brüche  einer  der  Fe 
toreu  der  (|)  +  l)ten  Potenz  zugeoninet  werden  darf.  Die  @ 
nannten  IJrlicbc  sind  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  nothvvend 
positiv  und  kommen  bei  wachsendem  Stell enzeiger  der  EinlM 

beliebig   nahe;    die  Verinndung  hat  vermöge  der    | 

troffenen  Voraussetzung  einen  positiven  Werth,  welcher  zwisclJ 


—  und  — , —  liegt, 


mithin    lutchstens  gleich  der  Grösse 


a: 


1 


deren  Werth  kleiner   als  die  Einheit   sein  soll.    Man  ist  sot 
immer  im  Staude,  einen  Stellenzeiger  p  anzugeben,  flir  weicht 

das  Produet  f  —-^!-]  —  und  daher  auch  das  Prodtict  f       " )  — "^^ 

sowie  die  sUmmtliehen  Prodnetc  [ —  ]  — ^  ?  •  •  [ '-  "  j  — ^ 

unter  einer  Grösse  ^  liegen,   die   seihst  kleiner  als  die  Eiiiliai 
ist.    Der    in    (4)   aufgestellte    Ausdruck    von    i?    ,  besteht  a 

dem    von   p   nuabhütiglgcn    Factor    (a+Hxff   ans  dem  Fact- 


so. 


Binomialreihc. 


U9 


p-1- 


~)  ft  +  ßx 


I 


( —  1  /*  ,  der  nur  das  Vorzeichen  hctriift,  aus  dem  Produet  der 
bcscbrjlakten  Anzahl  von  Factoren 

und  endlich  aus  dem  Produet  P  der  so  clien  eharacten{>ir- 
ten  positiven  p — 0+  l  Factoron.  Das  l'roduet  P  ist  aber 
von  kleinerem  Werthe  als  ein  Produet  vod  ;;  - 1'  +  1  Factoreu, 
«leren  jeder  gleich  der  unter  der  Einheit  enthaltenen  Grüsse  ^ 
ist»  otler  als  die  Potenz  f~^''^  .  Weil  nun  die  positive  Zahl 
l'~'P  H—  I  beliebig  gross  genommen  werden  darf,  ond  weil  nach 
1»  §  lO  eine  Potenz  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grösse  ^ 
illr  einen  beliebig  hohen  Exponenten  beliebig  klein  wird,  so  hat 
das  Produet  P  und  tleshalb  aueh  der  Uestausdruek  U^_^_^  für 
eine  wachsende  Zahl  p  die  Null  zum  Greuzwerthe,  wie  bo- 
*iau|)ttit  wordeu. 

^iir   den   zweiten  Fall,   in   welchem  die  Grösse  x  negativ 

*^ud  numerisch  kleiner  als  die  possitive  Grösse  «  i«t,  gelaugt  mau 

*lurch    eine  andere  Sehätzung  des  Integrals  R^_^_^  zum  Ziele.  Bei 

*  ^n   l>eiden   unter  dem  Integralzeichen  vorkommendon  Potenzen 

^•*t   liij.  f[j^.  von«bis«+:r  auszudehnende  iutegration  die  Basis 

bestUiKÜg  das  positive^  die  Bjisis  «-fx' — t  beständig  das  Vor- 

*<^^chen  vonx",  welches  gegenwärtig  negativ  sein  soll.  Wenn  man 

^aher   <lie  Potenz  f  ^''~*  in  das  Produet  von  /"~  und  t~^'  zerlegt, 

*^^"*  l^anu  der  Factor  T^  («  +  .<•  — 0"^''  abgesondert   werden,   und 

^^    über    den  Factor  f  ' 


auszufllhrende  Integral    liefert    deu 


li 

"itbin  giebt  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Mittclwerthe  den 
*^|^?<?iirlcn  Ansdriiek,    in  wel ehern    die  Grösse  n   im  Zähler  und 
^enucr  fnrtgehoben  und  durch  n  ein  positiver  echter  Bruch  ao- 
Meutet  ist, 

otatt  der  negativen  Grösse  jt-^tix  kann  deren  absotuter  Werth 
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—X  4-  ax  eingeführt  werden;  durch  Vertheüung  der  p  negativen 
Einheiten  an  die  p  Faetoren  des  Zählers  kommt  dann 

(^)  «.^. = MM-  •  ■{M^^''-^r-»-){^^). 

Der   auf  die  pte  Potenz   zu    erhebende  Bnicli    hat  hier  einen 
Werth,    der   hüchstena  gleich    der   unter  der  Einheit  liegenden 


Grfi88e        '  -  ist,  wie  aus  der  Gleichung 


—  <F  +  ax 


—x 


ax  («  +  x) 


«+a.r  a  aia-\-ax) 

ht.'rvf)v;;cht,  da  ß, a  +  ar,  a-^-ox^a  positive  Grössen  sind,  x  aber 
uegfitiv  ist.  Demnach  gilt  in  Bezug  auf  die  rechte  Seite  von 
(7)  dieselbe  Itetrachtimg,  die  Über  die  rechte  Seite  von  (4)  an- 
gestellt ist,  und  mau  erhält  das  Resultat,  dass  der  Restausdruck 
/?  unter  der  angegebenen  zweiten  Voraussetzung  bei  einer 
stct.s  wachsenden  Zabl  p  ebenfalls  gegen  die  Null  eonvergirt. 

Sobald  die  Grösse  .r  einen  positiven  über«  liegenden  Werth 
hat,  genUgt  die  Betrachtung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe, 
um  zu  erkennen,  dass  ihre  numorischcn  Werthe  mit  wachsendem 
Stellenzeiger  jedes  Mass  überschreiten^  und  daas  aus  diesem 
(xrunde  eine  uuendüche  Ausdehnung  der  Reihe  nicht  zulässig 
ist.  Auf  gleiche  Weise,  wie  aus  (3)  der  Ausdruck  (4)  hervor- 
gebracht wird,  erhält  man  ftir  das  (j)-hl){e  Glied  der  rechten 
Seite  von  (2)  die  Gestalt 

'-'--ICf 


d 


(8)       »"(- 


^)"mc-i")e-7")-(- 


Indem  man  wieder  jeden  der  ^  Faetoren    '      mit  jedem   der  p 

Brnche  multiplieirt,  leuchtet  es  ein,  dass  bei  einer  hinreichend 

grossen  Zahl  p  immer   eine  Zahl  p  gefunden  werden  kann,  für 

welche  sowohl  das  Product  (  — -?}  -  wie  auch  die  sänmitlieben 


folgenden  Producte 


\     1)4-2     }a'"\        p         ja 


grösser  als 
Hieraus   folgt 


l>4-2  /  «  \  p 
eine  über  der  Einheit  liegende  Grösse  ^  sind, 
aber,  dass  das  in  (8)  dargestellte  {p  +  l)te  Glied  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  seinem  absoluten  Werthe  nach  von  einem  ge- 
wissen Zeiger  (p  4- 1)  ab    grosser    sein  muss   als   das  Product 


§    30- 


Blnomialreihc. 


lljt 


I 


I 


■  festen  Grösse  in  die  (p  —  p)te  Potenz  einer  lüicr  der  Ein- 
liegenden Orösse  ^,  nud  deshalb  in  der  Tbat  uacb  und 
jede  j;egcbene  Gr(5s!*c  übertrift't. 
Das8  in  der  vorliegenden  Reihe,  die  Variahte  x  einen  nej^a- 
tiven  Werth  erhalte,  welcher  den  Wertli  a  numerisch  übertrifft^ 
i&t  dnrch  die  Voraussetzun«;,  dass  die  Grössen  «  und  a  -{•  x 
positiv  sein  sollen,  ausgeschlossen.  Man  sieht  aber  vermöge 
der  so  eben  durehgeflihrteu  Betrachtung,  dass  alsdann  ebenfalls 
die  einzelnen  Glieder  der  Reihp  fUr  zunehmende  Zeiger  nu- 
nierische  Wertbe  erhalten  wUrden,  die  über  jedes  Maas  hinaus 
wüchsen. 

Öie  bisherigen  Ergebnisse  lassen  sich  dahin  zusammen- 
lasen, dasa  die  anf  der  rechten  Seite  von  (2)  befindliche  Reihe 
'>^i  unendliehyr  Ausdehnung  convergirt  und  die  Function  (n  +  xf 
darstellt,  so  lange  der  numerische  Werth  der  Grösse  x  kleiner 
ist  als  die  positive  Grösse  a,  dass  dagegen  die  unendliche  Reihe 
nicht  convergirt,  wofern  der  numerische  Werth  der  Grösse  x 
Sr<^>88er  ist  als  die  positive  Gritsse  «.  Jetzt  fehlt  noch  die 
Untersuchung  der  Fälle,  in  denen  x  =  o  und  x  —  —  u  ist. 

Rei  der  Annahme  x  =  a  kann  der  in  (4)  enthaltene  Aus- 
tlru<»|5^  des  Restes  H^,^^  in  der  Weise  benutzt  werden,  dass  man 
die  Bedingungen  aufsucht,  uuter  denen  sich  das  daselbst  vor- 
^ominende  Froduct 


(-H^)M-  (Sl) 


^inc  wachsende  Zahl  p  der  Null  uUhert.     Von   der  Verbin- 

— -— — )  bei  der  der  echte  Bruch  für  geänderte  Werthc 

ebenfalls  andere  Werthe  erhalten  kann,  und  die  nunmehr 

T— — -  wird,  kennt  man  keine  obere  Grenze  als  die  Ein- 
1  +  ö 

neit  Selbst;  mithin  darf  nicht  geschlossen  werden,  dass  die  Potenz 
^1  für  eine  wachsende  Zahl  p  ahueluiien  müsse.  Das 
Prodiict  (9)  entsteht  ans  dem  Froduct 

BOual^  y  den  Werth  n-V\    erhalt,     und    convergirt   also    natdi 


isa 
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I,  §111  für  eine  iiiiliegreiizt  wacbseude  Zahl  von  Faetoren 
gcf^on  die  Null,  sobald  «+l  positiv  ist.  Da  duu  keiner  der 
auf  der  rechteu  Sidte  von  (4)  zu  dem  Product  (9)  hinzutrc- 
tendeu  Factoreu  bei  wachsender  Zahl  p  einen  festen  Werth 
tlberHchreiten  kann,  so  nähert  sich  der  Re^ftausdruek  R^^^  der 
Null,  wofern  die  Grösse  »+1  positiv  ist,  oder  n  oberhalb 
der  negativen  Einheit  liegt.  Unter  dieser  Yorau.ssetzung  conver- 
girt  daher  die  unendlich  ausgedehnte  Reihe  (2)  auch  für  den 
Werth  X  =  a. 

Wenn  n^=  —  1  ist,  werden  die  Coel'tieienten  der  Reihe 
abwechselnd  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich,  und 
die  hervorgehende  geometrische  Reihe  couvergirt  für  j:=a  nicht 
Ik'i  einen»  nnter  der  negativen  Einheit  Hegenden  Werthe  von  n 
erhalt  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

n(>*-l)(n-2)...(n-i)+l)   » 
1.2.3...i> 

die  Eigenschaft,  fUr  eine  wachsende  Stellenzahl  p  jede  gegebene 
Grösse  KU  übertretfen,  wie  in  1,  §  119  aus  dem  Verbalten  der 
untersnchten  unendlichen  Producte  abgeleitet  ist;  die  Convergenz 
der  Reihe  wird  hierdurch  ausgeschlossen. 

hl  Retreff  der  Annahme  x  =  — «  verweisen  wir  anf  die 
ebenfalls  in  1,  §  1H>  ausgeführte  endliehe  Summation  der  Reihe, 
wonach  die  unendliche  Reihe  so  lange  eonvcrgirt,  als  der  Expo- 
nent n  positiv  ist.  Die  gegenwärtig  ermittelten  Bedingungen 
der  Convergenz  sind  in  den  a.  a.  0.  mitgetheilten  Redingungen 
eingeschlossen;  die  letzteren  beziehen  sich  anf  reelle  und  eom- 
plexe  Werthe  der  Variable,   während  jetzt   nur    reelle  Werthe 


m 


zugelassen  werden. 


§31.   I.o^&ritlimliobe  Beth«.  V^rgrlelehttiig^  einetZ.o^aiithmiii' 
mit  der  Summe  einer  barmonlaohen  Belhe. 


* 


Wie  sich  die  Definition  der  Function  Logarithnms  auf  alle 
positiven  Werthe  des  Numerus  mit  Ausschluss  der  Null  erstreckt, 
so  gelten  auch  die  Ausdrücke  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienteu,  uümlich 
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U) 


'    dlogx  J^ 

da  X 

d*\ogx  _  —  1 

~dx*      "■     X* 


d'logx  ^ ^_  j.,-1  1  .2.3..(p— 1) 


da."  / 

'Q  tieziiselben  UmflEinge   und  sind  eindentig,  endlich  and  stetig, 
•^eon      daher,   wie  im  Yorigen  §,  zwei  positive  Grössen  a  nnd 
^+«?      gewählt  werden,   so  bringt  die  Eintltthrung  der  Function 
f(^)==   logic  in  die  Gleichung  (1)  des  §  28  das  Resultat 

(«  +  0=)  =  log a  +  ^- 1  '"i  + ...  +  (^'  4  +  «,« 


•2) 


^..--i-ir  r^'^^ät; 


feTnet:ir       f^igt  ^us  (2)  desselben  tj,  indem  6  einen  positiven  echten 
BtuttVi      bedeutet, 


V+l  ,     ,        /        ,     /l     \P+1 


p  +  1     («  +  «.rf 

^*"^^^*"Cih,   dasö  man    die  Grösse  loga  auf  beiden   Seiten   der 
eTstCTx     Gleichung   (2)   subtrahirt,   erhält   man  fllr  die  Differenz 

log Qce  ^ a;)  _ log d,  die  gleich  log II  +  —  J   ist,   eine  nach  den 

roteix^^^Q  des  Quotienten  —  fortschreitende  Reihe,  die  unendlich 

a 

^^ge<iehnt  mit   der   in   I,  §  120  mitgetheilten  logarithmischen 
^^^    zusammenfällt. 

TJm  die  Voraussetzungen   ihrer  Convergenz  mit  Hülfe  des 

^sUitisdruckes  R^^^  zu   erkennen,   werde   wie   im   vorigen   § 

i^tahren.    Sobald  x  positiv  und  kleiner  als  die  positive  Grösse 

oo.er  auch  derselben  gleich  ist,  so  convergirt  die  Reihe,  weil 

*^^u    ^^j  Ausdruck  (3)  des  Restes  72^  ^^  für  eine  beständig  zu- 

^^^mende  Zahl  p  der  Null  nähert.    Denn  derselbe  ist,   abge- 

*^nen  von  dem  Vorzeichen  (—  l)",  gleich  dem  Product  des  gegen 


\ 


^^ö  Kidl  abnehmenden  Quotienten —"-    und    der    (p  +  l)ten 


IS4 


Logarithmischo  Reibe. 


§31- 


PotcQK  des  positiven  Bruches 


«  -I-  da 


dessen  Wcrth  nicht  klei— 


mithin   unter   der 


ner  als     - —  and   nicht   ffrtlsser   als  -  ist, 

Einheit  liegt  oder  nur  äussersten  Falles  diTsellien  gleichkommt; 
alsü  kann  der  Werth  der  Potenz  niemals  die  Einheit  über- 
treffen.  Bei  einem  negativen  Werthe  von  Xj  der  numerisch 
kleiner  als  a  ist,  henutKcn  wir  die  in  (2)  enthaltene  ursprüng- 
liche Darstellung  des  Restes  ii^^i  aln  Integral,  und  zerlegen  die 
unter  dem  lutegralxeiehen  vorkanmiende  Function  in  die  beiden 


Factoren 


(a+a.-  — ff 


1 


die  während  der   Integration  ihr 


Vorzeichen   nicht  ändern.     Die  über  den  zweiten  Factor  anszn- 

fUhrende  Integration    wird  durch  das  flir  positive  und  negative 
Werthe  von  x  geltende  Integral 


w 


y  =log(o  +  x)  -  log«=Iog^l  4-  *j. 


bewerkstelligt.  Wenn  daher  wieder  mit  ö  ein  positiver  echter 
Bruch  bezeichnet  wird,  so  folgt  flir  das  in  Rede  stehende  Inte- 
gral aus  dem  Mittelwerthsatze  die  Schätzung 


fi,.. = (- 1)' 


p{x  —  <fxY 


{a+ax) 
Da   nun   nach    der   im    vorigen   §   angestellton  Erwägung   die 


log(l  +  ^)- 


Grösse 


—  X  +  ax 


einen  unter  dem  echten  Bruche 


—  X 


befind- 


a  +  üx  a 

liehen  Werth  bat,  so  nähert  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
^^p+i  ^^^  ^'"^  ^t^ts  wachsende  Zahl  j^  der  Null,  und  demgemUss 
muBS  die  logarith mische  Reihe  convergiren. 

Positive  Werthe  von  a;,  die  grfisser  als  a  sind,  haben  zur 
Folge,  dass  das  allgemeine  Glied  der  logarithmischen  Reihe 
bei  wachsendem  Stellenzeiger  nuraeriseh  jede  Grilsse  übertrifft, 
und  widersprechen  deshalb  der  Convergenz  der  Reihe.  Es 
genügt,  das  (j>  +  1)  tc  Glied  der  rechten  Seite  von  (2)  in  die 
Gestalt  zu  bringen 


(ö) 


(-1) 


.-i  1    2    3       p~  l  ix 


2  a  4 


(:)■ 


31.- 


HannoniBche  Reihe. 
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ttti<i  die  im  vorigen  §  bei  dem  AuBflruelte  (8)  bouiitzten  Scblttsse 
211  -^wiederholen.  Ein  negativer  VVcrth,  der  numeriseh  grösser 
als  <Dc  oder  auch  gleich  —  «  ist,  darf  der  Variable  x  nicht  bei- 
gel^^^  werden.  Die  Discussion  der  skmmtlichen  zulässigen 
jel^en  Werthe  lehrt  also,  dass  die  logarithmiscbe  Reibe  dann 
'nti<i  nar  dann  convergirt,  wenn  die  Variable  x  zwischen  den 
Gx-exizen  —  a  und  +  «  enthalten  iyt,  die  eretere  ausgeseb lassen 
and       die    zweite    eingeschlossen,    wie    aueb    in    I,   §   120   ge- 

I  fanden  war. 
Es  möge  jetzt  eine  merkwttrdige  EigenKcbaft   der   durch 
das       Integral    (4)    gegebenen    Dargtelking    der    logaritbmischen 
Function  entwickelt  werden,  und  zwar  wird  hier  x  positiv  voraus- 

»gesetzt.  Theilt  man  die  Grösse  x  m  n  gleiche  Theile,  so  daas 
^  =  ^i  «3  ist,  und  bildet  den  naeSi  §  19  zu  dem  Integral  gehören- 
den Summenausdruek,  dann  ergicbt  sich  eine  Reihe  von  Brüchen, 
deren    Zähler  derselbe  ist  und  deren  Nenner  eine  arithmetische 

t  Reihe    bilden;  so  entsteht  die  harvwnisdie  Reihe 


(7) 


+  ...  +-- 


a-f  (»-l)rf 

"***  niachen  die  fernere  Annahme,  dass  d  nicht  grösser  als  « 
^^>t  iitid  benutzen  die  Gleichung  {2}^  in  welcher  x  positiv  und 
ebeuf^-lls  nicht  grösser  als  a  angenommen  wird,  ftlr  p=0  und 

P^^  ^.      Hier    ist   R,    positiv    und   kleiner   als    —  >  R^  negativ 

a 

und   numerisch  kleiner  als  ^-,}  woraus  die  Undeichheiten 

2a*  " 


(8) 


X 


log  (a  +  x)  —  log«  <C  — » 


log(ß-»-a;)-loga>  j  -  2^ 

folgen.     Dieselben  lassen  sich  auch  mit  Hülfe  eines  in  §  10  be- 

^^^«.ten  Priucips  aus  dem  Umstände  ableiten,  dass  die  auf  ein- 

*^AeT  folgenden  Glieder  der  rechten  Seite  von  (2)  regelmassig 

ÄWe^.^ggJJ^^Jg  Vorzeichen   haben    und  numeriseh  beständig  ab- 

^ehiuen.    Setzt  man  in  (8)  statt  x  die  Grösse  «5,   statt  a  nach 

tiTiauüer  die  Grössen  «,  c  +  d,  .  . .  o  -f-  (m  -  l)d,  die  vermöge  der 

wier  <j  gemachten  Annahme  von  der  ersten  ab  sämmtlicb  grösser 

^  ^  sind,  ao  entstehen  die  Ungleichheiten 
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HatnOnuche  Reihu. 


log  {a  +  ö)—  log  a  <  -- 

log(ö  +  2^)  -  log  (a  +  (J)  <  ~^. 

«4-0 


Iog(«  +  nd)  —  log  («  4-  («  —  1)  r!)  < 


a4-(n  — 1)J 


(9*)- 


logia  +  d)  -  log«>  --  -  -    -- 

log(«H-2tf)-lc6(«+<)J>-f^-i-^-J-^, 


1 


(10) 


aus  denen  uiaii  respecüve  durch  Addition  die  Uugletchliciteu 

j  '"g(«+'"')-i''g«<"j]„^.J_i)j 


log(«  +  M(S)— log«>  ^ 


<r* 


erhält.  Du  die  linke  Seite  den  Werfh  des  lutegrals  (i)  :uis- 
drttckt,  80  dienen  dieselben  dazu,  den  Werth  vou  (4)  mit  der  zu- 
gehörigen Summe  (7j  zu  vergleielien,  und  begründen  die  Aus- 
sage, daas  die  Öumnic  (7),  um  den  WertU  des  Integrals  ver- 
mindert, eine  Differenz  liefert,  die  positiv  und  gleiehKcitig  kleiner 
als  die  Summe 


2: 


ip 


ist    Bei  der  geometrischen  Inter|)retatiou  des  §  7,  nach  welche 

t^  =       die  Gleiehung  einer  Hyperbel  bildet,  drückt  diese  Diffe-' 

renz  das  FUlehcnstfick  aus,  um  welches  dus  {lurch  den  Summen- 
iiusdrnck  (7)  gemessene  Aggregat  von  Recliterken  den  von  der 
AbHt'ii48enaxe,  der  ersten  und  letzten  Ordinate  und  der  Hyperbel 
begrenzten  Fläcbenraum  Ubertrifl't. 

Mnn  vergriissert  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  (11),  in- 
dem man  in  dem  Nenner  {a+{m-  Dr))-  statt  des  einen  der 
beiden   gleichen  Factoren  den  um  d  kleineren  für  m^l  eben- 


s». 


B^fmonische  Reihe. 


IST 


S> 


positiven    Fai-tor  a  + (m  — 2)(5  setzt;    wegen   des  Werthes 
1  wird  hier  «>()  ang;cnomiuen.    Ea  ist  aber 

S  1  l 


xiirm    heben  sieb,   falls  von  w— 1  bis  tK  =  «  snmrnirt  winl,   die 
s^^Ä^ndtheile  der  einzelnen  Oißerenzen    auf  dor   rechten  Seite 

1  l 


regen  einander  auf,  dass  die  DilfereDz 
g  bleibt,  und  es  kommt 


n  —  S     u  +  {n  —  \)S 


V 


1 


1 


SorkZftit  gilt  die  Ungleichheit 

1     M  =  N 

dieselbe  lehrt,  dass,  wenn  statt  «  ein  Werth  ß  gesetzt  wird,  ftlr 
I     ^©lobeu  der  Quotient  '     hiureicheud  {^russ   ist,   die  betrell'eiide 


^ <  y(J i_wi_ 


2  ,fi(/5f  +  (r-l)J)« 

fTTi — ja'  folglich  juicb  bei  einer  ohne  Ende  waehsen- 

'»^n  Zsihl  r  beliebig  klein  ausfiUlt.  Hieraus  folgt  erstens,  dass 
aie  auf  iler  linken  Seite  von  (14)  betiiullifhe  Suiiuiie  bei  iinend- 
bchei-  AuKdchnuiijj:  eotivcrgirt,  da  hei  der  Bes-itiinnuing  ii^^a+n6 
^^2   GHeichnng 


1       Ml  -=  «I 

.  ^,  V 


(a+Cw-O^y)'  2  „-)(«  + („,-!)(»)"  2,=,  (^+(^_i)rf)" 
benteHt,  und  ,'*  =  «+ Mt)  durch  eine  passende  Wahl  von  n  belie- 
"*g  J5»'08s  gemacht  werden  kaiuij  ndthiu  die  bis  m  —  n-hr  aus- 
ßßUelinte  von  der  bis  m=n  ausgcdelinten  Summe  um  eine 
belieljig  kleiue  Grösse  abweicht.  Zweitens  aber  folgt  in  der- 
selben Weise,  dass  sieh  die  erwähnte  DiH'ereuz 


(17) 


(log(«  +  ttd)  — loga) 


"^•*  einer  über  jedes  Mass  zunehmenden  Zahl  n  ebenfalls  einem 
lösten  (irenzwerth  nähert.  Denn  wenu  die  Summatiun,  wie 
^'•^fbin,  znerst  von  iw^l  bis  ku  einem  gewissen  Werthe  if,  dann 
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Harmonische  Reibe. 


§»1. 


(\og{ß  +  (H  +  r)6)~\osß) 


aber  weiter  von  w-t-1  bis  zu  einem  Werthe  n  +  r  ausgedehnt 
wirtl,  80  kommt  zu  (17)  ein  Ausdruck  hinzu,  der  itfr  ß^ct  +  nd 
die  Gestalt 

annimmt,  folglich  positiv  und  kleiuer  als  die  Snuime  (15),  also 
auch  kleiner  als  die  Grösse  ^  >.  ist,  und  deshalb  fUr  eine  ge- 
nügend grosse  Zahl  w  beliebig  klein  wird.    Somit  ist  die  Thai- 

sacfte  bewiesen,    dass   sot4)ohl  der  Werth   des  Integrals 

m  +  iffi 

--  =:  log  («  +  n  d) — logo , 
I 

wie  auch  da-  Summe  (7)  für  eine  unhegrenzi  ivaclisende  Zahl  n 
über  jedes  Mass  hitiaus  wächst^  dagegai  die  in  {\1)  gebildete  Diffe- 
renz der   beiden  Werthe  gegen  einen  festen  von  t  abhängenden 

Grenewerth  convergirt.  Es  mOge  derselbe  mit  i/j(j  bezeichnet 
werden,  so  dass 

<"'^    "•»  ■  Cf  ;rH.-(if=TM-  ^'"^  f" + "">  -"'^"^)  ^ "'  (*) 

ist.  Die  auf  diese  Weise  deünirte  Function  4*{s)  hängt  mit  der 
Function  ^(*),  welche  Gatiss  in  den  disqttisitiones  generales  circa 


seriem  inßnitam  1  + 


a;  +  ...  untersucht  und  berechnet  hat 


L 


durch  die  Gleichung  —^{£  —  \)==ip(e)  —  \o^s  zusammen.  FUi^ 
iJ=l,  ct=l  wird  die  harmonische  Reihe  (7)  zu  der  Summe  de:— 
in  die  Einheit  dividirten  natürlichen  Zahlen,  von  welcher  in  l^ 
%  lOf)  gezeigt  worden  ist,  dass  ihr  Werth  bei  unendlicher  Aus- 
dehnung über  jedes  Mass  wächst.     Die  entsprechende  Grösse 

(17b)  lim.fT^-Iog(«  +  l))  =  i^(l) 

heist  die  Masclieronische  Consiante  und  hat,  auf  18  Decimalstel- 
len  berechnet,  den  Werth 

i/>(l)  =  0,.57721.5664001532861. 
Unter  der  gleichen  Annahme  d=I,  «^1  geht  die  Reihe  (14) 
in  die  Summe  der  in  die  Einheit  dividirten  Quadrate  der  natUr- 


§    82. 


Expon  entialreihe. 
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I 


* 


lieben  Zahlen  über,  eine  Summe,  deren  Oonver^enz  aus  dem  in 

I,    §    111  heAvieseneii  aSlgeiiieineren  Satze  M^i,  das«  die  Summe 

-^  +  -!-  +    '    +    . 

ßlr     jeden    über   der  Eiuhcit  liegenden   Exponenten   1  +  d  cou- 


Beihen  für  die  Exponentialfanctlon  and  die  trigouo- 
inetriaolien  Ftmctloneii  SlniLa  imd  Coilnai. 


I  Sowohl  die  Exponentialfunction  /    wie  auch  die  trigono- 

Bietiri  sehen  Functionen  m\x  und  eos.r  haben  fltr  jeden  negativen 
oder  positiven  Werth  von  x  mit  Einscbluss  ihrer  sUmmtliehen 
Diffiöirentialquotienten    die  Eigenschaft,   eimleutig,    endlich  und 

P stetig'  ztt  sein.  Mau  kann  daher  bei  der  Entwickelung  von 
jeclei-  dieser  Functionen  dureh  den  in  §  2S  angegebenen  Mac 
1  Lau>^n'8chcn  Satx  der  Vairiable  x  einen  beliebigen  Werth  i>ci- 
B  legen-  Die  Exponentialfunction  c'  hat  lauter  Differentialquo- 
tienten, die  ihr  selbst  gleich  sind  und  deshalb  ttlr  x  —  0  in  die 
positive  Einheit  übergehen.  Durch  die  Substitution  der  Func- 
tion f{x)=e  in  (3)  und  (4)  des  §  28  folgt  denniacb  die  tHr 
jeden    Werth  von  x  geltende  Bestinmiimg 


0) 


1  +a:  +  _   +..+ 


Man   sieht  leicht  ein,  dass  der  Restausdruck  7?    ,  fllr  wachsende 


werthe  der  Zahl  p  stets  beliebig  klein  werden  muss.  Der  mit 
dem  positiven  echten  Bruche  i\  gebildete  Factor  e^  kann  für 
eitten  beliebig  gewählten  bestimmten  Werth  von  x  niemals  über 
®^^^     feste  Grösse    hinausgehen.     Der   andere   Factor   ist   aber 


dem  Product  r  ^  •  ■  <      ■  , 

12        p  +1 


welches    schliesslich    immer 


g^en    die   Null    convergirt.     Denn    man    kann    fllr  jeden    ge- 
gebenen Werth    v«n  a?  eine  ganze  Zahl  p   bezeichnen,   welche 
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Exponentialreihe. 


X  absolut  genommen,   ttbertrifft,  und  hierauf  für  eineu  über 
liegenden  Wertli  der  Zahl  p  das  Product 


X 


a 


p  +  1       VI    2       p/Vt»+lp  +  2     p 

als  ein  Product  von  zwei  Producten  juiftasseu,  deren  erstes  p 
Factoren  enthUlt  und  hei  zunehniendeni  p  ungeändert  bleibt, 
deren  zweites  aber  aus  p  —  D-^l  Faetoren  bostebt,  die  iinmeriscb 

7* 

unter  der  Grösse  —  liegen,  welches  deshalb  numerisch  kleiner 

ist  als  die  (^j  — p+l)te  Potenz  des  echten  Bruches— »  mitbin 

für  einen  angemessenen  Werth  von  p  unter  jeden  noch  so 
kleineu  numeriseben  Werth  herabsinkt.  Aus  diesem  Grunde 
convergirt  die  für  die  Expoueutialfunction  e'  erhaltene  Ent- 
wickelung,  welche  bei  unendlicher  Ausdehnung  gleich  der  in 
I,  §  112  u.  C  behandelten  Exponentiaheihe  ist,  für  jeden  be- 
liebigen reellen  Werth  der  Variable  x. 

Die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten  der  Func- 
tionen sin:E  und  cos  ^-  werden  nach  (7),  (8),  (0)  nnd  (10)  des  § 
16  folgendemiassen  ausgedruckt 


dsinx 


d   sin  X 


d  sina; 


(2)     —  —  —  cos  Xy  —  ^—  =  —  sm  X, j,-  =  —  cos  Xy 


(3) 


d.c 


doOBX 

~d^ 


dx 
d  »in  X 


dx 


=  Sin  X, 


dx 
d       sin  X 


d  %mx 


dx 


<?+• 


d  X 


=  —  Sin  Xy 


d   coB  X 

dx' 
d  coso; 


d  coBX 


=  —  cos  X,        ö—  =  sin  x^ 


=   cos   Xy    — 


dx 

d  C08  2r 


<9+r 


d    COBX 

dx 


dx'  dx 

Für  den  Wertb  x=0  verschwindet  sina?  sammt  allen  Differen- 

tialquotieiiteu  gerader  Ordnung,  wiUirend  die  Diftcrentialquo- 
tienteu  ungerader  Ordnung  ahwechsehid  der  positiven  und 
negativen  Einheit  gleich  werden.  Für  denselben  Werth  von  x 
werden  dagegen  cos-r-  und  seine  Diffcreutialquotlenten  gerader 
Ordnung  abweebselntl  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit,  wlUirend  alle  Differentialquotienten  ungerader  Ordnung 
verschwinden.     Wenn  man  daher  in  (3)  und  (4)  des  §  28  statt 


A 


§  83. 


Reihen  für  die  Functionen  Sinus  und  CoBinn». 
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p  das  Vierfache  einer  Zahl  q  setzt,  für  x  einen  beliebigen 
Werth  wählt,  mnl  zuerst  /"(iF)  =  8in.T,  dann  /'(af)='cos2'  nimmt, 
80  entsteheu  die  Gleichungen 


I 


(4) 


^mx^x-^-^-^,,.- 


2.3...(4g-l)'^^*'  +  " 


^M  +  i-y     2.3... (4^)^^      ^^    '^^"2.3...(45?  +  lf 


=  1  -  —  +  ...4- 


(5) 


2.8...(4g) 


+  ^4«+n 


I 


)cos  j:  =  1 

_  1         sint       ,        A\*tjA  ßin(fta;)  iv-i-) 

0 

Sowohl  der  Reätausdniek  der  ersten  Entwiekelung 

"2.3...(4^+iy  ^ 

^^ie  der  der  zweiten  Entwiekelung  -  ~~  ""  ^  ^  , ,   a;^'*'*^^     haben 

2. 3, ..(4^4-1) 

^3ie    Eigenschaft,    stets    beliebig    klein    zu    werden,    sobald   die 

<^abl    q    ohne  Ende   wäehbt,   da   die  mit  den  positiven   echten 

Srüchen   «  gebildeten    Factoren    cos  Wx   und  sin  (fx  numerisch 

%iien)als    die    Einheit    llbertretfen ,    und    da    sich    der    Factor 

-^7-5 — p- — — p.  ,  wie  vorhin  gezeigt  worden,  fUr  jeden  bestimmten 
S  .9.  ..[iq  +  i) 

^%Verth  von  x  hei  wachsendem  q  beliebig  der  Null  nähert.    Wir 

scbliessen   also  wieder   aus   dem  Verhalten  der  Restansdrüeke, 

«iass   die   f!h*  die   Functionen  cmx  und  sin  a:  aus  (4)  und  (5) 

bervorgehenden   unendlichen   Reihen   bei  jedem   reellen  Werth 

der  Variable  x  convergiren.    Dieselben  Reihen  sind  in  I,  §  115 

erörtert. 


§  33.    Rfllli«  für  die  Fonotlon  Aroai  tangöotli.   Differ«iitUtloii 

TOB  «Igebralsoben  rationalen  ani  einer  reellen  Variable  nnd 

aas  oomplezen  oonvtanten  Gr&pieii  gebildeten  Fnnotlonen. 

In  §  1*5  ist  bemerkt  worden,  das;?,  weil  die  ersten  nach 
dem  Argument  genommenen  Differeiilialquotienteu  der  inverscu 
trigonometrischen  Functionen    gleich    algebraischen  Functionen 

LtpacldtK,  AsAlyalj  XI.  11 
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Differentiation  <ler  Funclion  Arcus  tangentis. 


des  Argumeuta  sind,  die  Hilmmtlichen  liüberen  Difterentialq 
tienten  von  allen  vier  Functiotien  ebenfalls  ^leirh  iilgebr.iiscl 
Fimcti^Hien,  dass  ferner  die  gäramtlbhen  Differentialquotien 
der  Fiioctioueii  Arcus  tangentis  und  Arcus  cotangentis  gle 
algebraischen  rationalen  Functionen  des  Arguments  werd 
Wir  konmien  nun  zu  der  lÜldung  der  suecesaiveu  Difterent 
quotienten  der  Fnnetitm  Arcus  tangentis,  schlagen  aber  eil 
Weg  ein,  der  später  zu  viel  umfassenderen  Ergeliuisseii  fUh 
wird. 

Der  Differentialquotient   von    aretg:r  hat   nach  ^  \4 
Ausdruck 

d&rcigx 1 

dx 


(1) 


1+^'' 
dessen  Nenner  gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  der  re 
Grösse  x  und  der  Einheit  ist.  W^enn  man  nun  von  der  in  1,  § 
u.  f,  begründeten  Rechnung  mit  reellen  und  imaginären  o 
complexen  Grössen  Gebrauch  macht  und  wie  dort  die  iinagiu 
Einheit  }^ — 1  mit  i  bezeichnet,  so  kann  die  Summe  der  Q 
dratc  x^+  1  in  ein  Product  von  awei  Factoien  zerlegt  wcrdi 

(2)  a.-  +  l=(^-t)(x  +  i),  M 

zugleich    erzeugt    die  Division  der  Einheit  durch  die  compT 
Grösse  x  —  i  den  Bruch 


w 


ar  -|-  « 


dj — % 


a*-\-l        a?«  H- 1 


+ 


*»+l 


■ 


Demzufolge  ist  der  Differentialquotient  ~~^  gleich  dem  i 


dem  Factor  %  befreiten    imaginären  Theile  des  Bruches 


.r— 


Dieser  Umstand  erlaubt  das  Bildungsgesetz  ftlr  die  successii 
Differentialquotienten  der  Function  arctga;  in  sehr  einfacl 
Gestalt  anKUgeben,  wofern  die  Operation  des  Differentiirens 
der  folgenden  Weise  auf  den  reellen  und  imaginären  Theil  ^ 
algebraischen  rationalen  Functionen  ausgedehnt  wird,  wel< 
aus  einer  reellen  Variable  x  und  ans  Grössen  zusamm  enges« 
sind^  die  einen  constanten  reellen  und  imaginären  Theil  hab 
Es  bedeute  f{x)  einen  Ausdruck,  der  aus  der  reellen  ^ 
riable  x  und  den  in  beliebiger  aber  beschränkter  Anzahl  gej 
Iwnen  Grössen  a-f  »ä,  a^  +  ih^, . .  .  durch  Addition,  Subtracti 


1 


§    3^«     Differentiation  von  Functionen  mit  complexen  Constanten.        163 


M^ixI.'tiplicatioB  und  Division  dargestellt  ist;  die  reellen  Grössen 
^^  <x  ,, . .  und  &,  Ä,„ . .  haben  unveränderlifhe  Werthe,  die  VerUin- 
""duajoi^eu  a+(7j,  a, +  »6,,. .    werden   cotisiank   complexe  Grossen 

g^^in-^iniit.     Nachdem  in  [{x)  der  reelle  und  imaginäre  Tfml  ge- 

tfc-p^-mt  sindj  habe  ntan 

<?<»♦««  soll  diejenige  complexe  Grössey  deren  reeller  Theil  gleich 
i^^^i  nach  X  genmnnienefi  Differentialquotientefi  voti  ff{x)  und  deren 
^»-^^^^/inärer  Theil  gleich  dem  mit  i  midtipUcirtcn  nach  jc  getiotn- 
»»«?»# <?^j  Bifferentialquoiienfen  von  '/(x)  ist,  der  in  Begiig  aftf  die 
^"cät^iahle  X  genommene  Differenttalquotient  der  Ftmction  f  {x) 
h<nsse9i.    Dkse  Definition  lautet  in  Zeichen 

dfjw)  ^  dy(x)    ^    .  dyXx)  ^ 
dx  d.r  dx 

Setzt   man    stritt  f{x)  eine    beliebige   complexe  constante 


ftsj 


<>r<S8»4 


a  -¥  ih,  80   l]at   nach   (3)  in    8  6   sowohl   -r-  wie  auch 


clen  Werth  Null,    folglich   auch   das  Aggregat  - — i-i-^-j 

ax        (IX 


«ner- 


dar 

^^^    e^s  entsteht  der  Satz: 

(1)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialfptotient 

complexen  constanien  Grösse  ist  gleich  Null. 

Um  jede   algebraische   rationale    Function,   die    aus  'der 

^Gell^,,  Varialtle  x  und  complexen  Constantea  gebildet  ist,  diffe- 

""^utiixen  zu  können,   sind   die  Regeln  aufzusuchen,  nach  denen 

?^^^   lI>ifferentialquotienten    für  die   Stimme,    die   Differenz,   das 

*"o<luct  und  den  Quotienten  von  zwei  solchen  Functionen  gebildet 

^^ercleu,    falls    die    Differeutialquotienten    von   jeder    derselben 

S^ge"beii  sind.    Man  betrachtet  neben   der  obigen  Function  f{x) 

*ne     von  gleicher  Beschaffenheit  g  (a:),  welche  durch  Trennung 

^^*  teellen  und  imaginären  Theils  die  Gleichung 

^^^  g  [x)  =  i/' {x)  +  IM [x) 

*^fert,  und  erhält  durch  Anwendung  der  vier  Grundoperationen 
'*^r  Rechnung  nach  1,  §  26  und  §  27  die  Gteicbuogen 

^^)  fix)  +  g (x)  =  qp(Ä)  +  \p{x)  +  i(x{x)  4-  m  {x% 

f')  m  -  9{^)  =  T  W  -  V'W  +  Üxix)  -  i^{x% 

^^  f{x)g{x)  =  (f>{x)  if^(x)-x{x)(oix)+  i{if{x)(ü(x)  +  xWt/'W), 


tr.i 


m 


Differentiation  von  Functionen  mit  complexcn  Consianten. 


Die  Aosfllhrung  der  Dirt'erentiation  des  reellen  Theiles  andSl 
Factors  von  i  m  den  reehts  j!;esclinebeiien  Ausdrucken  j^iebt  d 
folgende  Bestimmuug  der  Difi'ereutialquotienten  der  linka  st 
henden  Verbindungen  J 

(10)  4ßf)+lMl  =  ^iM  +  <^V^(^)  ^ i IMf"^  +  d,aix)\  ^ 

dx  dx  dx  \    d,x  rfjr     '     ^ 

nn  d{f{x)-g{x))_dii>{3:)  d^p(ä')  ,.{d/S^)  di^{,t)\  I 
^^^*  dx  ~~dx  dx~"^\Tx  dx'r^ 


(12) 


±ifU^)m)_=  ^_:/i^)^.r.)  +  cr(.) 


dx 


dx 


dxp{x) 
dx 


^^  -(X)  -  xW  ' 


(13) 


dx 


d{ff{a)tH£)-^x(x)w{x}) 

\f/(x)  \pix)+Ui (x)tü {x)  Uix) Xf/(x)  +  (ü(.T)w{x)y  dx 


(d{ff{x)w(a}-x{x)xf.i.r)) 
,        dx {<f(;v)(ti(x)—xU')H^(x^ 
1/;  (x)  il'{x)  +  Ui  (x)  üJ  (.r)         (i/'f^)  »/'(.r)  +  to(.r)  t«*(j-) 


ZI«;« 


j)  d{ifj{x)tfix)+  

Man  kann  aber  die  erhaltenen  Ausdrücke  folgeudermassen  z 

HammenfasBen  ^ 

rf(r(*)  +  f)r(^))  _  d^.{x)       dxix)        dxi'ix)         dü*{x) 
dx  d>r  dx  dx  dx 

(15)    ^(/(^)-  ^(.g))  ^  ^y  W  I    •  ^/(•^)      /  dH>{x)    ^   .  diüjx)  \  i 
dx      .  dx  dx         \    dx  dx    / 

^6j     d{f{-t)9(x)) 
dx 

und  mit  BerUcksiebtigung  der  Gleichung 

tff(x)  tp(x)  H-  io{x)  o»  {x}  ^  (V'(^)  •+■  »^(^))  ('/'(^) "  iio(x)) 
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:(«*n 


9{^)  / 


dx 
«f  wr  dit 


(v(^)  +  I  f'J  {3!))  (ipix)  —  iot  {xj) 


.  du){x)\ 


dx 


tvCa.)  +  ix{.))  (v-(.r)-  ;,„(.,)) d((v-(^)+'-'W)  (vW^jgK;))) 


l 

P  (v{W  +  ,-C.(^))*(^(x)-ilr>(^))* 

Alstiann  iHsst  sich  die  rechte  Seite  von  (14),  (15)  und  (IG)  im- 
mittel  bar  ihirch  fix),  tfU)  und  deren  I)il1ereutiali|uotientcn  dar- 
«tellcii     Substituirt   mnn  ferner  attf  tW^v  refhU-u  Seite  von  (17) 
^Vta.tt    cles  Differentialquotienten  des  Proihiets 

■  ( tp (.r)  +  i  M  ix}}  { if'  (x)  —  i  10  [x)) 

"»eil     iiaiih  der  Vorschrift  (16)  geliilcfeten  Ausdruck 


'Verwandelt  sie  sich  in  den  Ausdruck 


[17*) 


+  » 


M^) 


da 


+  »- 


1 

■  V»  (.«)  +  i  (ü  (.r)  {^  (x)  +  !  (0  {x)y 

^^>*    el)enfiills  mif  die  angegebene  Art  darstellbar  ist. 
Kälten  die  vier  Gleichungen 


da 


(y(>r)  +  t>(.))(-^-^-^ 


.  dw{.v}' 


da: 


Demnach 


d(nx)^-ff{x))  ^  djix)  _^  dgio!)^ 
dx  dx  dx 

d{f(x)-g(^))  _  df(x)  _  dijjx)^ 
d^x  dx  dx 

dif(x)ff{j:))    _df(x) 


dx 


^,(.).r(.)^fi^>, 


(ly) 

(20> 

^  dx  ffi'C)ff{x] 

^iche  heziehnngsweise  mit  den  Gleichungen  (1*3),  (17),  (18) 
^**  §  6  und  der  Gleichung  (8)  des  §  7  tibereinstiiunien  und 
^'^shalh  den  folgenden  Satz  begründen: 

(II)  Der  Diffcreiitialquotient  tfer  Summe,  der  Differoi^t,  des 
^<^ducts  und   des  Quotiettten   von  ztoei  algebraischen  rationalen 
"*^'**»c<tone>»,  die  aus  einer  reellen  Variable  x  und  complexen  con- 


i({!!n     '";<:'■',«-«.)"''<■'' 


^ff('^)  /     __    (^^^ 


dx 


lüG 


Differt'ntiatiuu  von  Fuwctiuntii  mit  tMunploxeu  Consianten.      §  33, 


4 


statUm  Grössm  tjebildet  shid^  wird  in  B&sug  auf  die  Variable 
nach  ritt»  gleichen  Regeln  ahgekitei,  die  für  das  Gebiet  der  reellen 
Grössen  bestehen.  ^^ 

Au8  der  Verbindung  der  Sätze  (l)  und  (II)  ergiebt  siol" 
die  Folgerung,  daas  der  BiffereutialquotktU  einer  jeden  alge- 
braischen fiitionalen  aus  einer  reellen  Variahle  x  und  complexen 
Constanten  Grössen  gebildeten  Function  in  llt'zng  auf-  die  Variable 
X  ebenfalls  nach  den  für  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  gdicndcn 
Hegeln  erhalten  tmrd.  Betrachten  wir,  ura  dies  allgenieinc  Re- 
sultat durch  eine  besondere  Anwendung  deutlicher  zu  machen, 
das  Aggregat   der. Variahle  x   nnd    einer   complexen  Constante 

<(  +  ib,  so  folgt  aas  (18),  da  -t—=  1  und   nach  dem  Satze  (I) 


d,c 


^       --   =  0  ist,  die  Bestimmung 


(22) 


djas-^a  +  ib) 


=  1. 


^ 


Nun  zieht  die  wiederholte  Anwendung  von  (20),  wie  in  §  6  aus- 
geführt ist,  fUr  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  n  die  Gleichung 

(23)         <^(^w.):=„(/-(,))"-^ 

nach  sich,  und  auf  gleiche  Weise  ergiebt  (21)  für  eine  beliebi, 
positive  ganze  Zahl  p  die  Gleichung 

(24)  Jlkt^r  =_pf,(^))-'-i|M. 

Wird  also  in  (23)  statt  f{x]  und  in  (24)  statt  gix)  die  V^ 
hindungaH-a-f  j7/ substituirt,  so  entsteht  titr  den  Diflereutialquo- 
tienteu  einer  beliebigen  positiven  oder  negativen  Potenz  der- 
selben der  Ausdruck 


(25) 
(20) 


j =  » (jp  +  a  -h  t  oj     , 


-P-^ 


4 


Nachdem   durch  (5)   der  in  Bezug  auf  x  genommene  Dif- 
fercutialq uotient  einer  Function  f{x)=-<p{x)  -f  i^{x)  delinirt  ist» 
kann  man,  wie  früher,  den  in  Bezug  auf  die  Variable  x  gebil- 
deten Dift'erentialtiuotienten  dieses  üiflerentialquotienten  als  den 
zweiten  Differentialquotieuten  der  Functiun  f{x)  bezeichnen^  und 
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*o  fortfahrend  die  successiven  DiflFerentialquotienten  der  Function 
/(xj     definiren.  Für  den  Differentialquotienten  der  beliebig  hohen 
«ten     Ordnung  gilt  dann  die  Gleichung 
(27)                               <^"  f(^)   __  ä'*(p{a:)   ^  .  _djda;)_  ^ 
da:*               dx^                 dx* 
IMit  Hülfe  der  Relation  (26)  lassen  sich  nun  die  auf  ein- 
ander    folgenden  Differentialquotienten  eines  Bruches ., 

oder      0»+a  +  »6r'  leicht  angeben.  Man  findet 


(28) 


-      < 


dx 
dx 


^-'fct|±i»Ö=1.2(.+  a  +  «)-', 


^fct£±i^  =  (-iri.2...r(*+ a  +  ii)-'-'. 
ax 


^>^  diesen  Gleichungen  ist  die  Beantwortung  der  Frage  enthal- 
ten, voxi  der  wir  ausgingen,  und  die  sich  auf  das  Bildungsgesetz 
der  ^n-f-*-  einander  folgenden  Differentialquotienten  des  von  dem 

Factox-     i  befreiten  imaginären  Theiles  des  Quotienten  —  -  be- 

X  ~~  % 

zog.       ^etzt  man  in  (27)  f(x)  = r'  so  folgt  vermöge  der  in 

(^;  **Ä  gegebenen  Zerlegung 

(2»)  .lfe)=lt!|l)+ilt!p). 

dx"  dx"  dx" 

-^  ndrerseits  hat  man  nach  (28),  indem  a  =  0,  6  =  —  1  ge- 

(30)  MJ^ - r_  1  y  t-^---»- 

d^"    ~^     '   (.i-i)'"" 

Um  den  reellen  und  imaginären  Theil  dieses  Ausdrucks  zu 

^^"*ieii,  bemerke  man,   dass   da   x  reell   ist,   nach   einem   in 

'  ,^    27   bewiesenen  Satze    der    conjugirte   Ausdruck    erhalten 

^^^^,  indem  —i  durch  +i   ersetzt  wird,  dass  ferner  die  halbe 

^^me  von  zwei  conjugirten  complexen  Grössen  ihren  gemein- 

*^^«n  reellen  Theil,   die  halbe  Differenz  derselben  den  imagi- 


- — t 


k 


lt>8        IMflFerentiation  von  Functionen  mit  complexen  Constanten.     §  33. 

nären  Theil  der  als  Miuueiidus  geiiomnieiieu  complcxt?n  Grösse 
hervorbringt.  Demnach  entsteUeii  aus  (29)  und  (30)  die  beiden 
Gleichungen 


m) 


(32) 


'^U  +  'V  ^  _L  /(-t)'l.2.3..r       (-  1/K2.3..r\ 

"^'(.g^+lj^  1  /(— l)''l.2.3.,r      (-l)''l.2.3..r\ 
rf,/  2i\      i^-iY^'  (^+fT""      /' 


(*r— t)"^'  {ä 

Die  letstere  giebt  tür  die  aufeinander  folgenden  Diffefen- 
tlalquotienten  der  Function  arct^x,  da  der  pte  Differential- 
quotieut   dieser    Function    gleich    dem    (;>— l)ten   Ditt'erential- 

quotienten  des  ersten  Differentialquotienten  -yv~i    **^»    ^*®    ^^ 

suchte  Bestimmung 

.....     /arc-tga-  p-i  1 .2.3(^-1}  /        1  1        \ 

sie  soll  dazu  dienen,  die  Function /\a?)  =  arctgj'  in  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  des  §  28  einzuführen.  Die  Function  arctg  .r, 

welche  wie  in  §  14  von  den  Grenzen  —  -^  und  +  -^  einge- 
schlossen wird,  verschwindet  ttlr  j:=0,  desgleichen  verschwin- 
den mit  X  ziisamnien  alle  ihre  DilTerontiahiuotienten  gerader 
Ordnung,  weil  für  eine  gerade  Zahl  jj  der  Werth  ( — if  dem 
Werthe  (»)'' gleich  ist.  Dagegen  kommt  tÜr  eine  ungerade  Zahl j» 


(-1)' 


«-1 


2j 


tl^-7)='-=<-" 


80   dasB   der  Differentialquofcieut  der  ungeraden  ^jteu  Ordnung 
tllr  x=0  gleich  dem  Ausdrucke 


p-i 


(-1)M.2.3...(|;-1) 

wird.  Mithin  gelangt  man  durch  die  angegebene  »Substitution, 
indem  p  gleich  dem  um  die  Einheit  verminderten  Doppelten 
einer  Zahl  q  genommen  wird,  m  der  Gleichung 


L 


33. 


Reihe  für  die  Funutioti  Arcus  tBugentiB. 
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<a-4> 


,,-!     X 


ay-i 


arct6^=  -  -  ■3  + . . .  +  (-1 )'    ^_rj  +  Ä„„. 


'O 


^  w'ieder  eiuen  positiven  echton  Hnich  hezeiclmet. 


«y+i 


fe. 


In  Fül^e  eieiT  in  §  31  (lei  dem  allgemeineu  Glied«  der  lo- 
g^-fith mischen  Reihe  gemachten  Bemerkung;  würde  auch  das  all- 

ttieine  Glied  der  vorliegenden  -^^ — }r^Z^ ^^^^  ^'"'-*  ^''"^^*~ 

cöend    grosse  Zahl  q  numerisch   beliebig   gross   werden,  wenn 
H>^.n   der  Grr>sse  x  einen  die  Einheit  Übersteigenden  numerischen 

Ii'^^^i^tb  beilegte.  Für  die  Convergeuz  der  unendlichen  Reihe, 
^^lc?he  als  die  rwr  DarstfUmitf  der  Fnncfion  Arcus  tangentlshe- 
•^»»»a^i^e  Beiht  in  (1>,  tj  12n  vorkommt,  sind  demnach  nur  solche 
'^^^Ttbe  von  X  ku  hetraditen,  die  numerisch  unter  der  Einheit 
lioj^^ji  oder  sie  höch^tenH  erreichen,  und  bei  solchen  lilant  sich 
iei«3|j|-  nachweisen,  dass  der  Restausdrnck  ^2',^,  mit  wachsender 
^a.lil    q  einen  beltebig  kleinen  VV'erth  annimmt. 

Für  jede  coraplexe  Grösse  g  +  ih  ist  offenbar  suwnlil  der 
a-Msolute  Werlh  von  g  wie   auch   der  von  A  niemaln  grösser  ala 
^^^     absolute  Betrag  \^(f  +  A*.     Setzt  man 
(35)  L__=«  +  ,^ 

®^    "W-ird  nach    einem    vorhin    angewendeten  Schlüsse,  weil  Bx 
eiae    i-eelle  Grösse  bezeichnet, 

►3  1  /        1 1        \_, 

ithit^  iat  der  absolute  Werth  von  h  keinenfalls  grösser  als  der 


Inte  Betrag  der  complexeu  Griisse 


{fix-i) 


aq-t-i 


Weil    nun 


aach  einem  in  I,  §  27  bewiesenen  Satze  die  Norm  des  Products 
^^^  Zwei  complexen  Grössen  gleich  dem  Product  der  Normen 
^^*    beiden  Facturen,   folglich    die    Norm    des    Products    von 


im. 
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Keihti  für  di«  Function  Aruus  tmigeiitis. 


fit. 


mehreren  coraplexen  Grössen  gleich  dem  rroduct  der  Normen 
der  sämmtlicbeo  FactoreUj  und  dcslialb  auch  der  absolute  Be- 
trag eines  Products  von  nichrcren  enmplexen  Grössen  jgieicL 
dem  Product  der  absoluten  Betriige  der  sämmtlicheii  Factoren  ist» 

80  wird  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  - — ■ — w—-, 

erhalten,  indem  man  den  absoluten  Betrag  des  Bruches -» 

ßa; — I 


das  heisst  den  Werth 


1 


ye''x*-{-\ 


auf  die  (2g  +  l)te  Potenz  er- 


des  Restausdnicks  li^^^i  Übertrifft 


hebt.     Der   absolute  Werth 

daher  unter  keiuen  UmstUndeu,  wenn  ±^  den  absoluten  Werth 
der  Variable  x  andeutet,  den  Werth 


1 


(±.r) 


2»j+l 


Da  ±.r  höchstens  gleich  der  Einheit  sein  darf,  so  erreicht  die 

Grösse   --  ~  '     .    und  folf^iich  auch  ihre  (2g4- l)te  Potenz  im 
änssersten  Falle  nur  die  Einheit;  darum  nähert  sich  der  Werth 


(36)  bei  einer  wachsenden  Zahl  q  vermöge   des  Factors  ^-, 

nothwendig  der  Null.  Es  muss  sich  aber  der  Restausdruek  72^^^^ 
ebenso  verhalten;  die  in  (34)  fUr  die  Function  arctg  x  aufge- 
stellte Reihe  convergirt  also  bei  unendlicher  Auüidehnung,  wofern 
die  Grösse  x  numerisch  kleiner  als  die  Einheit  oder  derselben 
gleich  ist 

Hiermit  haben  wir  die  Grundfunctiouen  der  Analysis  für 
reelle  Werthe  des  Arguments  durch  den  Ta^^or'schen  und  Mac 
Lawrm  sehen  8atz  in  Potenzreihen  entwickelt,  und  die  Bedin- 
gungen der  Convergenz  ans  den  bezüglichen  Uestausdrllcken 
abgeleitet. 


§  34.    Bettiininiuig:  d*r  gröttea  und  klolniten  Werthe  von 
ftmotloneii  einer  variablen  aröi«e. 

Wie  die  Tangenten prolilenie  gehören  die  Probletne  de  tnaxi- 
fnis  et  minimis  oder  die  Fragen  nach  den  griJsten  und  kleinsten 
Werthen,  wek-he  Grössen,  die  von  veränderlichen  Grössen  al)- 
hängen,  annehmen  können,  zu  den  Aufgaben,  durch  deren 
besondere  SchAvierigkeiten  die  Entdcekting  der  Infinitesimal- 
rechnung herbeigeführt  ist.  Selion  früher  hatte  Fermut  in  der 
Arbeit  methodus  ad  disquiretidam  maxhnam  H  mmimum  eine 
Vorschrift  zur  Losung  der  liier  bezeichneten  Aufgaben  mitge- 
theilt,  und  die  Canstruction  der  Tangenten  an  gegebene  Curven 
darauf  zurliekgefuhrt.  Audi  Leihnitz  enviihnt  beide  Gattungen 
von  Aufjgaben  in  der  Abhandlung ,  durch  die  er  in  den 
Leipziger  actis  eruditorum  von  1684  die  Grundztige  der  Infini- 
tesimalrechnung publicirte,  und  die  den  Titel  führt:  Nova 
methodus  pro  maximis  et  minimis  itttnque  tcmgenUhus,  quae  nee 
fractas  nee  irrationales  quantitates  woraittr,  et  singulare  pro  iUis 
culcuii  gcmts.  Die  Rehandhing  der  Probleme  de  niaxiniiB  et 
minimis  gründet  sieh  darauf,  dass  man  von  der  Entwickelnng  einer 
Function,  die  nach  den  Potenzen  einer  passend  gewählten 
Grösse  geordnet  ist,  eine  gewisse  Anzabl  der  ersten  Glieder 
benutzt,  und  enthiilt  ein  Vorbild  für  die  übrigen  demnächst 
mitzntheilenden  Anwendungen  der  Potenzreihen. 

Bei  der  UntcrBUchung  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  f(x)  wird  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  fllr  ein  gewisses 
Intervall  der  Variahle  .r^  da^*  sieh  wieder  von  a  bis  b  erstrecken 
möge,  eindeutig,  endlieh  und  stetig  sei,  Es  bezeichne  e  einen 
bestimmten  Werth  von  Xj  h  eine  positive  oder  negative  ver- 
änderliche Grösse,  die  au  die  IJedingung  geknüpft  iat,  dasB 
das  Aggregat  c  +  Ä  awischen  zwei  Grössen  u  und  /tf,  die  inner- 
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Maxima  und  Minima  lincr  Funution  einer  Variable.  §  34. 


halb  des  vou  a  bis  b  attügedeünten  Intervalls  liegen,  einge- 
schlossen sei.  Man  sagt  nun,  das«  die  Function  /"(o?)  ttir  den 
Werth  .i  =  c  einen  griis^ten  Wertb  oder  ein  Maximum  habe,  wenn 
der  Function swcrth  f(c')  algebraisch  grösser  ist  als  jeder  andere 
FunctioöBwerth  /*(c  +  A),  und  dass  die  Function  f{x)  fUr  den 
Werth  x—c  einen  kleinsten  Werth  oder  ein  Minimum  habe, 
wenn  der  Functionswerth  fic)  algebraisch  kleiner  ist  als  jeder 
andere  Functions  werth  f(c  -h  h).  Es  wird  also  der  Func* 
tionswerth  f{c)  immer  nur  mit  den  Nachbarwerthen  f{c  +  h)  ver- 
glirhen,  für  welche  ff<c +ä<,^  ist, ,  und  wo  die  Grösse  des 
Intervalls  ^^  —  o  je  nach  den  Umstünden  bedeutender  oder 
geringer  ausfallen  kann.  Demnach  ist  es  möglich,  dass  die 
Function  fix)  innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  b  reichenden 
Intervalls  für  verschiedene  Werthe  von  x  verschiedene  Maxima 
und  Minima  annimmt 

Ea  lässt  sich  die  angegebene  Definition  auch  so  aus- 
drücken, dass  die  Function  f{x)  flir  ,x=c  zu  einem  Maximum 
wird,  sobald  die  Differenz  f{c  +  h\  —  f{c)  für  jeden  von  Null 
verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  a  —  c  und  ß—c  liegenden 
Werth  von  h  negativ  ist,  und  dass  die  Function  f{x)  fUr  x^c 
zu  einem  Mininjum  wird,  sobald  die  bezeichnete  Differenz  ftir 
jeden  von  Null  verschiedeneu  innerhalb  der  Grenzen  a—c  und 
ß—e  liegenden  Werth  von  /*  positiv  ist.  Um  die  Bedingungen 
zu  erkennen,  unter  denen  das  eine  oder  andere  geschieht,  werde 
für  den  betreffenden  Werth  c  die  Function  f(c+h)  in  eine  nach 
den  Potenzen  der  Grösse  /*  fortschreitende  Eeihe  entwickelt,  und 
diese  nacli  dem  in  k  multiplicirten  Gliede  durch  den  entspre- 
chenden Restausdruck  ergänzt-  Hierzu  dteut  der  in  der  Glei- 
chung (17)  des  §  27  enthaltene  Taylor  sehe  SaU;  die  bei  der 
Function  f{x}  erforderlichen  Voraussetzungen  sind  in  demsel- 
ben §  angeführt.  Sie  bestehen  zunächst  darin,  dass  die  in 
der  Entwickelung  auftretenden  Differentialquotienten  fix)  und 
f"{x]  innerhalb  des  heztiglichen  Intervalls  eindeutig,  endlich 
und  stetig  sein  müssen.  Dann  findet  man  Hir  die  Differenz 
f{c  +  h)~fic)  die  folgende  mit  einem  positiven  echten  Hruehe  ö 
gebildete  Darstellung 


I 
I 


(1) 


f^c  +  h)-nc)^f'{c)h-^ 


f"(c  +  Hh) 


i_ 


§  34. 


Moxima  und  Minima  einer  Function  einer  Vuriable. 
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Aus  derselben  ist  leicbt  zu  folgern,  dasa  die  Function  f{x) 
für  x^=c  weder  einen  grilKten  noch  einen  kbnnjiten  Wertli 
besitzt,  sobald  der  erste  Differcntialquotient  fic)  einen  von  Null 
verschiedenen  Wertli  bat.  Durtdi  Heraus/ieben  des  Faetors  h 
bekommt  die  rechte  Seite  von  (1)  die  Gestalt 


(2) 


{f'{c)  +  h  r'{c+oh])jK 


man  kann  nun  der  Grösse  h  solche  Grenzen  a  —  c  und  ß — c 
vorschreiben,  dass  ftir  jeden  innerhalb  derselben  Hegenden  Wcrth 
das  in  der  Klammer  betind liebe  Aggregat  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  die  von  Null  verschiedene  Grösse  f'{c)  bebiilt. 
Wegen  der  Voraussetzungen,  die  für  den  Gebraueh  des  Taylor- 
seben Sat7.es  nothvvendig  .sind,  darf  die  Grösse  h  von  vorne 
herein  nur  einen  solchen  Spielraum  erhalten,  dass  der  zweite 
Differentialquotient  f"{c  +  Hh]  bei  jedem  Werthe  des  positiven 
echten  Bruches  ß  einen  endlichen  Werth  hat,  das  heisst  nume- 
risch kleiner  bleibt,  als  eine  gewisse  feste  Grösse  k  Wofern 
nun   die  der  Grösse  h  zu  steckenden   Grenzen  a  —  c  und  ß  —  c 


Domerisch  kleiner  gewählt  werden  als  der  Bruch 

der  Ausdruck 

(3) 


f'ic) 


i  so  muss 


l  +  A^i+e*) 
f'ic) 


I 


Stets  positiv  sein,  folglich  das  in  der  Klammer  von  (2)  befind- 
liche Aggregat  das  Vorzeichen  des  Factors  f'{c}  haben.  Legt 
man  alsdann  der  Grösse  h  innerhalb  der  festgesetzten  Grenzen 
zuerst  einen  negativen,  dann  einen  positiven  Werth  bei,  so  wird 
der  in  (2)  angegebene  Werth  der  Differenz  f{c  +h)—fic)  im 
ersten  Falle  das  mit  f  (c)  tlbereiustimmcDde,  im  zweiten  Falle 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen;  die  Differenz  ist 
also  fähig,  nach  Belieben  das  positive  oder  das  negative  Vor- 
zeichen zu  erhalten,  und  das  verträgt  sieb  weder  mit  der  Natur 
des  Maximums  noeb  ujit  der  des  Mininmins,  indem  die  Differenz 
bei  dem  erstem  immer  negativ,  hei  dem  zweiten  immer  positiv 
sein  mllsste. 

Wenn  also  die  Function  f(x)  für  x  =  c  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  haben  soll,  ho  iiuihs  der  erste  Differentialquotient 
derselben  f  (x)  Cur  den  beztlglieben  Werth  verschwinden.  Hier- 


m 
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halb  des  von  a  bis  b  ausgedehnten  Intervalls  liegen,  einge- 
schlossen sei.  Man  sagt  nun,  dass  die  Function  fix)  fltr  den 
Werth  :i'=c  einen  größten  Wcrih  oder  ein  Maximum  habe,  wenn 
der  Fanctionswertli  /'(c)  algebraisch  gri>s>?er  ist  ah  jeder  andere 
Functionswerth  f{c  +  h),  und  das»  die  Function  f{x)  für  den 
Werth  a;=c  einen  kleinsten  Werth  oder  ein  Minimum  habe^ 
wenn  der  Functionswerth  f(c)  algebraiech  kleiner  \at  als  jeder 
andere  Functionswerth  fic  +  h).  Es  wird  also  der  Func- 
tionswerth f{c)  immer  mir  mit  den  Nach  bar  werthcn  f{e-\-h)  ver- 
glichen, für  welche  a<c  + 7/<f^  ist, ,  und  wo  die  Grfisse  des 
InterYalls  ß  —  a  je  nach  den  Umständen  bedeutender  oder 
geringer  ausfiillen  kann.  Demnach  ist  es  möglich,  dass  die 
Function  fix)  innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  b  reichenden 
Intervalls  tllr  verschiedene  Werthe  von  x  verschiedene  Maxima 
und  Minima  annimmt. 

Es  lässt  sieb  die  angegebene  Definition  auch  so  aus- 
drücken, dass  die  Function  f{x)  für  x^^c  zu  einem  Maximum 
wird,  sobald  die  Differenz  f{c+h^  —  f(c)  für  jeden  von  Null 
verschiedenen  innerhalb  der  Orenzen  o  — c  und  ß—c  liegenden 
Werth  von  h  negativ  ist,  und  daas  die  Function  f{x}  für  a;  =  c 
zu  einem  Minimum  wird,  sobald  die  bexeichncie  Differenz  fUr 
jeden  von  Null  verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  a  —  c  und 
(i—c  liegenden  Werth  von  h  positiv  ist  Um  die  Bedingungen 
zu  erkennen,  unter  denen  djvs  eine  oder  andere  geschieht,  werde 
für  den  betreffenden  Werth  c  die  Function  f{e  +  h)  in  eine  nach 
den  Potenzen  der  Grösse  k  fortschreitende  Reihe  entwickelt,  und 
diese  nach  dem  in  h  multtplicirten  Gliede  durch  den  entspre- 
chenden Restausdruck  ergänzt.  Hierzu  dient  der  in  der  Glei- 
chung (17)  des  g  27  enthaltene  Taiflorsche  Sats;  die  hei  der 
Function  /"(:*)  erforderlichen  YoraussetKungen  sind  in  demsel- 
ben §  angeführt.  Sie  bestehen  zunächst  darin,  dass  die  in 
der  Enhvickelung  auftretenden  Difterentialquotienten  f'{x)  und 
p'{x)  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls  eindeutig,  endlich 
and  stetig  sein  müssen.  Dann  iiudet  man  für  die  Differenz 
f{c-\'h)—f{c)  die  folgende  mit  einem  positiven  echten  Bruche  ö 
gebildete  Darstellung 

(1)       f{c  +  A)  -f{c) =ric)h  +  ^"^';^'*^h\ 
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Aus  derselben  ist  leicht  zu  fol^'crn,  dass  die  Function  f{x) 
für  :>:  =  c  weder  cIdcii  ^rösten  noch  fiiieu  kleinsten  Wertli 
'>mtzt,  sobald  der  erste  Ditferentialquotient  p{c)  einen  von  Null 
verschiedenen  Wertb  hat.  Durch  Herausziehen  des  Factors  h 
'^ekouimt  die  reehte  Seite  von  (1)  die  Gestalt 


(2) 


(f'(c)  +  A  f'Cc+^A))*; 


ffian     tann   nun   der  Grösse  h  solche  Grenzen  «  — c  und  ß — c 
'^'>rscbreiheu,  dass  für  jeden  innerhalb  denselben  liegenden  Werth 
^'^^     in   der   Klammer  befindliche  Aggregat  stets   dasselbe  Vor- 
zeichen   wie    die    von  Null    verschiedene   Grösse  f'{r)   hehUlt 
^^Sen  der  Voraussetzungen,  die  für  den  Gebrauch  des  Taylor- 
Ucheti  Satzes   nothwendig   sind,   darf  die  Grösse  h  von  vorne 
Ikereiu  nur   einen  solchen  Spielraum  erlialteu,  dass  der  zweite 
pifferentialquotient  f"(c  +  Oh]  bei  jedem  Werthe  des  positiven 
cbte^i  Bruches  B  einen  endlichen  Werth  hat,  das  heisst  nume- 
iscli    kleiner   bleibt,   als  eine  gewisse  feste  Grösse  k.    Wofern 
fnaii      die  der  Grösse  h  zu  steckenden  Grenzen  « —  c  und  ß  —  c 

f'(c) 
BUuieiisch  kleiner  gewUhlt  werden  als  der  Bruch  -J    j 

der 


so  muas 


Ausdruck 


0 


^        f'ic) 


I 

BB^^^ta  positiv  sein,  tolglich  das  in  der  Klammer  von  (2)  befind- 
■^tilie  Aggregat  das  Vorzeichen  des  Factors  f'{c)  haben.  Legt 
^''*^**  alsdann  der  Grösse  h  innerhalb  der  festgesetzten  Grenzen 
zaer^t  einen  negativen,  dann  einen  positiven  Werth  bei,  so  wird 


der 


in  (2)  angegebene  Werth  der   Differenz  f{c-¥h)  —  f(c}  im 


^'^teu  Falle  das  mit  f'(c)  Übereinstimmende,  im  zweiten  Falle 

*^^^      entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen;    die   Differenz   ist 

**^o     fähig,  nach  Belieben  das   positive  oder  das  negative  Vor- 

^^Krlieti  yj(  erhalten,  und  das  vertrügt  sieli  weder  mit  der  Natur 

1*^^^  Ä-Iaximums  noch  mit  der  des  Minimums,  indem  die  Differenz 
"^J   ^em  erstem  immer  negativ,  bei  dem  zweiten  immer  positiv 
®^"»    miiHste. 
Wenn  also  die  Fnnction  f{oc)  fllr  a:  =  c  ein  Maximum  oder 
*^^    öliniimnn  haben  soll,  so  niuss  der  erste  Differentialquotient 
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durch  fällt  auf  der  rechteu  Seite  yoe  (1)  das  in  h  m!iltipHcirt< 
Glied  fort,  und  es  eotsteht  die  Gleichung 


w 


n.^n)-m^cs^±^,,. 


ums  dl 


Dieselbe  erlaubt  über  das  Vorhandensein  eines  Maximums 
eines  Miiiimuras  zu  entscheiden,  wofern  der  zweite  Differential 
quotient /""(j:)  bei  a*  =  c  einen  von  Null  verschiedenen  Wert! 
erhält.  Für  die  Function  f*  {sc)  gilt  die  Voraussetzung  dei 
Stetigkeit,  das  heisst,  für  je  zwei  innerhalb  des  benutzter 
Intervalls  befindliche  Werthe  x  und  x-¥  ^  ist  die  Differenj 
f{x+^)—f{x)  bei  einem  numerisch  hinreichend  kleinen  Werth( 
von  I  kleiner  als  eine  noch  so  kleine  gegebene  Grosse.  Sobalc 
daher  f"{c)  nicht  gleich  Null  ist,  kann  der  numerische  Wertl 
der  Grösse  h  in  solchem  Masse  eingeschränkt  werden,  dass  dii 
Differenz  f"  {c  + fth)—f"{c)  zwischen  zwei  Grossen  ja  und  g 
die  numeriiieh  kleiner  als  der  Werth  f"{c)  selbst  sind,  ent 
halten  bleibt;  dann  muss  f"{c-hBh)  einen  von  Null  verschie 
denen  Werth  haben,  dessen  Vorzeichen  mit  f"  (c)  Ubereinstiainil 
Aus  den  Ungleichheiten 

folgen  nUmlich  durch  Addition  von  f"  (c)  die  Ungleichheiten 

wo  die  Grössen  p  +  f"  (c)  und  q  +  f"  (c)  nach  der  getroffene] 
Voraussetzung  dasselbe  Vorzeichen  wie  /'"  (c)  haben  und  noth 
wendig  von  Null  differiren.  Es  wird  demnach  festgesetzt,  das 
die  Grösse  h  innerhalb  solcher  Grössen  « —  c  und  ß — c  liege] 
soll,  für  welche  f"  (c  -*-  ö  A)  das  Vorzeichen  von  f*'  (c)   festhäll 

Da  die  Grösse  f"  (c+ÖÄ)  in  (4)  mit  dem  Factor    _  h^  multipli 

cirt  ist,  der  tllr  ein  positives  wie  für  ein  negativem*  h  positr 
bleibt  und  nur  mit  h  zusammen  verschwindet,  so  hat  die  recht 
Seite  von  (4)  für  jeden  zulä.ssigen  Werth  von  h,  die  Null  aus 
genommen^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  der  positiv 
oder  negativ  bleibt,  je  nachdem  /'"  {c)  positiv  oder  negativ  ist 
Nun  wird  aber  das  Wesen  des  Maximums  dadurch  characterisirf 
dass  für  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  h  die  auf  de 
linken    Seite    von  (4)   belindliche  Differenz  immer  negativ,   daj 
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IVeseu  des  Miiiiinums  dadurch,  dass  diese  Differenz  immer 
positiv  bleibt.  \\m  ihwi  nuiii  den  Schluss  zietieu,  dass  die 
f^^-fnc^ion  fix)  für  x=c  rw  einmi  Maximum  ivird,  wenn  für 
(liefen  Werth  von  x  der  erste  DifferentinlqttotictU  f'  [x)  ver- 
A'cÄtc^mfe/  und  der  zweite  Diffhcntialquotienf  f"  {x]  einen  neyali- 
re»»  TfV/Ä  erhält,  dass  dagegen  die  Function  f{x)  für  x  —  ceu 
et»»e>»i  Minimum  tcird,  wetm  für  diesen  Wcrih  von  x  der  erste 
I^iff^<^rentialquofient  f'  {x)  verschwindet ^  und  der  zweite  Diffcren- 
iictjqttotient  f"  {x)  eineti  positivefi   Werth  erhält. 

In  dem  Falle,  dass  fllr  einen  Werth  x  =  c  sowohl  der  erste 
^*'ie  auch  der  zweite  Differentialquotient  der  Function  f{x)  gleich 
Null  ist,  genügt  die  in  der  GUMchung  (1)  enthaltene  Entwicke- 
lt! n^  znr  Beantwortnng  der  aufgewortenen  Frage  nicht  mehr. 
MTir  fuhren  dann  die  in  der  Gleichung  (17)  des  §  27  ange- 
geb^?ne  Reihe  bis  zu  dem  mit  A^  multiplietrten  Gliede  und  dem 
®*<5li  anschliessenden  Restausdruck,  und  erhalten,  indem  die  mit 
^   und  h'  Hiultiplicirten  Glieder  verschwinden,  die  Gleichung 


¥ 


f{c  +  h)~f{c)^'-^^'h^  + 


2.3.4 


'h* 


der  auch  die  DitTerentialquotienten  f"'(x)  und /^  (a:)  ein- 
^^^^itig,  endlieh  und  stetig  vorausgesetzt  werden.  Diese  Gleichung 
'^'S't  ein  ähnliches  Verhalten  wie  die  ohige  (1).  Wenn  der 
y^^T^h/'"(cJ  von  Null  verschieden  ist,  so  nimmt  die  rechte 
'^^iitc  von  (5)  für  Wertiie  von  hy  die  numerisch  unter  einer  ge- 
*^ssen  Grösse  liegen,    notliwendig  das  Vorzeichen  des  Gliedes 

^o      irh*  an,  welches  eine  ungerade  Potenz  von  h  als  Factor  ent- 

,*^^"t  und  deshalb  mit  der  Grösse  h  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
'^•Ucl^rt.  Aus  diesem  Grunde  wechselt  jetzt  die  Differenz 
'   '^    +h}—f{c)  ihr  Vorzeichen,  suhald  die  Grösse  h  von  einem 

^^ativen  zu  einem  positiven  Werthe  übergeht,  es  tritt  also  bei 
.^^^    Function  f{x)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  auf. 

^^^nn  aber  f'*'  (c)  gleich  Null  ist,  so  wird  aus  (5)  die  Gleichung 

(6> 


A*)i 


f{e  +  h)-f{c) 


-fio=^0':^'^h* 


bei 


2.3,4 


der  es  auf  die  Grösse  f    (c)  ankommt.     Fttr  einen  von  Null 


^■"»chiedenen  Werth  derselbe-n  kann  nuiu  vermöge  der  voraus- 


m 
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gesetzten  Stetigkeit  der  Function  /^**  {x)  das  Intervall  von  h  sd 
klein  wählen,  dass  f^*^{c-hfth)  das  Vorzeiiihen  von  f*\c)  be- 
hält. Die  Differenz  f{c  +  h)—f{x)  ist  nach  (6)  gleich  dem  Pro- 
duet  des  in  Rede  stehenden  Mittelwerthei?  und  der  durch  die 
Zahl  2.3.4  dividirteu  vierten  Potenz  der  Grt^sse  Ä,  welche  ala 
eine  gerade  Potenz  stets  positiv  ist  nnd  nur  mit  h  zasammen 
verschwindet,  nnd  kann  daher  niemals  ein  anderes  Vorzeichen 
annehmen,  als  die  Grösse  f  (c)  hat.  Mithin  wird  die  Function 
f{x)  für  a?=c  zu  einem  Maximum  unter  den  Bedingungen 

/"(c)=o,  r{c)=o,  r"(c)=o,  /**'fe)<o, 

dagegen  zn  einem  Minimum  unter  den  Bedingungen 
/"(c)=0,  /*"(c}=0,  /■'"{c)=0,  p)(c):>o. 

Wie  man  sieht,  fehlt  auch  hier  wieder  die  endgültige  ÄnF 
wort,  sobald  f  (c)  gleich  Null  ist,  so  dass  es  nöthig  wird,  die 
Entwickelung  der  Differenz  f(c  +  A) — f{c)  noch  weiter  zu  treiben* 
In  der  That  muss  man  die  Reibe  der  Differential(|uotientea 
/■"(c),  f'"{c),...  80  lange  untersuchen,  bis  man  zu  dem  ersten 
Differentialquottenten  /"''''*"  (c)  gelaugt,  der  nicht  gleich  Null  ist. 
Dann  liefert  der  Taylor'sche  Satz  die  Gleichung 


f(c  +  h) -f{c)='    ^     V..^T^  Ä 


s 


(7)  '^--"^     '^''^-2.3:.T(p+l)' 

l)ei  der  die  rechte  Seite  für  numerisch  binreit^hend  kleine 
Werthe  von  /*  ihr  Vorzeichen  mit  h  zusammen  wechselt,  falls 
p+1    eine    ungerade  Zahl    ist,    hingegen   das  Vorzeichen    von 

f^'^^\e)  behält,  falls  jo+  1  eine  gerade  Zahl  ist.  Die  Function 
fix)  hat  also  für  einen  Werth  j:  =  r,  der  ihren  ersten  Differen- 
tialquotienten  su  Null  machte  ein  Maximum,  wenn  der  niedrigste 
für  x  =  c  nicht  verschwindende  IHffercniialquotient  von  gerader 
Ordnung  ist  und  für  x=c  einen  negativen  Werth  annimmt^  sie 
hat  ein  Minimum,  wenn  der  niedrigste  für  x^c  nicht  verschwin- 
dende Di/fcreniialquotient  von  gerader  Ordnung  ist  und  für  x  —  c 
einrti  positiven  Werth  annimmt,  sie  hat  endlich  weder  ein  Maxi- 
mum nüch  ein  Minimum j  wetm  der  niedrigste  für  x=c  nicht 
verschwindende  Differentialquotient  von  ungerader  Ordnung  ist. 

Hierin  bestehen    die    vollständigen  Kriterien    der  Maxim& 
und  der  Minima  einer  Function  einer  variabeln  GrOsse. 
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Geometrische  Bentnng  der  Maiclina  nnd  Hlnisna  einer 
Fonction  einer  varlabelc  CrröaBe- 

Xndem  wie  früher  mit  %  und  y  dio  ret-htwinkligeu  Coordi- 


Daten     eines  Punktes 
^P^t^ir    cü.  ie  durcli  dii- 

(1) 


I 


['iner  Ebene  bezeiclmet  werden,  betrachten 
Gleiehiuig 

klargestellte  Cnrve.  Der  Wcrth  y  minst  den  Abstand  des  Pank- 
f*^8  ( .=*:r,  y)  von  der  Ahsei><senaxe  und  bekommt  auf  der  einen 
ß«it^  derselben,  nach  der  in  §  2  eingeftihrten  VorHtellung  der 
oher^jn^  das  positive,    auf  der  anderen  Seite  das  negative  Vor- 

I^eicil:».  ^ß^     Wenn  daher  die  Fmictinn  f{x)  für  einen  Wertli  a;=c 
^Hc>A        (igj.  Detinitian  des  vorigen  §  zu  einem  Mjiximmn  wird,  so 
*^        ^er  betreffende  Punkt  der  Cßrve    im  Vergleich    zu  seine« 
_^*^liLl)arpuukten    den  größten  Abstand   vom    der    Abscissenaxe ; 
^'**"^        dagegen  f{x)  flir  .c=c  zu  einem  Minimum,    so    hat    der 
S^Viörigc    Punkt    im    Vergleieh    zu     seinen    Nach  bar  punkten 
"^      kleinsten  Abstand  von  der  Abscissennxe,    beides  unter  der 


2I.T1 


» 


*- Vissetzung,  dass    (Ut    in  Rede  stehende  Werth  f{it)  [tositiv 
Für  negative  Wcrtbe  von  f\^x)  kehren    sich  die  Benennun- 

Da  der  erste  Difll'crentiahiuotient  f'{x)  die  trigonometrische 

&eute   des  Winkels  ausdrUekt,  den  die  in  dem  Ijetrefteiiden 

,^^te    an    die  Curve    gezogene  berührende  Linie  mit  der  Ab- 

^^«naxe  bildet,   so   hat  die  für  das  Maximum  uud  Minimum 

^«^ndc  Pcdiugung,  dass  f'{x)  für  if=c  verseb winde,  zur  P>jlge, 

******     die  berUbieude  Linie    in    dem    Punkte  x-=.c^  u=^f[c)    zu 

j  -Abscissenaxe  parallel  wird.     Auf  diesen  Umstand  ist  schon 

j^,     "^  4   aufmerksam   gemacht   worden.    Ferner   bezeichnet  die 

^.    ^^^tTQuz  f{c+h)  —  f{c)  den  je  nach  der  Lage  positiv  oder  nega- 

^euommenen  Abstand  des  Punktes   der  Curve,    für   welchen 

p^     ~^  «  +  A  ist,  von  der  Parallele  zur  Abscissenaxe,  die  durch  den 

r.    *^^t  x=c,  y  —  f{c)  läuft  und  hier  eben   die  Curve  berührt. 

„     *       der  getroffenen  Annahme   ist  die  Differenz  f{c-¥k) — f{c} 

^  y   X^unkte  x=v  +  h,  ij=f{c-\-h\  die  oberhalb  der  berührenden 

^^^^l«  liegen,    positiv,   für   unterhalb    liegende  Punkte   negativ. 

^^sen   wir  daher  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  §  ins  Auge, 
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woriD  vermittelst  der  Vorausset/Aing,  das8  f^''^^\c]  den  niedrig- 
sten für  x^c  nicht  vcrseliwindenden  Differcutialquotienten  von 
fi'X)  bedeutet,  silmratlielie  Fälle  eingescbloysen  sind,  so  wird 
klar,  dass  die  zu  dem  Punkte  x=c,  if=f{c)  benaclibartcn 
Punkte  der  Curve  bei  einer  geraden  Zahl  />  + 1  und  einem 
negativen  Werthe  von  /  '"*'  (c)  sämmtUch  unter,  bei  einer  ge- 
raden Zahl  jf>  +  1  und  einem  positiven  Werthe  von  /' ''  (c)  gäniuit- 
lich  über  der  genannten  berührenden  Linie  liegen,  sieh  hingegen 
bei  einer  ungeraden  Zahl  j:^H-l  auf  der  einen,  z.  B.  der  linken 
Seite  des  Punktes  unterlialli,  auf  der  anderen  Seite  desselben 
oberhalb  der  berllhrendeu  Liuie  befinden.  Sowohl  in  den  Fällen, 
wo  die  Function  fix)  ftlr  x=€  ein  Maximum,  wie  aueli  in  den 
Fällen,  wo  sie  ein  Minimum  wird,  liegt  derjenige  Theil  der 
entsprechenden  Curve,  welebem  der  Punkt  j'  =  r,  ij=f{e)  ange- 
hört, auf  derselben  Seite  der  dort  berührenden  zu  der  Abscis- 
senaxe  parallelen  Linie.  Wenn  dagegen  für  einen  Werth  j:=:c 
zwar  der  erste  Differeutialquotient  der  Function  f{x)  verschwin- 
det, allein  die  Function  weder  ein  Maximum  noeh  ein  Minimum 
wird,  so  zeigt  die  entsprechende  Curve  die  Erscheinung,  dass 
sie  von  der  zugehörigen  berührenden  Linie  zu  gleicher  Zeit  ge- 
schnitten wird. 


i 


%  30.    Elnselne  Anf^Abeii  de  Ma^mim  et  Mln^lfl« 

Um  die  sämmttichcn  Werthe  der  Variable  u  zn  erhaltf«? 
fUr  welche  eine  gegebene  Function  f{x}  zu  einem  Maxinium 
oder  Minimum  wird,  ist  es  nach  §  34  erforderlich,  alle  die- 
jenigen Werthe  zu  kennen,  für  welche  der  nach  x  genommene 
erste  Differentialquotient  der  Function  f'(x)  gleich  Null  wird. 
Nachdem  die  zugehtirige  Gleichung 
(1)  f(ic)  =  0 

gebildet  ist,  hat  man  zuerst  die  silmmtlichen  reellen  Wurzel». 
Cj,e,,,.  aufzusuchen,  welche  sie  besitzt,  und  hierauf  jede  ein- 
zelne in  die  Reihenfolge  der  Differentialquotienteu 

(2)  rix),  rix),.. 

zu  substituiren,    bis  mau  zu  dem  ersten  gelangt,    der  für  deo 
betreffenden  Werth    nicht  vcrHcbwiudet;    man    kann    dann    ans 
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der    Bescbaffenheit    des  Ergebnisses   nach  der  in  §  34   aufge- 
stellten Ue^^el    l)eurtli<*ilt'ii,  oh  ein  Maximum  wler  ein  Minimum 
oder  keines  von  beiden  vorliege. 

1.    Es  sei  fix)  gleieli  einer  rationalen  ganzen  Function  von 

a?"     von  einem  beliebigen  tJrade 

C^y  fix)  =  a„  x"  +  a, :/;""'  -f  . . .  +  o^_j  .i-  +  a^^. 

^^•^«-Äiin  ist  fix)  die  Function   des  um   eine  Einheit  niedrigeren 
GTi-^E^des 


f'ix)  =  na„x    '  +  (w=l)a,x-'*  '  + 


^.-i> 


CS 

2ft 


es  handelt  stL-h  um  die  Auflösung  der  algebraischen  Olei- 
ng  /'■(ip)=0-  Auf  die  rationalen  gsur/en  F'unetionen  einer 
'iable  bezieht  sich  die  in  §  34  erwähnte  Methode  Fermats, 
cb  welche  die  Auffindung  der  Miixima  und  Minima  der 
ebenen  Function  von  der  Auflösung  der  so  eben  gebihleten 
ichung  abhäingig  gemacht  wird.  Nach  dem  Fundamental- 
fc^^üe  der  algebraischen  Gleichungen,  der  in  1,  g  Cl  und  f. f. 
"^i^^'ieseu  ist,  hat  die  Gleichung  fij:)  =  i\  immer  eine  reelle 
^^ör  complexe  Wurzel,  und  in  Folge  dessen  genau  w — 1  reelle 
-"^^r  enmplexe  Wurzeln  ';it';a, *-i';„_p  vermöge  deren  die  Zer- 
^^^Uüg  in  « — 1  Factoren  ersten  Grades 
3  f  {x}  =  na,  ix-fi,)  (a;—  /;,) .  .  (a?  -  ?;„_i) 


f^tcht.    Unter  den  Wurzeln  f^j,  jr;^, -.  »;^_^  sind  die  reellen  Wcrthe, 


a« 


1h  solche  tlberlijiupt  vorkommen,   auszuwählen;    diese  liefern 
:im    die    Grössen    c,,^,, ...,    welchen    ein    Maximum    oder 
Tiimiim  der  Function  /"(./)  entsprechen  kann.     Bezeichnet  umu 
^*^e    dieser   Grössen    wieder    mit    c,    so    lassen    sich    die    He- 


^^gungen  der  Maxima  und  Minima  von  f[x)  unmittelbar  ver- 

1^^^  ^»ge  der  folgenden  Darstellung  ableiten 


-*)  f(c  +  h)=rfic, 

^^  "i  *  aus  I,  §  94  herrührt. 

FJIr  die  Function  des  zweiten  Grades 
^^)  f{x)  =  a^x'+u,x  +  a, 

^^t  man 

^•5^)  r{x):=2a„x  +  a, 

^-^ie  letztere  Function  verschwiiidet  für  den  einzigen  Werth 
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§  ^' 


(8) 

und  giebt 

(9) 


c=^ 


—a. 


2  a. 


Da  f"(or)  den  eon«tauteii  Wcrtli  2a„  hat.  so  wird  di*'  filrifhuii 
(3*)  m  der  lolgeuden 


(10) 


Die  Orüssc  a^  darf  nicht  gleich  Null  Bein,  weil  sonst  die 
Function  f{x)  nicht  Yoni  zweiten  Grade  wäre;  mithin  kann  der 
W«'rth  f"{x)=2ao  nicht  verschwinden  und  begründet,  falls  a, 
pojsitiv  ist,  das  Auftreten  eiuca  Minimums,  falls  a.,  negativ  ist, 
eines  Maximums.  Durch  die  Zusammenstellung  der  Gleichung 
(11)  des  §  2  mit  der  obigen  (10)  ergibt  sich,  dass  die  Gleichung 

(11)  y  =  ö»^' +  ctj  j;  +  öa 

in  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  Coordinatcn  x,  p  eine  Parabel 
ausdruckt.  Man  erhält  eine  vollständige  Ucbereinstinimung, 
indem  man 

1 


(12) 


4a„  ~  '  2    ■ 


=  -'^~   j  »»  = 


2(«f-/0' 


c  =  l 


setzt.  FUr  die  Diseussiou  in  §  2  ist  die  Däfterenz  m^fi  positiv 
angeuommen;  hierdureli  wird  der  Punkt  x  =  c^y^f{e)  zn  dem 
tiefsten  Punkte  der  Parallel^  der  in  der  beigefiigteu  Figur  mit 
/i„  bezeichnet  ist  und  den  Scheitelpunkt  der  Parabel  bildet. 
Bei  einem  negativen  Werthe  von  m  —  n  kehrt  sieh  die  Lage 
der  Parabel  von  oben  nach  unten  um,  und  bestimmen  die 
gleich aamigen  Coordinatcn  den  höchsten  Punkt  der  Parabel,  der 
wieder  ihr  Scheitelpunkt  ist. 

Der  niedrigste  Grad  von  f{x\  bei  dem  es  vorkommen 
kann,  da.ss  /''(jT»  und  f"^x)  ftir  denselben  Wertli  von  x  ver- 
schwinden, ist  der  dritte.  Alsdann  sind  die  zu  betrachtenden 
Functionen 


(     f{^)  =  flo  «^^   ■•"  <*l  ^'    +   <*4  ^  +   ^S 

(13)  /■•(a:)  =  a<ioÄ:'  +  2o,j:  -I-  a, 

lr(^)=6«,j-+2a.. 
Die  quadratische  Gleichung  f'{x)=<^  hat  demnach  die  Wnrzelo 


J 
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(U) 


3a„ 


Vi- 


_  — q,  -j/g«  — 3aoa, 
3a, 

Soba,l<3  die  Verbindung  a^—Sa^a^   negativ  ist,   werden  die- 

8elb^-»7^    complex  und  conjugirt,   so  dass  de'r  Differeutialquotient 

f'ip^         iHr  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden  kann.    In 

jedexirm.    anderen  Falle  sind  jy,  und  tj^  reell,  und  die  Substitution 

in  ^^-»1  Ausdruck  f"  (x)  giebt 

{\h^  )  r (0  =  2(300 ij,+  a,)=      2]/^-3a,a, 

\  /•"(»?,)  =  2(3a„/;,  +  a,)  =  -2|/af-3a„a,. 
"önrx  daher  die  Verbindung  a* — 3a„a,  positiv  ist,  so  bringt 
der  ^ine  ^er  Wertbe  tji  und  r^^  ein  Maximum,  der  andre  ein 
™mixÄium  hervor.  Bei  dem  Verschwinden  der  Verbindung 
*i  30.  a,  fallen  die  Werthe  >;,  und  ly,  in  einen  zusammen^ 
^y  ^en  f"{x)  verschwindet,  und  da  f'"(x)  —  i^ao  bei  der  vor- 
»legenden  Function  dritten  Grades  nicht  gleich  Null  werden 
^^^•,  80  zeigt  sich,  dass  f(x)  weder  zu  einem  Maximum  noch 
^^_  einem  Minimum  wird.  Die  Verbindung,  von  deren  Vor- 
^^iclxen  die  Entscheidung  zw^ischen  den  drei  möglichen  Fällen 
^»>hä.ngt,  bildet  den  Zähler  des  auf  der  rechten  Seite  der 
^^^icLung  (12)  in  I,  §  57  befindlichen  Ausdrucks,  nachdem  man 
^*i8elben  auf  den  gemeinsamen  Nenner  a*  gebracht  hat. 

IL    Die  Maxima  und  Minima  einer  rationalen  gebrochenen 
^''iiiction 

^   -4(a;)  und  B{x)  rationale  ganze  Functionen  von  x  ohne  ge- 
^insamen  Theiler  sind,  erfordern  das  Verschwinden  des  ersten 
^flferentialquotienten 

-  ^^   Bezeichnung  des  Arguments  x  ist  der  Ktlrze  halber  wegge- 

^^Sen  und  wird  auch  im  Folgenden  fortbleiben,  wo  kein  Miss- 

^^'st^ndniss  zu  befürchten  ist.    Hier  sind  alle  reellen  Werthe 

*^^  ac  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  der  algebraischen  Gleichung 

^^^Ugen 

^^^)  Ä'B-ÄB^^O, 


i 
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§  36. 


UuttT  den  Wurzeln  von  (18)  kann  eine  Grösse  i,  welche  zugleich 
die  Fwnction  B  zu  Null  macht,  nur  dann  vorkoninienj  weuu  für 
dieselbe  das  Product  AB'  verüchwimUtt.  Weil  nun  A^x)  und 
Bixi  keinen  jf^emeinsanien  Theiler  haben,  so  verschwindet  Aix) 
für  keinen  Werth,  der  B{x)  zu  Null  niaeht;  für  jede  Grösse  | 
mu8s  also  B'{x)  mit  Bix)  zusammen  verschwindeu.  Umge- 
kehrt wird  die  Gleiehung^  (18}  dureh  jeden  Werth  befriedigt, 
für  den  B{x)  und  B'{X}  gleich  Null  sind.  Diejenigeu  Werthe, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  sind  aber  zufolj;e  I,  §  49  die 
niehrfaeben  Wurzeln  der  Glciehung  J5(a;)==0;  mit  diesen  fallen 
daher  die  Grössen  5  zusammen.  Hiernaeh  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass,  wenn  die  Gleichung  7?(>;)  =  ü  keine  mehriachen 
Wurzeln  oder  die  Function  B\x)  bei  ibrer  Zerlegung  in  Factoren 
des  ersten  Grades  keine  mehrfachen  Factoren  besitzt ,  die 
Gleichung  (18)  keine  Wurzeln  haben  kann,  fllr  welche  die 
Funetton  B{x)  verschwindet.  Andcruftills  cxistiren  zwar  solche 
Wurzeln,    dürfen    aber    bei    der   Aufsuchung    der  Maxima    und 

Minima  der  Function  /(a;)=     .  '   nicht  angewendet  werden,  da 

nach  §  8  die  letztere  fUr  dieselben  aufhiVrte  stetig  zu  sein,  und 
da  in  dem  flir  /*'  (x)  angegebenen  Ausdruck  (17)  der  Nenner 
mit  dem  Zähler  zusamnien  versebwände. 

Der  zweite  Differentialquotient  von  fix)  erhält  den  Äusdrack 

(19)        r'(-^=^"V^-'---i,V-^-^' 

Bei  der  Substitution  eines  Werthes  von  .r,  der  die  Gluicbung 
(18)  ernUlt,  ohne  die  (ileiehung  i?=n  zu  befriedigen,  versehwin- 
det der  zu  subtrahirende  Bestandtheil  der  rechten  Seite,  nod 
weil  der  Nenner  B*  nothweudig  positiv  wird,  so  ontiächeidct  die 
Verbindung 

(20)  A"B—AB" 

durch  ein  negatives  Vorzeichen  ftir  ein  Maximum,  durch  ein 
positives  flir  ein  Minimum.  Wir  llbergchen  die  F/Wlrterung  der 
höheren  Differcntiabiuotienten  der  Function  /'i>),  welche,  falls 
es  nothwendig  ist,  nach  einander  aufzustellen  keine  Schwierig- 
keit verursacht. 

111.    Als  Beispiel  einer  transcendenten  Function  diene  die 
folgende,   mit  den  ganzen   Functionen  A{x)y  B{x}j  C{x)^  D{») 
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und  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  c  gebildete  Function 

Aus  derselben  ergiebt  sich 

oder  entwickelt 

foo*\         f.f  \      A'B—AB'     0    ^  A  a  D—CD'    n 
(22*)         f'{x)  =  -     -gi e     +^ ~i- ß, 

und  ferner 

(23)         rix) 


dx*  ^       dx      dx  B\    dx*  \     dx 


C(x) 

Weil  die  Exponentialfunction  e       für  jeden  Werth  von  a?,    für 

den  der  Exponent  ^^^  nicht  mit  negativem  Vorzeichen  über  jedes 

Mass  hinauswächst,  positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  so  hat 
man,  abgesehen  von  den  Werthen,  die  den  Nenner  D{x)  zum  Ver- 
schwinden bringen,  nur  diejenigen  Werthe  zu  ermitteln,  für  welche 
der  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  mit  der  Exponentialfunction 

e       multiplicirte  algebraische  Ausdruck 


(a^.KS, 


W  ...     ■  B    ,. 

gleich  Null  wird.     Diese  sind  die   reellen  Wurzeln   der  alge- 
braischen Gleichung 

(25)  {A'B~AB)D*+AB{C'D—CD')=^. 

Ferner  bleibt  das  Vorzeichen  von  f"{x)  bei  dem  Fortlassen  der 

Exponentialfunction  e.      nngeändert,  so  dass  dasselbe  durch  den 
algebraischen  Factor 

(2Ö) 


■'•ö),/(a<3..K)ji(|))" 

dx*     "*""    dx       d»     ^~B\dx*         \    dx   y  ^ 
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beätitntni  werden  kann.  Hier  kooimt  uo^b  in  Betracht,  dass 
vermöge  des  Verschwindens  von  (24)  der  Ausdruck  (26)  gleich 
dem  folgenden  wird 


(27) 


dx*         B^   dx   ^        B     dx^ 


Eine  sehr  einfache  Anwendung  entsteht,  indem  man  A(S} 
gleich  der  gan/.en  Föten/  2"",  Bix)^\y  C(^)  gleich  der  in  eine 
Constante  c^  uiultiplieirten  Variable  u:,  D(x)  =  l  setzt,  mithin 

(21*)  f{x)=x'e'". 

Dann  wird  aus  (25)  die  Gleichung 

(25*)'  nx"''  +  x"  c^  =  0, 

und  aus  (27)  der  Ausdruck 

(27*)  n(n-\}x''~'-x"cl. 

Die  Wurzel  von  (25*),  die  gleich  -  "  ist,  gielit  filr  (27*) 
den  Werth 

der  nach  der  allgemeinen  Regel  durch  ein  negatives  Vorzeichen 
ein  Maximum,  durch  ein  positives  Vorzeichen  ein  Minimum  an- 
zeigt. 

§  37.    Berührungen  versohtedener  Ordnungen  zwliohen 
ebenen  Curren. 

Insofern    die  Entwicklung  einer  Function  in  eine  Potenz- 
reihe   die    Aenderungen    der    Function    darstellt,    welche    l>e- 
Btimmten    Aenderungeu    der   Variable    entfiprccben,    kann    mau 
durch    dieses    Mittel    die    simultanen    Aenderungen    von    zwei- 
Functionen   derj^clbcn   Variable    in    der   Art   vergleichen,    das^ 
entweder   die  Differenz  oder   der    Quotient  der   beiden    Func — 
lioncn    unten:*ucht   wird.      Zu    der   Betrachtung    der    Differen: 
veranlasst  die  Frage,  wie  sich  zwei  ebene  Curven,   die  durc^ 
denselben  Punkt  gehen,  in  der  Nachbarscltaft  von  diesem  geg© 
einander  verhalten.     Wenn   für   dasselbe   rechtwinklige  CoonLi— ^ 
natensystem  die  Gleichungen  zweier  Curveu  gegeben  sind 
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and    diese  sich  in  dem  Pnnkte  x=Xojy=:y„  treffen,  so  gelten 

die    Oleichnngen 

(2)  y«  =  /"  (a^o),  y»  =  <3P  (rTo). 

Es    Virerde  nun  x  wie  auch  |  durch  das  Aggregat  x^-i-h  ersetzt 

und     liierauf  f(Xc  +  h)  und   ^(^To+ä)  nach   den  Potenzen   der 

GS^riSsse  h  entwickelt;  dann  kommt  nach  (17)  des  §  27  bei  zwei 

positi-ven  echten  Brtlchen  ö  und  l 

(3:>     ^=f{x,  +  h)^fix,)+r{x„)  h  +  ^'-^^)ä» +. .. 

•"^2.3...p'*   ^  2.3...(i>  +  l)  '^ 
(4)         >y  =  c3p(a;«  +  Ä)  =  qp(a;o)  +  9''WÄ+^''^^^^^^^ 

••        2.3...P      "^    2.3. ..(p  +  1)  ' 

^*^^o.u8  erhält  man  fllr  die  Differenz  der  Ordinaten  »?— y, 
^^^^^lie  zu  demselben  Werth  der  Abscisse  x^  +  h  gehören,  da 
^^<i^ejB  (2)  die  Differenz  q>ix„)—f(x^)  gleich  Null  ist,   den  Aus- 

^^^      -?  -y = i^'  w  -f  M)  h  +  y:^w-rw^,  ^ 

j^,  2.3...P       "   "^  ""2.3...(j>+l) 

^^       Orösse   1?— y  bezeichnet   das  Stück   der   in  dem  Punkte 

,  **  J~*~  Ä  der  Abscissenaxe  errichteten  Ordinate,  das  zwischen  den 

^^d^n   Curven   liegt,    und   zwar  bei    der   eingeführten   Lage 

^^      -Axen   mit   dem  positiven  oder   negativen  Vorzeichen  ge- 

^'^ruen,  je  nachdem  der  Punkt  der  zweiten  Curve  rj  =  q)(ß)  über 

^^*"  unter  dem  Pnnkte  der  ersten  Curve  y=f{x)  liegt.    Sobald 

^cVi    ejjjg  dritte  Curve  hinzukommt,   die  auch  durch  denselben 

^iul$.t  hindurchgeht,  und  deren  Gleichung 

Rissen  möge,  so  folgt    für  einen  positiven  echten  Bruch  /<  auf 
^^«aelbe  Weise 

^^^      ^ - y  =  (V'  ix.)  - r  (x,))  h  +  -'tli'^^^-X'M  j^,^ 

2.3.. .p  "^  2. 3. ..(p  +  1)  '* 


\ 
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Wir  denken  uns  jetzt  die  erste  Curv«  beliebig  gegeben 
und  setzen  fllr  die  zweite  und  dritte  Curve  verschiedene  Gebilde 
vtm  einer  gewissen  Gattung,  die  zuerst  gerade  Linien  sein 
nii^gen.  Bei  einer  geraden  Linie,  welcbe  durch  einen  gegebenen 
Punkt  a;„,y„  lauft,  ist  nur  noch  der  Winkel  a  willkürlich,  den 
sie  mit  einer  bekannten  Linie,,  etwa  der  Absci^senaxe,  ein- 
schliesst.  Die  Gleichung  einer  so  bestimmten  Geradezu  entsteht 
aus  (5)  des  §  2,  iiidem  l^x^^m^y^  genommen  wird  und  a 
seine  Bedeutung  behält, 

(8)  '"'" 


'  =  *'+^'^(^ -''•)• 


Unter  den  Geraden,  die  den  verschiedenen  Werthen  von  a 
entsprechen,  hat  diejenige,  welcbe  die  gegebene  erste  Curve  in 
dem  I*unkte  {x^,i/J  berilhrt,  zu  derselben  eine  besondere  Bezie- 
hung; für  (liese  ist  die  Taugente  des  Winkels  a  gleich  dem 
ersten  Differentiulquotienten  fix^),  so  dass  ihre  Gleichung 
folgcndenuassen  lautet 

(9)  rj  =  y,+f'(x,,)('i-x,). 

Die  respectivc  in  (8)  und  (H)  angegebenen  Functionen  ft>(x)  «ud 
(f(^)  sind  ganze  Functionen  des  ersten  Grades,  bei  denen  die 
ersten  Differcutialquotienten  die  Werthe 


(9.) 


Binu 


^'W=Z"'9>'(^j==r(^«) 


coaa 


haben,  dagegen  die  nach  dem  Argument  genommenen  Differeu- 

li;ilfiuotienteu  von  der  zweiten  und  von  den  höheren  Ordnungen 
verschwinden.  Jlithin  gehen  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  für 
2}  =  \  in  die  folgenden  über 

(10.       ,-.=  -r±^%., 

(11) 


Für    jede   durch   den    Punkt   (ü?a,yo)   hindurehgehende  gerade 
Linie  mit  Ausnahme  der  die  Curve  berührenden  ist  die  Differenz 


sma 


— -—f'(x^),  welche  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  als  Factor 


cosa 


von  h  erscheint,  von  Null  verschieden.  Es  folgt  daher  durch 
solche  Schlüsse,  wie  sie  in  §  lU  »ugewendet  sind,  dass  fllr 
alle    Werthe   von   A,    die   numerisch  unter   einer    hinreichend 


I 
I 


§    37. 


Berührung  vursühioderHr  Ordnungen. 


187 


kleinen  Grösse  liegen,   die   Differenz    t^  —  ij  nmneriecli  klüiner 

als    die  Differenz  i)  —y  bleibt.    Hierauj*  ergiebt  sieb,  dass,  wenn 

man     die  Punkte,    in   weklien   die    zu  dtnn   WtTthe  a\  ■¥  h  ^e- 

jhiSrentle  Ordinate  die  Curve  y=f{x),   die  Beriibrende  (9)  und 

die     Gerade   (8)    i*chneidet,    der   Reihe    nach    als    den   ersten, 

(»veeiteu  und  dritten  Punkt  bezeichnet,  der  dritte  Punkt  niemals 

Jswiselien    den    ersten    und    zweiten    fallen    kann,     Durch  diese 

[Eigenschaft  wird  dit'   Berlihrentle  v<tn  allen  tibrigen  durch  den 

i*iink.t  (Ä,„yJ  gehenden  Graden  unter«chiedeu,  so  dasR  man  die 

|Bertthren}^  der  j!;egebencii  Curve  und  einer  geraden  Linie  mit 

Hülfe    dieser  Eigenschaft  definiren  darf. 

Damit  die  beiden  in  (1)  dargestellten  Cnrven  in  dem 
?eineiii8ainen  Punkte  {x^^ifo)  dieselbe  berührende  Gerade  haben, 
ll8t  c*»  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sieb  dir  Tangente  dos 
•^igungswinkels  «  bei  beiden  auf  dieselbe  Weisse  bestimme, 
odcsr  da«8  die  Werthe  der  ersten  Diffcrcntialquoticriten  f'{x^) 
i*ncl  rf,*{x^)  einander  gleich  seien.  Alsdann  sagt  man,  dai?s  die 
'^tsid^yi  Curven  mit  einander  eine  Berührung  der  ersten  Ordnumj 
ba^Vien.  Dieser  Begriff  ist  in  der  Weise  ausgedehnt  worden, 
<la.Bs  ^bi.s  Hinzukommen  der  Gleichheit  der  Differentiahiuotienten 
*^'"  -zweiten  Ordnung  f"  (xj  und  tp'*{Xo)  ehw  Tkrükrumj  der 
^^^c^ftm  (h-dnung ,  und  allgemeiD  das  Besteben  der  (w  +  1) 
*^leicliiingen 
^^2>        fix;)  =  rp  ix,\  f  (xj  ^  ff'  {JTJ, , .  J"''  {x„)  =  r/'V^o) 

^^    SBeriihnmg  der  m  ten  Ordnung  charactcrisirt.     Das  Wesen 

^^   rjeriihrung  der  wten  Ordnung  zwischen  den  Cnrven  p—fix) 

-       ^*     '/  =  '/(>*  besteht  aber  darin,  dass,  weim  die  Curve  y^f{x) 

j^^       •iemselben  Punkte    U(,yo)    mit  einer   Curve   1)  =  '/'(?)    eine 

^'"'llirung  von  einer  niedrigeren   Ordnung  hat,   welche  die  Zte 

_^    *^*^     möge,    und   wenn  man  wieder  die  Schnittpunkte  einer  zu 

•      *"    ^l)sci.s8e  Xj,  4- Ä  gelnirenden  Ordinate  mit  den  drei  Curvcn 

<ier   Reihenfolge,    in    der    sie   augefiihrt    sind,    den    ersten, 

^Men   und    dritten    Punkt   nennt,    alsdann   der    dritte  Pimkt 

-^^tiials  zwischen  den  ersten  und   zweiten   Punkt   fallen  kann. 

^^mt  man   die  Zahl  p  gleich  «i,   so  werden  wegen  der  ge- 

'^Ö'enen  Voraussetzungen  aus  (5)  und  (7)  die  Gleichungen 
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(12)  i^-y  = 


y/-"'>(^,+  Ui)^/' 


•+i) 


2  ,  3  . . .  (m  +  1) 


.+ 


2  .  3  . . .  (m  +  1) 

Weil   die  Curven  y  —  f{x)  und   IJ  =  ?/'(¥)  nur  eine   Bertihrung 
der  /teil    und    keine    Berührung  der  {l  +  \)itn  Ordnung   liaben 


,{/+]) 


i-t^+i)/ 


sollen,  so  ist  die  Differenz  »/'  (Xo) — /  {x^)^  welche  den  Zähler 
des  Factors  von  k  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  ausmacht, 
nicht  gleich  Null.  Für  einen  numerisch  hinreichend  kleinen 
Werth  von  A  überwiegt  daher  das  mit  h  raultijilicirte  Glied 
nnmeriach  das  Aggregat,  das  aus  den  absoluten  Werthen  der 
übrigen  mit  den  hliheren  Potenzen  von  A  imiltipliciTten  Glieder 
der  rechten  Seite  von  (13)  und  aus  dem  absoluten  Werthe  der 
mit  A™"^  niultiplicirten  rechten  Seite  von  fl2)  besteht.  Wie 
leicht  einzusehen,  ist  ferner  die  rechte  Seite  von  (13)  nume- 
risch grösser  als  der  Ausdruck,  welcher  entsteht,  indem  der 
absohlte  Werth  des  ersten  Gliedes  positiv  genommen ,  das 
Aggregat  der  absoluten  Werthe  der  übrigen  Glieder  negativ 
hinzugefügt  wird. 

Da  nun  der  so  eben  bezeichnete  Ausdruck  unter  der  ange- 
gebenen Bedingung  grösser  bleibt  als  der  absolute  Werth  der 
rechten  Seite  von  (12),  so  muss  der  absolute  Werth  der  Differenz 
Ij  — y  stets  grösser  sein  als  der  absolute  Werth  der  Ditfereuz 
jy  — !/;  und  damit  ist  die  ausgesprochene  geometrische  Behaup- 
tung begründet.  Man  kann  dieselbe  auch  in  die  Worte  kleiden, 
dass,  wenn  eine  Curve  mit  einer  gegebenen  Curve  eine  Berüh- 
rung von  einer  gewissen  Ordnung  hat,  es  unmöglich  ist,  in  dem 
Berührungspunkte  zwischen  die  beiden  Curven  eine  dritte  Curve 
zu  legeu,  deren  Berülirung  mit  der  ersten  Curve  von  niedrigerer 
Ordnung  ist  als  diejenige  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Curve. 

Auf  die  vorstehenden  allgemeinen  Betrachtungen  gründet 
sich  die  für  den  Fortschritt  der  gesammten  Geometrie  mass- 
gebende Untersucluiug  der  Berührung  einer  ebenen  Curve  und 
eines  Kreises,  Nach  §  2  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  die  Coordinaten  j=a,  t/=b  hat  und  dessen  Radius 
gleich  e  ist,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  j,  l)  diese 

(14)  (j_aj^  +  (i)-«,)»=e*; 
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>nt)=    -'^'-"^ 


hieraus  folgen  fUr  die  Ordinate  i)  die  beideu  Werthe 

(15)  i,^i  +  ,(p-^_^j_a)*)\ 
Wo  t  jjjleich  der  positiven  oder  Dcgativen  Einheit  zu  uehinen  ist, 
iinii  «ler  Werth  der  geliroclienen  Potenz  positiv  sein  soll.  Für 
eiueii  Kreis,  welcher  mit  einer  gegebenen  Curve  y^^fix)  in 
dem  Punkte  (a;„,  y„)  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  hat, 
iass  die  durch  die  rechte  Seite  von  (15)  dargestellte  Function 
V'Clc)  die  Hediuguiif>rn  4'U-J  —  fixj,  ^''ixj  —f'[xj  befriedigen. 
Es  ist  aber 
^lö)  „,,,_ ^, 

"Mithin  kommt 

(»7J    rix,)  =  6+ . (j'- (x.-afY,   fixj  =  ^li(i^=^  . 

^JwreVi  Einführung  der  Ordinate  .Vo  =  Aa^<,)  de»  Bcrdhrungspunk- 
^*    v«irwandelt  .sich  die  zweite  Gleichung  in  die  folgende 

(18)  f:^^j^-<^_rZ^, 

i/o       f 

«Icili^  ausdrückt,  dass  die  von  den»  Kreisniittelpuuktc  (a,  h) 
P^cl»  jem  i'unktc  ix^^yj  gezogene  Gerade  zu  der  l>criihrenden 
■  /^''^den  der  Cun-c  senkrecht  steht.  Denn  die  trigonometrische 

^^g'cnte    des  Winkels^    den   die    erstere  mit  der  Abscissenaxe 

^acUt,  hat  den  Ausdruck  tg  ^«^  — --^^^^- ,    während    für 


x„  —  a 


den 


*^*S"Ung!4 Winkel  «  der  berdhrendcn  fJeraden  gegen  die  Abscis- 
^^•tia.xe    die  Gleichung    tgfr  =  /''(a;J  gilt;    mithin  bedeutet  (18) 
^^«elbe  wie  Gleichung 
^^^^  tgatg*.  =  -l, 

^»i  welcher  die  Differenz  (rj  —  «  gleich  einem  rechten  Winkel  ist 

Es    bestätigt    sich    also,    dass    eine  Bcrllhrung   der  ei'sten 

^**^^^iing  zwisclien  einem  Kreise  und  der  gegebenen  Curve  nur 

f -^'**^'Xngt,  dasö  beide  in  dem  Punkte  {x^^y^i  dieselbe  berührende 

.  ^*"^de  haben,    oder   dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  der- 

,  ^*^en  Geraden    Hegt,    welche    in    dem  Punkte   der  Curve  auf 

^     berührenden  Geraden  senkrecht  steht  und  die  Normale  der 

**"€  genannt  wird. 
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Unter  allen  bezeichneten  Kreisen  hat  aber  nur  einer  mit 
der  in  Rede  ßtehentlen  Ciirve  eine  Berülmmg  der  zweiten  Ord- 
nung oder  eine  OscuJaiion.  Die  auf  die  Coordinaten  |,  ly  bezo- 
gene Gleichung:  desselben 

(19)  ,;  =  6  +  *(e'-f^-«)')' 

mu88  80  beschaffen  sein,  dasH  die  auf  der  rechten  Seite  betiud- 
liübe  Fnnction  ff*|)  ausser  den  Gleichungen  ff{£j^t\xj  and 
q>'{xj  =  r(.xj  nodi  die  Gleichung  '/''^^*o^  =/""(*•)  befriedigt. 
Die  bezüglichen  Ausdrücke  sind 


—  6(t  —  a) 


-iQ' 


(20)        y'(|;  = 11--^^,  rp"(S)^- 


80  dass  die  drei  Gleichungen  gelten 

\5 


\fixj=b  +  aie'-ix-a^'}  ,  r(x^)^ 


_       —i{x^-a) 


(21) 


(Q'-i^-.a)")'" 


r(*j= 


-^p- 


durch  welche  die  drei  Grössen  a,  fc,  ß,  wie  sich  sogleich  zeigen 
wird,  vollständig  bestininit  sind.  Der  hiermit  detinirte  Kreis 
wird  der  Osctd(ttionskreis  odrr  Krümmtmgslrcis,  sein  Radius  der 
Knimmung^radiwi,  sein  Mittelpunkt  det-  Kriimmungsmittdpunli 
genannt.  Indem  man  die  zweite  Gleichung  rJl  ^  «jUiulrirt  und 
auf  beiden  Seiten  die  Einheit  addirt^  ergiebt  sich 


T* 


p'  — (.r„— ö)* 
Dureh  Erhebung  dicKcr  positiven  Grösse  auf  die  —   te    Potenz, 

die  wie  früher  positiv  verstanden  wird,  kommt 

(23)  (i+r(*.)rw)'= ^^ 

(«.'-(x.-o)')' 

Dividirt  man  jetzt  i2.S)  in  die  dritte  Gleichung  (21),  so  entÄtel 
für  df^  reciprokcn   Werth  dc^s  Krümmungsradius  der  AusdrucI* 

(1  + /■{*.)/-(.».))' 


Krümmuna 
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Hier  bestimmt   mh   da 
^Is  das  Mass  einer  Länge  ist  q  nm\  daher  auch 


I 

I 


Vorzeit'hen  *  auf  die  folgende  Weise. 

1 


nothvvendio 


positiv.  Weil  nun  die  im  Nenner  der  rechten  Seite  befindliche 
Fotenz  ebenfalls  fine  positive  Grösse  bedeutet,  so  niuss  der 
2äbler  des  Bruches  auch  positiv  sein,  folji^lieh  iwt  die  (Irrtsse  £ 
dem  Vorzeichen  des  zweiten  Ditferentiak|uotieuten  cntgegeuge- 
»etzt;  das  heiaöt^  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit  /.u 
iiebmeu,  je  naehdem  der  zweite  Diflferentialquotient  f"  (xj  ne- 
gativ oder  positiv  ausfällt. 

Nachdem  der  Werth  q  gefunden  ist,  erhillt  man  durch  Ver- 
bindung von  (22)  und  den  ersten  Gleiehuiigen  (21),  indem  wieder 
die  Ordinate  i/„  =  f(xj  benutzt  wird,  eine  Darstellung  det'  CooT' 
dinaiet)  a  und  h  des  KrmnnmnysniittelpiinJdes  mit  Hülfe  der  re- 
lativen Coordinaten  de»  Punktes  (a'„,  ?/„)  iu  Bezug  auf  den  Punkt 
Ca,  b) 


<25) 


x„  —  a  = 


»/u  ^  ^  = 


(i+rMrMV 


f- 


Hier  spielt  das  so  eben  definirte  Vorzeichen  e  eine  wesentliehe 
Jiolte.    Wir    haben   bemerkt,   dass    der  Mittelpunkt  eines  jeden 
<lie  Curve  in  dem  Punkte  (a'„,  yj  berührenden  Kreises  und  daher 
-»•ich  des  KrUnimungKkreises  auf  der  iu  dem  Punkte  {x^^yj  er- 
nthteten  Normale  der  Curve  liegen  muss;  fenier  giebt  die  LUnge 
C>  die  Eutfernung  zwischen  dem  letzteren  Punkte  und  dem  Krüm- 
ln ungsmittclpunkte  an.  Weil  aber  die  Normale  von  dem  Punkte 
*Jer  Curve  aus  nach   zwei  Seiten  gezogen  werden  kann,  so  he- 
^l«irf   es    einer   Entscheidung   darüber,   auf  welcher   Seite    der 
*CTflmmungsmittelpuukt   liegen    soll,    und    diese   folgt  ans  dem 
^-J"  iiistande,    dnss   nach   (25)    die    Ordinatendiffercnz  ?/„ — 6   das 
^^  orzeiehen  t  hat.    Bei  der  angenommenen  Lage  der  Coordina- 
i^^^naxen  ist  die  Differenz  i/j —fc  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
^ich    der  Punkt  {^^^^yj    oberhalb    oder   unterhalb   des  Punktes 
C«»,  6)  befindet    Wenn  also  f"ia'J  negativ,   mithin  €  positiv  ist, 
^o  liegt  der  Krümmungfimittelpunkt  (a,  b)  unterhalb  des  Punktes 
^*o>  y«)  oder  auf  der  unteren  Seite  der  Normale,  wenn  dagegen 
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f**  (x^)  positiv,  mithia  e  negativ  ist,  oberhalb  des  Punktes  (x^^  »/<,) 
oder  auf  der  oberen  Seite  der  Normale.  Dana  sieh  die  beiden 
Seiten  der  Nonnale  auf  diese  Weise  nnterscheiden  lassen,  rührt 
davon  her,  dass  stets  ein  endlicher  Werth  der  Grösse  f  (xj 
vorausgesetzt  int,  und  dass  iu  Folge  dessen  der  Neigungswin- 
kel, den  die  in  dem  Punkte  (ar„,  jf^)  die  Curve  berührende  Ge- 
rade mit  der  Abscissenaxe  macht,  nie  gleich  einem  Rechten 
ist,  also  die  construirte  Normale  nie  der  Abscisseuaxe  parallel, 
mitbin  bei  unserer  Annahme  nie  horizontal  werden  kann. 

Die  llestimmung  daa  KrliinmungakreiseH  für  einen  Punkt 
einer  Curve  liefert  das  Mittel  zur  Keuntniss  det- Krümmung  der 
CutTe  an  der  betreffenden  Stelle.  W'eil  sich  der  Krümmungs- 
kreis der  Curve  näher  anschliesst  als  irgend  ein  anderer  be- 
rührender Kreis,  so  ist  die  concave  Seite  der  Krlinimuug  nach 
demjenigen  Theile  der  Normale  gerichtet,  in  dem  sieh  der 
Krümm ungsniittelpuukt  betindet.  Der  reci|»roke  Wertli  des  Krüm- 
mungsradius bildet  das  Mass  der  Krümmung  selbst,  indem  einem 
grösseren  ILidius  eine  geringere,  einem  kleineren  eine  stärkere 
Krümmung  entspricht.  Eine  Ausnahme  macht  der  Fall,  in 
welchem  für  den  betrcfienden  Funkt  der  Curve  der  nach  der 
Abseisae  genommene  zweite  Differentialquotient  der  Ordinate 
verschwindet.  Dann  wird  der  reciproke  Werth  des  Krümmungs- 
radius gleich  Null^  und  man  darf  den  Krümmungsradius  als 
unendlich  gross  bezeichuen.  Prüft  man  unter  der  iu  Rede  ste- 
henden Voraussetzung  die  Berührung  zwischen  der  betrcflenden 
Geraden  und  der  Curve,  so  überzeugt  man  sich,  dass  sie  von 
der  zweiten  Ordnung  wird,  während  sie  sonst  vermrige  der 
obigen  Ausführungen  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Es  nimmt 
also  die  berührende  Gerade  die  Stelle  des  KrUiumungskreises 
ein.  Indem  die  Function  f\x)f  die  (tirx=x„  gleich  Null  wird, 
bei  dem  Diirchsrhreiten  des  Werthes  x^  das  Vorzeichen  wechselt, 
gehl  die  Lage  des  KrUmniungsnuttelpunktes  oder  der  Sinn  der 
Krümmung  von  der  einen  zu  der  anderen  Seite  der  Curve  über 
und  die  Krümmung  wendet  sich,  weshalb  der  bezeichnete  Punkt 
der  Curve  ein  Wendepunkt  genannt  wird. 

Als  Beispiele  für  die  Bestimmung  des  Krümmungsradius 
miJgen  die  Functionen  des  zweiten  und  dritten  Grades  genom- 
men werden,  die  in  (6)  und  (13)  des  §  36  betrachtet  sind  und 


I 


I 


i 

I 
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de>r^n  erstere   die   Gleiehiiii^   i-iiier   Parabel    liefert     Fllr  die 
ei-st:^enannte  hat  mun 

I  fix)  =a„a;*-f  Oj  x-^a^ 
(20:>  f{x)  =  2a^x+a^ 

"^^■tliin    erhält    der   reciproke  Krilrnmuiigsrfiflius  nach  (24)  den 

A.Ti8cir«ck 

(2T>  1  _  -g^g, 

L^Äs  Vorzeiehen  t  ist  dem  Coefficienten  a„  eutge^enj^esetzt,  also 
^^**  a„>»0  negativ,  für  «o<:n  positiv  zu  nehmen.  Die  eoucave 
^eite  der  Krüinmiing  kehrt  s^iuh  daher  in  allen  Pnnkten  bei  der 
S^troffeneu  Annahme  für  a„>0  nach  oben,  flir  a„<0  nach 
»*»^ten.  Die  Figur  (5)  des  §  2  entsprieht,  wie  in  §  36  erwähnt 
l^vorcieii,  der  Voraussetzung  o<,>0,  und  würde  bei  der  entgegen- 
stehenden Vorau8f<etviung  von  oben  nach  unten  nniKudrehen  srin. 
Aus  den  Gleichungen  (13)  des  ^  36  ergiebt  sich  als  Aus- 
^■«"Uek.  des  reciproken  Krümmungsradius 
C28)  1  ^ -g(6g,rc,+2«J 

p  3 

***er     igt   die   concave  Seite  der  Krümmung  ttir  den  Thei!  der 

-      Urve,  in  welchem  der  Ausdruck  6a„x„  +  2a,  positiv  ist,  nach 

*^n,  fflr  den  Theil,  in  welchem  der  Ausdruck  negativ  ist,  nach 

^teu  gerichtet.    Zwischen  den  beiden  Theilen  der  Curve  liegt 

^'^    Punkt,  für  welchen  %a^x^-\-2a^  gleich  Null  wird,  der  also 

^^Tn?}ge  der  gegebenen  Erklärung  ein  Wendepunkt  der  Curve  ist. 

Man  tibersieht  jetzt  mit  Leichtigkeit,  anf  welche  Weise  die 

_^Urtheilung  des  Maximums  und  Minimums  der  Ordinate  einer 

'^^'Ve  mit  deren  Krümmung    zusammenhängt.    Nach  §  35  han- 

^  ^^^    es  sich   durt    um   solche  Punkte  der  Curve,  bei  denen  die 

^jj^^^'Ülirende   gerade  Linie    mit  der  Abscissenaxc   parallel   läuft. 

T      '^'^Hld   der   zweite  nach  der  Abscisse  genommene  Differcntial- 

^^otient  der  Ordinate    in    dem    betreffenden  Punkte    der  Curve 


*>»>< 


*^ht  verschwindet,    ergiebt    die  Conatruction   des  KrUmmungs- 
'*He8  eine  bestimmte  Lage  für  dessen  Mittelpunkt;    flfr  einen 


^^^i. 


^ßntiven  Wertb  jenes  Differentialquotienten  liegt   bei  der  gel- 

-^IpKüilU,  AiuüyaiH  U.  lg 


lü 


OfeiUEwerihe  von  Quotienten. 


temlenVoraussetztinf?  der  Mittelpunkt  unterhalb  dos  zug:eliörigen 
Punkte«  der  Curve  und  bczcielinet  eh.  Alaxiniuui,  für  einen  po- 
sitiven Werth  liegt  er  oherluilh  und  bezeichnet  ein  Minimum  der 
Ordinate.  Wenn  jedoch  der  in  Rede  stehende  zweite  Ditlcrential- 
quotient  in  einem  Punkte  der  Curvc  gleich  Null  wird,  ohne 
dass  der  entsprechende  dritte  DifferentiaUinotient  verschwindet, 
so  hat  die  berührende  Oerade  mit  der  Curve  eine  Berührung 
der  zweiten  Ordnung;  der  Punkt  ist  ein  Wendepunkt,  und  die 
Ordinate  wird  an  der  I)etreifenden  Stelle  weder  zu  einem  Ma- 
ximum noch  zu  einem  Minimum. 


i  38.    Orsnzwerthe  von  Quotienten  grlelobzeltiir  gregen  die 
Hnll  abnehmender  Fonotlonen 


4 


Die  Frage  nach  dem  Verhalten  des  Quotienten  zweier 
Functionen  derselben  Gri'mse,  die  sich  in  der  Nähe  eines  ge- 
wissen Werthes  ändert,  hat  nur  dann  eine  eigenthümliehe  Be- 
deutung, wenn  beide  Functionen  hei  einer  auf  den  betreffenden 
Werth  hin  gerichteten  Bewegung  der  Variable  gegen  die  Null 
convergiren.  Es  folgt  schon  aus  I,  §  16,  dass,  falls  uuter  den 
erwähnten  Umständen  die  Nennerfunction  gegen  einen  Grenz- 
werth  convergirt,  der  nicht  gleich  Null  ist,  der  Quotient  gegen 
den  Quotienten  der  beiden  Grenzwerthe  convergiren  niuss, 
dass  terner,  fall«  die  Nennerfunction  gegen  die  Null  und  gleich- 
zeitig die  Zählerfunction  gegen  einen  von  der  Null  verschie- 
denen Grenzwerth  convergirt,  der  Quotient  seinem  absoluten 
Wcrthe  nach  über  jedes  Mass  hinaus  wächst  oder  nach  der  in 
§  8  eingeführten  Ausdrucksweise  unendlich  gross  wird.  Demnach 
bleiben  nur  solche  Quotienten  übrig,  bei  denen  die  Zähler-  und 
Nennerfunction  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren.  Hierher 
gehtirt  auch  die  Aufgabe,  bei  einer  Function  /"(a:),  deren  Va- 
riable X  den    besonderen  Werth  a:^   erhalten   soll,   den  Grenz- 

werth   des  Quotienten   der  beiden   Differenzen  —    —     **     fHr 

numerisch  abnehmende  Werthe  der  im  Nenner  stehenden  Diffe- 
renz X — Xf^  zu  untersuchen,  oder  die  Bildung  des  Differeutial— 
quotienten  der  Function  /'(a)  in  Bezug  auf  tlic  Variable  x. 


§  38. 


Grenzweriho  von  Quotienten. 


196 


Gegenwärtig  ilenk^n  wir  uns  tUr  ein  gewisses  Interval!  der 
Variable  j  zwei  Fumti.iien  fix)  und  (fix)  eindeutig,  endlich 
und  stetig  gegeben,  und  »etzeu  voraus,  dass  beide  für  einen  ge- 
wissen Werth  x^2\^  gleich  Null  werden;  dann  kommt  es  darauf 

fix) 
an,  zu  erkennen,  ob  der  Quotient      -'       bei  derAnnälberuog  der 

Variable  x  gegen  den  Werth  x^  gegen  einen  festen  Grenzwertb 
convcrgirt,  und,  wenn  dem  so  ist,  den  Grenzwprthzu  bestinimcu. 
Es  sei  wieder  x=Xf,+h,  und  man  habe  für  jede  der  beiden 
Funetionen,  wie  im  vorigen  §,  eine  nach  den  Potenzen  des  la- 
crements  h  fortst-hreiteude  Entwickelung 


S.3...P      *    2.3...0»  +  l)  "      ' 


<«>, 


(«+■)/ 


i9(x)=p(x„)+i,Vo)A+     2    *  +-  +  t:^z^^+  a.8...((,+if*    • 

Nach  der  gemachten  Annahme  ist /(iTj,)  =  i;(3:^)  —  Oj  die  Zahl 
p  wird  80  gewählt,  dasii,  wenn  die  auf  einander  folgenden  IHf- 
ferentiakiuütientcn   f'(xj,  /""(%),...   vom   ersten    ab  ebenfalls 

verschwinden,  der  {p  +  l)te  Differentialquotient  f^'^  (x^)  der 
erste  ist,  der  nicht  verscbwindetj  desgleichen  die  Zahl  q  in  der 
Weise,  dass,  wenn  die  anf  einander  folgenden  Differentialqno- 
tienten  (/'{x^\  9'\^o)t'"  verschwinden,    der  (g-fl)te  Differenz 

tialquotteut  jy'"*"  (Xf)  der  erste  ist,  der  nicht  verschwindet.  Mit- 
bin wird  fix)  durch  den  Restausdruck  in  (1),  ^{x)  durch  den 
Restausdruck  in  (2)  dargestellt,  und  es  entsteht  fitr  den  zu  un- 
tersuchenden Quotienten  der  Ausdruck 


(3) 


lf—1 


in  Folge  der  gemachten  Annahmen  eonvergirt  der  Factor 
—  (-+1)     ° ^ß'   abnehmendem   h   gegen    den   Grenzwerth 

,„,yi — ^-*  und  da  der  numerische  Factor  ,—-,!»  der  ftir^=7 
gleich  der  Einheit  wird,  voti  h  uujibhiingig  ist,   so  richtet  sich 


19R 


Grenzwert-lio  vnn  Quotienten. 


§  38. 


dns  Verljultcn  des  Quntiuuteii 


nach  der  Beweliaffeiiheit  der 


Potenz  //*"'♦  Wenn  p>q  und  «laher  der  Exponent  positiv  ist, 
nähert  sich  die  zugehiiri^^e  Potenz  der  Null;  für  p=q  hat  sie 
den  Werth  der  Einheit;  wenn  p<q  und  daher  der  Exponent 
negativ  ist,  so  wächst  die  !)etreffende  PoteiiK  mimeriseh  Über 
jedes  Mass  hinaus.     Hieraus  gebt  das  Resultat  hervor,  dass  der 


Quotient 


ffi^) 


bei   einer  Annäherung  der  Variable  x  an  den 


Werth  x^  gegen   die   Null,  oder  gegen  den  von  Null  verschie- 


denen  Grenzwerth 


Äp+i}, 


ff         (^o) 


convergirt,   oder  Über  jedes  Mass 


hinaus  wächst,  je  nachdem  der  erste  Difierentialquotient  von 
/(«),  der  Üiit  x=x^  nicht  verschwindet,  von  einer  höheren, 
oder  von  der  gleichen,  oder  von  einer  niedrigeren  Ordnung 
als  der  erste  DifFerentialquotient  von  g(x)  ist,  der  itir  -i:^=2;o 
nicht  verschwindet. 

Beispid^    Eb  soll  der  Grcnzwerth  des  mit  den  Constanten 
a  und  h  gebildeten  Quotienten 

tg  {(ix)  —  ax 
tg  (hx)  —  hx 
bei  der  Annähening  von  x  gegen  die  Null  bestimmt  werden. 
Aus  den  Oleichungen 

f(x)  =  igiax)  —  ax,   g{x) ^  tg {hai)  —  hx 
folgt  durch  Differentiation 


rw- 


h 


coB*(ad:)  ^ 

Für  x=^  verschwinden  f{x\  f'(x),  fix),  <?(x),  p'(x),  0"{x), 
während  /"'"(.r)  den  Werth  2a^,  ff'"(x)  den  Werth  26»  annimmt. 
Der   gegebene  Quotient   convergirt    daher    gegen    den    GrewÄ- 

werth  "7^* 

Die  im  gegenwärtigen  §  behandelten  Aufgaben  pflegen  in 
den  früheren  Schriften    so   ausgesprochen  zu  werden,  dass  der 


I 


wahre  Wc-rtli 


einen  Wertb  ^  =  .r„  iu  der  (rüstalt  vtin  Nidl  dimdirt  durch 
Null  erschuint.  Diese  BeiHniiiuiig  kann  zu  CMiieni  Zweifel  Anläse 
j^eben,  ob  es  nothweiidig  sei,  ausdrücklich  zu  fordern,  dass  bei 
der  Anwendung  der  Division  der  jedesmalige  Divisor  nicht 
gleich  Null  sei,  wie  iu  I,  §  21  geschehen  ist  Sobald  man  aber 
auf  die  in  I,  §  U>  angestellte  Erürtei'ung  /urUckgelit,  durch 
welche  die  Division  von  Gren/.werthen  und  damit  die  Division 
voir  bfstimniteu  Wcrtheii  llberhaupt  begründet  wird,  so  Uberz*5Ugt 
man  sich,  dass  daselbst  ein  Divisor,  dessen  (Jrcnzwertb  gleich  Null 
ist,  ausgcHchlosseu  werde»  luuss.  Es  sind  an  jener  Btolle  zwei 
Reihen  von  Britehen  gegeben 
(3)  y%  /', . . .  und  t\  fc", . . . 

bei  deren  jeder  die  auf  einander  folgenden  Brüche  nach  der  iu 
I,  §  15  aufgestellten  Definition  sich  einem  bestimmten  (irenzwertbe 
nähern.  Ein  Individuum  der  einen  und  ein  Individuum  der 
anderen  Reihe  werden  siiecessive  durch  die  tun{isuneutale  lieeh- 
nungsoperation  der  Division  verlmndeu,  wodurch  die  Keihe  der 
Quotienten 

(4)  -^,  ^,.-. 

entsteht.  Von  diesen  Quotienten  wird  gezeigt,  dass  sie  eich 
unter  der  Einschränkung,  dass  die  Brüche  *',  t'\...  numerisch 
nicht  unter  einen  festen  Zahlenwerth  lierabgehen,  wieder  einem 
bestimmten  Grenzwertlie  nUhcrn;  dagegen  bleibt  der  Fall  ausge- 
schlossen, dass  die  Brüche  i\  t",.-*  numerisch  beliebig  klein 
werden  oder  gegen  Null  als  Grenzwerth  convergiren.  Um 
den  Unterschied  deutlich  zu  machen,  der  zwischen  dem  so  eben 

fis) 


beschriebenen   und  dem  zum  Grenzwerthe  eines  Braches 


g{x) 


führenden  Process  obwaltet,  stellen  wir  der  Reihe  (4 j  dieWerthe 

gegenllbcr,  welche  der  Quotient  -    "''    erhält,  indem  statt  a?  eine 

Reihe  von  Grössen  x^^  +  h\  j-„+ä",.  ..  substitnirt  wird,  in  denen 
die  Incremente  /*',  h", . .  auf  irgend  eine  Weise  numerisch  abneh- 
men, nämlich 
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Grenzwurihe  vtiri  ^uotientfii. 


Weil  der  Zähler  und  Nenner  Functionen  derselben  Variable 
sindj  so  gebijrt  hier  zu  jedem  der  Werthe  h\  h"...,  ein  liestiiumle» 
Paar  von  Wertben  der  beiden  Functionen.  In  der  Reibe  der 
Quotienten  (4)  ist  jedoeb  die  Beziehung  eineH  Individuums  der 
einen  Reihe  von  Brttehen  y\  /',...  auf  ein  Individuum  der  an-] 
dem  Reihe  t\  t'\  . .  nach  tler  Natnr  der  Sriehe  nicht  streng:c  vorge-j 
schrieben;  denn  die  hier  anzustellenden  Belraehtun^en  gelten  auch 
dann  noch,  wenn  man  aus  den  beiden  Reihen  je  zwei  Individuen 
zusainmenfasst,  die  hinreichend  weit  vorgerllekt  sind,  ohne  genaa 
gleich  weit  vorgerllckt  zu  sein.  Ich  habe  diesen  Um!»tand  an  der 
erwähnten  Stelle  nicht  hervorgehoben,  weil  derselbe  dem  Anfänger 
leicht  als  eine  unnütze  Subtilitilt  erscheinen  kann ;  dagegen  ist  in 
I,  §  IG  nach  den  Oleichungen  (10)  bis  (13)  die  Bedeutung  des 
Gleichheitszeichens  so  defiuirt,  dass  von  einem  blnreicbend  weit 
vorgerückten  Bruche  aus  jeder  der  beiden  Keihcii  die  Rede  is^t, 
ohne  itlr  die  combinirten  Brüche  die  gleiche  Stellenzahl  zu  for- 
dern. Die  Sicherheit  der  Reelmung  mit  bestimmlen  Grössen  be- 
ruht gerade  darauf,  dass  bei  allen  vier  Grundoperationen  ans 
jeder  der  beiden  Reihen  zwei  hinrciebend  weit  vorgerückte  Indi- 
viduen genommen  werden  dtlrfen,  ohne  dans  die  Stellenzahl 
gleich  ist.  Offenbar  würde  sich  aber  nicht  nachweisen  lansen, 
dass  die  Reihe  der  Quotienten  (4)  auch  dann  gegen  einen  festen 
Grcnzwertb  convergire,  wenn  sowohl  die  /,/',...  wie  auch  die 
«*,«",...  numerisch  ohne  Ende  abnnbmen,  und  zugleich  bei  der 
Corabination  der  einzelnen  Individuen  zu  den  Quotienten  die 
bczei ebnete  WillkUr  stattfände.  Bei  der  Rechnung  mit  Grenz- 
werthen,  wie  sie  von  den  Griechen  ausgebildet  ist,  darf  man 
statt  jedes  Grenzwerthes  ein  in  gewissem  Umfange  beliebig 
gewähltes  Individuum  der  zugehörigen  Reihe  von  Brüchen  setzen, 
und  deshalb  ii<t  der  Grcnzwertb  einer  Reihe  von  Brüche»,  die 
numerisch  ohne  Ende  abnehmen,  nicht  als  Divisor  anwendbar. 
Eine  Reihe  von  Quotienten,  bei  denen  /;u  jedem  Nenner  ein  be- 
stimmter Zähler  vorgeschrieben  ist,  kann  aber  gegen  einen  be- 
stimmten Grcnzwertb  üonvergiren,  indem  die  Zähler  mit  den 
Nennern  zugleidi  numerisch  abnehmen.  Mit  diesem  Procesa 
fängt  die  Intinitetfiinalreehnung  an. 


§  89. 


DijBhrwwuttotictJtu-u  luiil  DifTuruntialquotietitvu. 
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f  39.   Uebergang:  ven  DllPireDxoiiqttotlenten  zu  Dlfferentlal- 

qaotlenten  g-leloh  hoher  OrduaJig.   Umformung-  €er  loterpo- 

latioBsforra«!  von  I.«g:rui^e  in  eine  von  Hewton 

herrtthraiide  0«it«lt. 

In  §  16  sind  die  tob  einer  Function  genommenen  Differcn- 
tialt]uotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  so  deünirt,  dasg  der 
VOM  drm  Diflfen'iitiaiquofionten  einer  gewii<!<en  Ordnung  gehil- 
detf  Differentialtiuoticnt  den  Differentialquotienten  der  nächst 
höheren  Ordnung  ergiebt  Jeder  erste  Diiferentialfinotieut  ent- 
steht aus  dem  xngi'ordueteu  ersten  DifTerenzenquoticnlen  durch 
einen  Ueijer;:ang  zu  einem  Grenz.vverthe  oder,  wie  man  auch 
sagt,  durch  einen  Grenzprocess.  Mitbin  schliesst  die  gegebüno 
Detinition  eines  DilTerentialquotienten  der  fjten  Ordnung  die 
successive  Ausführung  von  /;  Orenzprot-essen  in  sieh.  Man  kann 
indessen  den  pteii  DiftlTentialquotieuten  einer  Function  auch 
aus  dem  zugeordneten  />tcn  Differenze.nqu(>tienten  ableiten,  Wdzu 
nur  ein  einziger  Grenzprocess  erforderlich  ist.  Der  Ausdruck 
ilvs  mit  der  constanten  DiflToronz  ./^-^  A  gebildeten  pten  Diffe- 
renzenqnotienten  einer  Function  f{x)  ist  in  (12)  des  §  15  ange- 
geben; jetzt  handelt  es  sich  darum  zu  zeigen,  dass  derselbe  fllr 
eine  numerisch  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  h  gegen 
den  ;;ten  Diffcrentialquotientcn  der  Function  f{x)  convergirt. 

Bei  der  Entwiekelung  einer  Function  nach  dem  Tmjlor'- 
schen  Satze,  welche  zu  diesem  Zwecke  benutzt  werden  wird, 
sind  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  des  Increments  der 
Variable  mit  Coefficientcn  nuiUiplicirt,  die  erhalten  werden,  in- 
dem man  die  betreffeuden  Ditferentialquotienteu  durch  die  gleich- 
namigen Zahh'nfacultäten  dividirt,  mimlifh 


dx 


1 
2! 


<ff{ai) 


iffi^) 


^^^  dx    ■     2!         ,^,^     '  p\         ,/./ 

Denselben  cntspreclicn    die  mit  den  erwähnten  DifTereazenquo- 
tienten  zu  bildenden  Ansdröckc 

Af{x)        .i^fjx)  Jf{x) 

Statt  dieser  wollen  wir  Ausdrucke  betrachten,  die  aus  einer  be- 
liebigen Reihe  von  Werthen  der  Variable 


+ 


erhalten  werden  uoil  durch  die  Auuabme  einer  constantuu  Dif- 
ferenz Jm  =  h  iü  (2)  Uberfcehen. 

Nach  den  in  §  15  eingeführten  mit  der  voT«teheuden  Reihe 
(JJ)  correspondirenden  Bezeichnungen  hat  man 

Wird   nun    die    entspreclieude    Ditfcrenz    des  Ausdrucks 
durch  die  Grösse  x^  —x  dividirt,  so  kommt  nach  einer  Ik-duction 

(5) 

(.'p,  —  X) (.r,— :k, )       f.r,  —  .r)  (-t,  —  .tr,)        (.»—«, )  («  —  «,) 

Wenn  man  die  Differenz  dieses  Anndruckt?  Ijihlet  und  durch 
die  Grosse  ^g  —  x  dividirt,  und  dasselbe  Vertahren  wiederholt, 
so  entsteht  nach  (i?  — 1)  Anwendungen  der  folj;ende  Ausdruck, 
bei  dem  die  Reihenfolge  der  Zeiger  umgekehrt  geschrieben  ist 

m 

fi^il ^  ^ /H-i) 

Die  allgemeine  Richtigkeit  der  gegebenen  Darstellung  folgt  aus 
der  leicht  zu  boweiseudeu  Thatsache,  dass,  wenn  die  Dif- 
ferenz des  Ausdrucks  (6)  durch  die  Grosse  ^fj,— x  dividirt 
wird,  der  folgende  Ausdruck  entsteht,  der  dasselbe  Bildangs- 
gesetz  hat^ 

.7)  A^) _:_ 

Dieser  Ausdruck  muss  sieh,  sobald  die  Differenzen  ^,  —  a", 
a;,— A-,,,.  gleich  derselben  Grösse  Ä  gesetzt  werden,  in  den 
durch  ßl  dividirten  in  (12)  des  §  15  dargestellten  //teu  Difte- 
renzen(iuotienten  verwandeln,  weil  die  nach  einander  erfolgenden 
Divisionen   durch   die    Grössen   x^  —  Xy  x.^ — .r,  2^ — Xj..x  — x 


(6) 


§  39. 


Diflercrizcnquüticuk'n  und  DifforüütiaU|UotIcutüU, 
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alsflnnii  elieu  so  viel  bedeuten  wie  die  siictesj^iven  Divisionen 
durch  die  Gnisson  A,  2A,  3ä,  . .  .ph.  Auch  sieht  man  sofort  ein, 
tlass  unter  der  betreffenden  Aiinabtne  die  Nenner,  mit  denen 
in  (7)  die  Funt'tioniswrrthi.'  /'(.r),  fid\)y ..  .fix)  behaftet  sind, 
respective  die  folgenden  Wertlie  erhalten 
(8)  (-1) (-2). .(-/))//,  [\){-\){-2)..{-p^•\)h',... 

p(p-\]{p-2),,Ah', 
woTHu»    die    behaupti^te  Uehn-rt'inHtiinnniniü:  dtireh  Versleiclinng 
mit  dem  Uildun^sj^osetz  der  Uiniiniiak-ooftieientcn  ebcnlalU  lier- 
vorgeht. 

Durch  Einführung  der  Bezeichnungen 

(0)  X  ==  i-,  +  h^,     x,  =  a;,  +  A„ . ,  .x^  ==x- ,  +  \^ 

verwandelt  sich  (7;  in  den  Ausdruck 


(10) 


f(^,+  K) 


(Ao-*,)(»o-At)--rÄo-/v 


4- 


/■(-^tt  +  V 


Wir  suehen  jt-tzt  den  (Jren/werth  vun  (IH)  t'lir  abnehmende 
Grössen  A^,,  h^,  . . ,  h^  und  entwickeln  da/.n  die  Zähler  nach  dem 
Taj/^or scheu  Satze: 

(U) 


/*"  f  P ) 


+ 


2 ! 

jf  +  t) 


(^■o+''.AJ  ^^,+. 


p:       "  (P+I)! 

dajselbst  bedeutet  «  nach  einander  jede  der  Zahlen  0,1,2,..^*, 
und  fi*„  einen  positiven  echten  Brucli.  Die  Ansflihrung  der 
erforderlichen  Additionen  j^clingt  mit  Hlllfe  eines  algebraischen 
Satze«,  dessen  Quelle  sieh  in  I,  §  95  befindet.  Dort  ist  die 
Zerleg:ung  eines  rationalen  echten  Bruches  mit  einer  Variable  in 
Partialhrüche  fttr  den  F'all  auseinandergosetKt,  dass  die  Nenner- 
Function  nur  ungleiche  Factoren  des  ersten  Orades  enthält.  Mit 
den  j)  4-1  von  einander  verschiedenen  Grössen  Äo,ä,,..A;,  werde 
die  Function  des  (p  +  l)ten  Grades 
(12)  NU)  =  U  -  A„)  u  -  A,) . .  .  (-s-  -  A^) 

gebildet,  M(e)  beitetchne  eine  beliebige  rationale  ganze  Function 
des  p  ten  oder  eines  niedrigeren  Grades;  dann  gilt  die  Gleichung 
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fe. 


(13) 


MU)        M(h,)       i  M{h,)       1 


+  ...+ 


mv 


wo  die  Werthe  des  Differeiitialqnotienten  N'{z)  die  Bedeutung 
(14)         .V'(A,)  =  (A„-A,)(Ä,-A,_,) . .  (Ä,-A^), 

.Y'(A,)  =  (A,-A„)(A,-/U..(A,-V 

u.  8.  f,  haben,  F(ir  die  giiDze  Fmu^Hon  M\z)  ersieht  j^icli  daraus 
die  nach  I,  §  96  mit  der  ItticrpolaUutisfmtnd  von  Lagrange 
zusammoniallL'ndy  Darstellung 

liier  mUssen  nach  I,  §  44  die  Coefiicienten  der  gleich  hohen 
Potenzen  von  js  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein.     Weil 

nun  die  sänimtlichen  Ausdrücke   "^    J  i        i   » •  •  aas  (12)  durch 

Weghissung  von  einem  der  Fiietoren  ersten  Grades  entstehen, 
80  ist  jeder  einzelne  gleich  einer  ganzen  Function  des  p  ten 
Grades,  in  welcher  z^  mit  der  Einheit  mnltiplicirt  ist;  man  erhält 
daher  den  Coefficienten  der  Potenz  z^  auf  der  rechten  Seite  von 
(15)j  in  dem  man  jeden  der  bezüglichen  Ausdrücke  durch  die 
Einheit  ersetzt.     So  entsteht  der  folgende  Satz: 

Wenn  N{e)  =  {z — h^)  (z  —  h^) ..(z  —  h^)  ist,  wo  die  Grössen 
A^),Ap..A^  sämmtlich  von  einatider  verschieden  sind,  und  wenn 
M(z)  eine  rationale  ganze  Function  von  z  hedetdct,  die  höchstens 

vom  p  fett  Grade  tmd  bei  der  9Ji  den  Coefßcientcn  von  ^  aus- 
drückty  so  gilt  die  Gleichung 


d«) 


M  (Äj 


^"■^  N'{h) 


Für  jede  Function  M{z)  von  niedrigcretn  ids  deni  p  tcti  Grade 
ist  der  Coef'fident  M  gleich  Null,  folglich  die  redUe  Seite  vofi 
(IG)  ebenfalls  gleich  Null, 

Die    Summen,    welche    hei    der   Snbstitntion    der   ip+V) 
Ausdrucke  (11)  in  (10)  respeetive  als  Factoren  Ym\f{x„\f'{xj^.„ 


,^ 


f     (J?„) 


auftreten,    werden    durcli    die   Gleichung 
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(16)    bestimmt,  indem   man    fttr   M{e)    successive   die   ganzen 
positiven  Potenzen  der  Variable  z  setzt 


(17) 


b'=\,z\z\..z 


,p-i 


z". 


Insofern  die  sämmtlicben  Potenzen  mit  Ausnahme  der  p  ten  von 
niedrigerem  als  dem  pten  Grade  sind,  bekommen  die  zuge- 
hörigen Summen  sämmtlich  verschwindende  Werthe;  dagegen 
nimmt  die  zu  /  gehörende  Summe  den  Werth  der  Einheit  an. 
Man  findet  somit  die  Resultate 


(18) 


_K      .  __A_ 


r  +  .  • .  + 


N'  (Ä^) 


=  0 


^^■(V=" 


f.^1 


^'  (Ao) 


~N'(hS  "*" 


N'ih]) 


ji-i 


N'i\) 


=  0 


// 


4-   -      '  -     =  1 


Demnach  fallen  in  dem  zu  bildenden  Aggregat  (10)  die  Factoren 

von  'f\x^lf'{xj,..  bis  -/-^fr,-  i'ort,  der  Factor  von     -^p 
wird  gleich  der  Einheit,  und  es  ergicbt  sich 
(19)  2 


«^0     N'{h„) 


f'%o) 


■^„^o"        (^  +  1)'!  N^iK)' 

Wenn  man  jetzt  die  Grössen  //q,  Äj,  . . .  ä^  numerisch  in  der  Weise 

abnehmen   lässt,   dass  sie  sämmtlich  differiren,   und   dass   die 

h'' 
aus   ihnen  gebildeten  p+l   Brüche 


y'iK) 


numerisch  unter 


einem  festen  Werthe  enthalten  bleiben,  so  wird  jeder  der  p+l 


Brttche 
f 


f'''%o^KK)       C 


tor 


(P+1)1 


durch  den  hinzutretenden  Fac- 


(p+i)i 


'^-^  Ä^,   dessen    erster  Theil   endlich   ist  und 
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dessen  Kweiter  Theil  abtiiramt,  beliebig  klein.  Es  nähert  sich  des- 
halb die  auf  der  recbteii  Seite  von  (U»)  vorkonmiendc  Summe  der 
Null,    und  die   rechte  Seite   convergirt  ^egen   den   Grenzwcrth 


f 


wodurch  die  gewünschte  Gleichung  entsteht 


lim.'i'^^^»^*'^^ 


/•^V.v 


(20*)   lim 


Die  für  die  gleichzeitige  Abnahme  der  Orösseu  A^, /*^, . . .  A^i 
aufgestellten   Bedingungen  gestatten,   dass  man  h^  gleich  Null 
nimmt;    datin  wird  vermiige   der  Gleiehuugen  (9.)  aus  (20 1   die 
flir    abnehmende    Differenzen  £^  —  x^^  T.^—x^y...  geltende  Glei- 
chang 


(21) 


(    i 


-x^..{x^-j:) 


+  ..-I- 


____n^) \ 


Wenn  man  femer  A„  — <►,  ausserdem  aber  h^^h^^.Ji^,  respective 
gleich  den  durch  den  Zeiger  angegebenen  Vielfachen  dcreelbeii 
Orc>s8e  /*  setzt  und  diese  abnclnnen  !ä«st,  gelaugt  man  zu  dem 
Differenzenquotienten  der  pten  Ordnung,  der  flir  eine  constante 
Differenz  h  gebildet  ist,  und  erhält  statt  (20)  die  zu  Anfang 
crwilbüte  Gleichung 

/r(;r,+pA)-;>/"'K+fi>-l)A)H-.-  +  (-l)V(^«) '       '^'^ 


lim.f 


h'- 


w 


Der  auf  der  linken  Seite  von  (10)  nud  {20)  auftretende  Ausdruck 
zeieliuet  «ich  durch  die  Eigenschaft  aus,  ungeändcrt  zu  bleiben, 
wenn  mau  die  p-hl  Wcrthe  /t^,  h^^...h^  auf  alle  miifi^licheu 
Arten  unter  einander  vertauscht,  oder,  mit  Anwendung  der  I, 
§  40  gebraucbten  Bezeichnung,  in  Bezug  auf  diese  p  -\-  \ 
Wertbe  symmetrisch  zu  sein. 

Man  gelangt  zu  Ausdrücken,  die  dasselbe  Bildnugegesctz 
wie  (10)  haben,  sobald  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  in  (15) 
enthaltene  Interpolatiunsformel  von  Lagrange  in  eine  Gestalt 
zu  bringen,  die  im  5ten  Lemma  des  dritten  Buches  der  Frineipiefi 
Newtons  angegeben   ist.     Es  sei   M{ji!)    eine   rationale  ganze 


h. 


Function  des  p  ten  Grades,  deren  Wertlie  ftlr  die  jj  +  1  von 
einander  verschiedenen  Wertlie  h^^^h^,...h,  der  Variable  e 
gegeben  nind,  und  welehe  dadarch  vollstruidi^^  bestimmt  ist.  In 
gleieber  Weise  sind  diejenigen  p  +  1  Omstanten  il/y,  M^, , . .  M^ 
eindeutig  bestimmt,  mit  deren  Hülfe  M  iz)  die  folgende  Gestalt 
an  nimmt 
^22)     M{g)  =  M^^-\-  M^{z-h,}  +  M^{z-\;)K£  -h,)  +  , . . 

. . .  +  3/ (£-;*„) {ß~  A,) , .  {z  —  h^_,). 
Wenn  man  nun  die  Coustanten  3/^,  3/^ .  .  M  durch  die 
Functionswerthe  M {h^)^  31{k^),  .  .  M [h^]  ausdruckt,  so  liefert 
die  (xleicbung  (22)  eine  Darstellung  von  3/(^),  bei  welcher  nur 
die  gegebenen  (i?  +  1)  Funetionswertbe  angewendet  werden. 
Hiermit  entsteht  die  erwiilinte  iSeu(oii^\:\\M  luterpohitionsformel, 
welche  jetzt  abgeleitet  werden  wird. 

Indem    man    in   (22i    für   z   nach   der   Reihe    die   Wertbc 
/»^,  Aj,  .  ..  A^  substituirt,  ergeben  jiich  die  Gleichungen 

JJ/(A,)= Jtf.,  +  M,(.h-K)  +  Jtf,(A.  -  A.)(A,  -h,)+... 

Die  erste  derselben  zeigt,  dass  M^=3I{h^)  ist.  Man  kann  nun 
die  erste  Gleichung  nach  einander  von  jeder  der  fcdgenden 
subtrahiren  und  hierauf  respective  durch  Aj  — Ä^,  h^—  A„,. .  k^  —  h^ 
dividiren;  dann  entsteht  das  lUinlich  gebildete  System  von 
Gieiehungen 


(24) 


K-K 


=  3f. 


.-_ =J/,  +  3/,(A,-A,) 


iOG 


Nowton'sohe  Iiiterpolationsformcl. 
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(25) 


M(h.)-M{h.) 
durch  deren  ertöte  die  Coiistante  J/,  =^ , , bestimmt 

winL  Auf  die  gleiche  Weise  fortfahrend  erhält  man  nach  ein- 
ander  die  gesuclite  Darstellung  der  sämratliehen  Constanten,  and 
überzeugt  6ich  durch  ein  häutig  ang^ewendeteß  SchlusBverfahren, 
dass  die  folgenden  Ausdrtteke  fllr  jeden  Wertli  der  Zahl  ß 
zwischen  1  und  p  gültig  sind, 
M^  =  M  ( /g 


il/=-£^ 


+ 


M{b,) 


K-^ 


M """^^ 


+ 


3f(A,) 


M(h,) 


3f(/0 


(h.-hMK'-h, 


AJ(/'o-Äj-(Ao-v  (^-K)'■(^-f*fl) 


r+. 


+ 


mj_ 


Der  vorliegende  Ausdruck  von  Jlf^geht  in  den  obigen  (lO)ttber, 
sobald  Blatt  der  Zahl  (/  die  Zahl  p,  und  Htatt  der  Func- 
tionswcrthe  M  (//(,),  3t  (h^),  .  .  respeetive  die  Funetionswerthe 
/'(j„  + A,^), /"(r,,  Hh  Aj), .  .  substitnirt  werden.  Nach  einer  vorhin 
gemachten  Bemerkung  hat  der  zu  einer  beliebigen  Zahl  li  ge- 
hörende Ausdruck  M^  die  Eigenschaft,  sich  nicht  zu  ändern, 
wofern  man  die  betreffenden  Grössen  \y  \^  . .  h^  auf  irgend 
eine  Weise  permutirt.  llier.ius  folgt  fllr  die  in  (22)  gegebene 
Darstellung  der  rationalen  ganzen  Function  ^M  (^),  dass,  wenn 
aus  der  Mitte  der  Grössen  \,  /*,,.-  /»,,  eine  Gruppe  von  auf 
einander  folgenden  herausgegriffen  und  permutirt  wird,  während 
die  GröHsen  der  ersten  und  der  letzten  Zeiger  ungeändert 
bleiben,  etwa  die  Gruppe 
(26)  /V  Vr--''P 

alsdann  die  Constanten  Jf^,  M,,  . .  Jtf^_,  ungeändert  bleiben, 
weil  sie  von  der  Permutation  nicht  berührt  werden,  nnd  die 
Coustanten  J/,,  J/j_^,,  .  .  J/^  sich  ebenfalls  nieht  lindem,  weil 
sie  durch  die  Permutation  in  sich  selbst  (Ibergehen.  Da  nun 
von    den   Factoren    («'— AJ,  (*— /OC-^""  ^i)i  ••   genau   da«   eut- 
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8precbeiidc  gilt^  JL-Jefs  .solche  Troduft  aber  cIjcdbo  viel  Factoren 
eothült  als  der  Zcigvr  dce*  C«tefticieiikni  Kiiilieitcii  ziililt»  so 
ändert  die  Peniiutatiou  iltr  (Jrössi'ii  (20)  hei  jeuer  Itarstellung 
nur  den  Inijegritr  tlt^rjeiiij^en  .Suniuijuidenj  deren  Coefticieuten 
die  Zeiger  (j,  ^  +  I,  .  .  1  haben. 

Mit  lllllte  der   obigen  Gleichung  (21)  über/eugt  man  sieb, 
dass    bei   bestandiger  Abnahme   der  Dift'ereozen 

'♦i  -  K  K  -K  •'  K  "  ^*'>' 
die  Grossen  JJ/,,  AI.^, . .  respeetive  gegen  die  Wertbc  convergiron, 
welche  die  van  3/(^)  uaeli  £  genommenen  durch  Faeultäten  divi- 
dirten  Difterentialquotieuten  M'  (/),  31"  (-e), . .  f«r  j?  =  /*„  haben. 
Bei  dem  bezeichneten  Frocess  gehen  die  Verbindungen 
e  —  h^y,  {c  —  h^)  {z  —  A,), , .  beziehungsweise  in  die  auf  einander 
folgenden  Potenzen  der  Differenz  {s  —  h^)  Über,  nnd  die  Inter- 
polationsfonuel  (22)  verwandelt  sieh  in  die  Dai-stellung  der 
rationalen  ganzen  Function  ä)/  (e)  durch  den  Tatßor' m'hvn  Satz, 
welche  in  (12*)  des  §  27  angeführt  und  daselbst  beaprocben  ist. 

%  40.    Kleine  Gröeeen  Tereohiedener  Ordnungen. 

Die  Erörterungen  des  vorigen  §  lenken  die  Aufmerksam- 
keit auf  den  ümjstiind,  duKS  die  Eiitwickeluiig  einer  Fuuetinn 
f(x^h)  nach  den  Potenzen  des  Inercnients  h  nichts  anderes 
ist,  als  die  ebenso  geordnete  Entwickelung  der  Differenz 
fix +h)^  fix), 
(I)         f(x  +  h)-f{x) 


=  /''(5-)A+^^Ä' 


+  f^'(f)k''^(^^t^h''' 


2!  "  ■  ■  •  pl  "  '  (p  +  1)! 
Indem  die  Zahl  ;,>  sui-eessive  gleich  1,2,..  gesetzt  wird,  iJUet 
sich  diese  Entwickelung  der  Difterenz  unter  HinzufUgung  des 
zögehürigen  Restes  auf  ein  Glied,  auf  zwei  und  auf  mehrere 
Glieder  ausdehnen.  Man  kann  nun  den  betreffenden  Darstellun- 
gen eine  andere  Gestalt  gcljen,  bei  welcher  der  Rest  hinzu- 
gedacht und  nicht  biugeschriebeu  wird.  Statt  (1)  notirt  man 
die  Gleichuug 

(2)     r(x-hh)~fh)=r{x)h  +  ^-^'Ph*+ . .  4- '  ^;-}/ , 

und  erklärt  die  Bedeutung  ilcs  Gleichbeitszeiehens  dahin,    dass 
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die  Differenz  der  linken  und  der  rtH'.Uton  Seite  nunierisch 
kleiner    sein  soll   als  der  gröste   vorkommende  Wertli   des  au» 

der  Function  — ?  ..  TTi —  ^^^*^  tler  Potenz  h''^^  zusammenge- 
setzten Products.  Das  in  Rede  stehende  Product  ist  das  Mas^ 
der  Abweichung^  zwischen  den  Werthen  der  beiden  Seiten  oder 
auch  eine  numerische  obere  Grenze  des  Fehlers,  der  begangen 
wird,  sobald  mau  ntalt  der  linken  Seite  die  rechte  setzt;  diese 
ist  eine  algebratsehe  rationale  ganze  Function  des  IncrementsA 
vom  ^ten  Grade. 

Ehe  auf  das  Wesen  der  Glciclinii^  vi)  uäher  eingegangen 
wird,  sei  daran  erinnert,  dass  alle  Massl)estininiuugen  von 
Gegenständen  der  Wirkliehkeit  zu  Gleichungen  lUhren ,  bei| 
denen  das  dargestellte  von  dem  darzustellenden  um  eine  ge-' 
wisse  Grösse  abweicht,  und  dass  daher  jede  Anwendung  der 
Rechnung  auf  wirkliche  Gegenstände,  die  dem  Masse  unter- j 
worfen  sind»  den  Gebrauch  von  Gleichungen  in  sieb  schliesst, 
die  mit  gewissen  Fehlern  behaftet  sind.  Fltr  die  Glei- 
chung (2),  die  dem  rein  aualytischeu  Gebiete  augehört,  ist 
characte ristisch,  dass  ihre  rechte  Seite  ein  Aggregat  von| 
Potenzen  des  Incremcnts  k  vom  ersten  bis  zum  ^  ten  Grade  ist, 
und  der  zugehörige  Fehler  durch  die  in  eine  feste  Grösse 
multipHeirte  {p  +  1)  te  Potenz  von  k  bezeichnet  wird.  Es 
besteht  aber  eine  in  diesem  Capitel  vielfach  benutzte  Gründ- 
eigenschaft der  iinsitiven  ganzen  l^otenzen  einer  veränderliehen 
Grösse  darin,  dass,  wenn  zwei  mit  nicht  verschwindenden 
Constanten  A,  B  multipHeirte  Potenzen  einer  solchen  Grösse 
Äht  und  Bhl^  vorliegen,  und  wenn  /(  den  höheren  Exponenten 
bedeutet,  man  immer  eine  solche  Grösse  augeben  kann,  dasfl 
bei  allen  numerisch  unter  derselben  befindlichen  Werthen  von| 
A  die  Grösse  Bh''  numerisch  um  beliebig  viel  kleiner  ansfailt 
als  die  Grösse  Ä  h  .  Sobald  nun  die  in  einer  Untersuchung 
auftretenden  von  einer  Variable  h  unabhängigen  Werthe  sUnimt- 
lich  numerisch  unter  einer  gewinsen  positiven  Constante  K 
Hegen,  so  stellen  die  Producte  von  K  in  die  auf  einander 
folgenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  h 

(3)  KK  Kh\  Kh\  . . . 
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eine    Reihe    von    Grössen    dar,    die     für    hinreichend    kleine 

nanierische    Wertlie    von    h    in    steigender    Folge    nach    einem 

heliebif,^  zu  wiildrndm  Vrrhältniss*  ftirtuährrnd  almehnirn.    nnd 

mit   denen    die   in  tier   L'ntcrsucbuni;   vorkommenden   in  liezüg 

auf  die   Variable    h    rationalen   ganzen   Ausdrücke    vcri^lichen 

werden  können.     Ein  beliebig  gegebener  Ausdniek  Ä  //  ,  wo  A 

wieder   von  Null    verschieden   ist,   steht   mit   der    aus  (8)  ge- 

A  A 

noinmeuen  zugehörigen  fJrifgse  Kh    in  dem  Verhältnisti    ,,j  mit 

A 

der  yorbergehenden  A'^*^    in  dem    Verhilltniss  »  mit   der 

K 

*  A  A 

folgenden  in  dem  Verhilltniss  <     Die   Grösse  Ah    hat  also 

A  h 

zu  Kh  ein  endliches  Verhältnias,  sie  ist  hei  einem  numerisch 
hinreichend  kleinen  /*  buliebig  viel  kleiner  als  Kh  und  be- 
liebig viel  grÖÄser  als  Kh  .  Mit  Rücksieht  hierauf  ordnet 
man  die  von  einer  V'ariable  h  abhängenden  und  mit  dersel- 
ben zusammen  abnehmenden  Grössen  nach  deren  auf  ein- 
ander folgenden  Potenzen,  und  nennt  Grössen,  je  uaehdera 
sie  zu  der  Grösse  h  selbst,  zu  dem  Quadrat  von  h,  zu  der 
dritten  oder  irgend  einer  Äten  Potenz  von  A  in  einem  endliehen 
Verhältnisse  stehen,  kleine  Grossen  der  erstm,  eiveiten,  driften 
oder  kten  Ordnung.  Ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 
von  Grössen,  deren  jede  von  der  l  ten  oder  von  höherer  als 
der  A  ten  Ordnung  ist,  bildet,  falls  die  Grössen  der  /-  ten 
Ordnung  sich  nicht  forthebeu,  eine  Grosse  der  Aten,  sonst  eine 
GrösKe  einer  höheren  Ordnung.  Mit  Hülfe  dieser  UegriÖ'e 
lässt  sich  der  Inhalt  der  obigen  Gleichung  (2)  so  aussprechen, 
dass  die  Differenz /'(o:  +  Ai—Z'lJ^)  durch  das  auf  der  rechten 
Seite  betindlicbe  Aggregat  unter  Zula.s>iung  eines  Fehlers  er- 
setzt werden  kann,  der  in  Bezug  auf  das  Increment  A  von  der 
(p  -h  1)  ten  Ordnung  ist. 

Vergleicht  mau  die  Beschatfenheit  des  Fehlers,  welcher 
bei  der  Messung  einejs  Gegenstandes  der  Wirklichkeit  begangen 
wird,  mit  der  Bei^chiiffenheit  des  in  Rede  stehenden  Fehlers 
einer  rein  analytischen  Gleichung,  so  muss  das  gröste  Gewicht 
auf  den  Umstand  gelegt  werden,  dass  der  Fehler  einer  be- 
stimmten   Messung    nie   unter    eine   gewisse   gegebene    Grösse 

UpachlU.  AoAlyBlB  II.  14 
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herabged rückt  wer<]en  kann,  dass  es  dagegen  niiVglich  \»t,  den 
Fehler  der  anaiytisi-lieii  Gleichung  nuiiieriscli  hfikhitj  klein  zu 
nmcLen.  Indem  man  der  (IröaseÄ,  nachilem  derselben  einmal  ein 
gewisser  Werth  gegeben  ist,  später  einen  kteiucren  Werth  bei- 
legt und  diesen  Process  beliebig  oft  wiederholt,  wird  erreicht, 
dass  der  bei  der  Gleich ung  {2)  zugehisscne  Fehler  für  jeden 
einzelnen  Werth  von  p  beüeliig  klein  ausiallt  Sei  als  Grenze 
des  Fehlers  eine  beliebig  kleine  Grösse  a  gegeben,  so  mus»  für 

p  =  l  der  Rest —^ -h\  für  ij='1  der  Rest  — ^öT — ^  * 

h       numensen  klei- 


fUr  ein  beliebiges  p  der  Rest 
ner   als    vt 


bleiben.     Wenn    nun    die    Ausdrücke       ^"  , ^» 


riG^+OA)        f^^^\x+Hh 


2! 


sämmtliirb    numerisch    kleiner   t\h 


8!  '  "•  fi>+l)! 
eine  Gr?)sse  A'  wind,  so  wird  der  gestellten  Forderung  genügt, 
indem  man  für  ;>  =  1  das  Quadrat  von  h,  für  p  =  2  die  dritte 
Potenz  von  //,  für  ein  beliebiges  p  die  (|>  +  1 1  tc  Potenz  von  h 


üt 


numerisch  kleiner  als  den  Werth    _,» 

K 


oder  /*  selbst  be/iehu 


weise  kleiner  als  die  Grössen 


(; 


1^ 


1i 


wählt.  Die 


für  den  absoluten  Werth  von  h  vorzuschreibende  obere  Grenze 
wird  daher  bei  denisellieu  Werthe  von  to  nui  so  grösser,  je 
grösser  die  Zahl  j}  angenommen  ist  ^^| 

Paare  von  Grössen,    deren  Unterschied  numerisch  kleiner 

gemacht  werden  kann  als  ein  beliebig  gegebener  Werth, 
sind  zuerst  in  1,  §  14  und  den  folgenden  §§  betrachtet  wordi'n, 
wo  die  Rechnung  mit  Grenzwerthen  von  Folgen  von  Briiehen 
begründet  ist;  dort  handelt  es  sich  um  den  bei  einer  Folge 
von  Hrlicheu  vorhaudeuen  Unterschied  zweier  Individuen,  von 
denen  das  erste  eine  angemessen  7.u  wählende,  das  andere 
eine  beliebig  weit  vorzurückende  Stellenzahl  hat.  Femer  kommt 
eine  numerisch  beliebig  zu  verkleinernde  Differenz  in  I,  §  1()5 
vor:    hier  wird  die  Definition  aufgestellt,   dass  es  t'tlr  die  Con- 


Kleine  Grössen  verschiedener  Ordnungen.  911 

vergenz  einer  unendlich  ausgedehnten  Sumiue  möglich  sein 
mus«,  wenn  ä^  diu  Aggregat  ihrer  q  +  1  ersten  Glieder  be- 
deutet, fUr  eiiK'ii  beliebig  kleinen  Wertb  it>  die  Zahl  q  «o  gross 
zu  wählen,  das»  bei  jedem  Werth  {ler  Zahl  t  die  Ditferenz 
s^^f  —  s^  numeriach  kleiner  als  oi  bleibt.  In  beiden  Fällen 
gehören  die  Grüssen,  deren  Differenz  betrachtet  wird,  einer 
unbegrenzten  Folge  an,  und  bewerkstelligt  man  die  beständige 
Vemngerung  des  numerisL-hen  Werths  der  Differenii:,  indem  man 
die  betreffenden  Stellenzeiger  immer  weiter  fortrllckt.  Dagegen 
wird  der  Untensidi ied  zwischen  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichuug  (2)  dadundi  belieldg  verkleinert,  dass  man  der 
verändertichen  Griti^se  h  hinreichend  kleine  Werthe  vorseh reiht. 
Die  absolute  Grösse  der  flir  h  geUcndeu  <d>eren  Grenze  bedingt 
aber  den  Umfang,  innerhalb  dessen  die  Gleichung  (2)  ange- 
wendet wird. 

Die  rechte  Seite  von  (2)  setzt  sich  nach  der  eingeführten 
Ausdrueksweise  durch  Addition  von  Gnissen  ziisaniuien,  die  in 
Bezug  auf  die  kleint^  Grnsse  h  von  der  ersten  Ins  zur  pien 
Ordnung  gehen,  während  der  he/ügliehe  Fehler  von  einer 
höheren^  der  (/^+l)ten  Ordnung  ist.  Hierfür  ist  die  Be- 
zeichnung im  Gebrauch,  dass  die  auf  der  Unken  Seite  hcßnd- 
liche  Differefu  f  (-i' +  h)  -  fix)  vemiittdst  dcf  recht m  Seifte  bis 
jtu  defi  (rrüsstn  [fethm  dargesielU  xverde,  die  in  Bezug  auf  die 
kleine  Grösse  h  von  der  p  tcn  Ordnung  sind. 

Aus  Gleichungen  der  bezeichneten  Art,  die  bis  zu  kleinen 
Grössen  einer  gewissen  Ordnung  genau  sind,  können  durch 
geeignete  Modiiicatitm  der  Uechnungso|jcrationen  nene  Glei- 
chungen deducirt  werden,  die  denselben  Grad  von  Genauigkeit 
besitzen.  GcKetzt,  man  habe  die  in  Bezug  auf  die  kleine 
Grösse  h  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  genau  geltenden  Glei- 
chungen 
(4)  ff  ih)  =  c„  f  c,  A  -H  Cj  A*  +  . .  -I-  Cp  //' 

wo  die  Grössen  c„,  c„  .  .  c\,  c\,  .  .  von  h  unabhängig  nind. 
Die  Addition,  Subtractlon  und  Multiplication  von  (f(h)  und  /f/*) 
cntsprieht  genau  der  Ausfuhrung  derselben  Operationen  für  zwei 
convergente  unendliche   Summen,   wie  sie  in  T,  $  109  ansein* 
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andergesetzt  ist.  Dass  die  Addition  und  Subtraction  der 
einzelnen  Glieder  ein  ebenfalls  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  geuaa 
richtiges  Resultat  liefert,  leuchtet  ein.  Bei  der  Ausführung  der 
Multiplicatiou  bat  man  die  Glieder  fortKulassen,  die  in  Po- 
tenzen von  //  von  der  j)  +  1  ten  bis  zu  der  2  p  ten  Ordnung 
multiplieirt  sind,  weil  ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 
Grössen  von  böherer  als  der  p  ten  Ordnung  nh  äquivalent  mit 
einer  Grösse  von  htlherer  als  der  p  ten  Ordnung  angesehen 
werden  muss.  Die  Coefficienteu  der  Potenzen  von  h  von  der 
nullten  bis  zu  der  p  ten  befolgen  aber  das  in  I,  §  109  unter  (7) 
aufgestellte  Bildungsgesotz 


f/,  =  <^üCV 


^i^;-t  + 


■+-  c„ 


^.^v 


Demnach  folgt  aus  (4)  die  Gleichung 

(5)  f  (A};f(ÄJ  =  5'a  +  5'i^+  gJ'  +  '■  +£?;>' 
Die  Division  von  ff  (ä)  durch  yjh)  erörtern  wir  hier  nur  für 
den  im  "Eingänge  von  §  •^S  erwähnten  und  dann  ausgeschlossenen 
Fall,  dass  die  Neunertunction  bei  stetr;  abnehmendem  h  gegen 
einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  convergirt,  oder  dass 
die  in  (4)  mit  c\  bezeichnete  Grösse  nicht  gleich  Null  ist. 

Der  leichteren  Uebersieht  halber  mögen  den  Gleichungen 
(4)  die  Ausdrucke  7?^^^,  und  ^'p+,,  welche  die  zuUlssigen  Fehler 
darstellen ,  zugeachriebeu  werden ,  woraus  die  Gestalt  her* 
vorgeht 

(6)  tpih)^c,  +  c,h  +  c,h'  +  ,.  +  c^k'  +  R^^, 

X  (A)  -c',  +  c\h  +  c\h'  +  . ,  +  c'^h'  +  72;^, 

Weil  uun  c\  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  ist,  so  kann 
man  für  h  eine  so  kleine  numerische  obere  Grenze  festsetzen, 
dass  der  Quotient 


i 


(7) 


c\  h  +  c\  ll 


+ 


^c\ir 


b: 


P-¥l 


=  a 


numerisch  kleiner  als  die  Einheit  bleibt.     Alsdann 
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nach  den  Potenzen  von  r«  geordnete  P^iitwitkeluug  des  Bruches 
~j-     nach  I,  §  98  die  folgende  convergentc  geometrische  Reihe 

In  Folf^e  dessen  er^'iebt  sich  ans  den  streng  glilti^en  Gleichun- 
gen (6)  die  ebenfalls  strenge  gültige  Gleichung 

:4-  (ra  +  c,k+  cX  +  . .  +  c  ;/  +  /e^,,)  d-cr+re'  -..  +  (-1,''  «"  +... 

Dieselbe  führt  zu  der  gesuchten  (Tleichuug,  die  \m  auf 
Grössen  der  p  ten  Ordnung  genau  sein  soll,  indem  mau  in  dem 
zweiten  Factor  der  rechten  Seite  den  Uest  Ti  ^^^  in  dem  Aus- 
druck (7)  von  «  den  Rest  R*^^  fortUisst,  ferner  die  in  dem 
dritten  Factor  der  rechten  Seite  auftretende  geometrische  Reihe 
mit  dem  Gliede  (—1/  «''  abbricht,  und  von  dem  resultirenden 
Gesammtausdruck  das  Aggregat  S  aller  Glieder,  die  in  Po- 
tenzen der  Griigse  h  von  höherer  i\U  der  piew  Ordnung  multi- 
plicirt  8indf  subtrahirt.    Mit  Hltlfe  der  Bezeichnung 

(10)  c-.A-Kc-^'-K-H-c'/^^ 

kommt  demnach  die  verlangte  Gleichung 

durch  welche  die  Division  von  ff'{h\  durch  tih)  bis  zu  Grössen 
der  ^ ten  Ordnung  genau  ausgeführt  wird. 


§  41.    DUTereatlale  verschiedener  Ordmungen.    Unendllob 
kleine  OrSaten. 

Nimmt  mau  in  der  Gleichung  (2)    des  vorigen  §  die  Zahl 
p  gleich  der  Einheit,  so  ergieht  sich  die  Gleichung 
{\)  fiic+  h)-fi3:)  =  f'ix)h, 

welche  sagt,  dass  die  mit  dem  Increment  h  gebildete  Uitferenz 
f  (X -if  h)  —  f  {X)  bis  auf  die  Ordnung  der  kleinen  Grösse  h 
genau  durch  das  Product  von  /'  [x]  in  das  increment  A  ausge* 


3U 
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(Irliukt  wird    Indem    das  Increnieiit  h  aln   di»;    Differenz   der 
Variable  .r  mit"    fx,  die  zu^eliiiri^'e  DifleTonz  der  Funetion  f(x) 
mit   Jf(x)    bezeichnet    wird,   jrcht    die    Gleicliuüg  i'd)    in    die , 
Gestalt 

(2)  Jf(x)  =  r{x)jx  \ 
über.                                                                                                 * 

Diese  Ok'idnuig  Itihrt  zu  dem  Ursjirun^^  der  DittiTential-l 
rechnung  ziiriäek.  \V\*nn  bei  einer  Fant-tion  f(x)  die  Differenz, 
der  Variable  x  als  eine  kleine  GrOsse  festgesetzt  und  die  zuge- 
hurij^e  Differenz  der  Function  bis  auf  die  Ordnung  dieser 
kleinen  Grösse  jijenau  dargestellt  wird,  »n  Ueisst  uaeb  der  von 
Lcihniis  gegründeten  Bezeichnung  die  Differenz  der  Variable  das 
Differential  d  x,  die  zugehr>rige  Differenz  der  Function  dm 
Dlfftrentiid  df[x).  Auf  diese  Weise  wird  die  Gleickunf/  '2^ 
£U  der  Glekhutiff 

(3)  df(x)  =  f'(x)dx. 

In  der  erwähnten  Abbandlnng  nova  mctJmdus  ete.  hat 
Lcihndz  die  Kegeln  auseinandergesetzt ,  nach  welehen  die 
Differentiale  gegebener  Functionen  zu  bilden  sind,  «der,  wie  er 
selbst  sagt,  den  Alfforifhmus  der  Differetitialreihnuntj  initgetheilt. 
Seine  Formeln  [mben  denselben  Inhalt  wie  die  in  §  r>  und  f.  f. 
entwickelten  lAtnueln  Itir  die  Bildung  von  l>ifferentiab]U(>tienten, 
erscheinen  al)er  als  Regeln  für  den  Gebrauch  des  DiffiTCHtial- 
eeiekais  d^  m  dass  den  Formeln  (IG)  bis  '18)  in  i^  G,  nnd  (8) 
in  §  7  respective  die  folgenden  entsprechen,  bei  denen  ein 
Fehler  von  hfiherer  Ordnung  als  dx  erlanijt  ist, 

(4)  d  {f[x}  +  tj {x))  =  df{x)  +  dg ix) 

(5)  d  {f{x\  -  fjix))  =  dfix)  -  dff(x)  j 

(6)  d  ifix)(f{x))  =  df{x)gx  +  fix]dg{x) 

\  g  (.t)  )  ff  (x)  g  üv) 

Von  den  Beweisen  der  Formeln  bemerkt  lA^ihniU,  sie 
würden  einem,  der  in  diesen  Dingen  gelllit  sei,  leicht  werden, 
sobald  er  nur  das  eine  bedenkt,  was  bisher  noch  nicht  hinrei- 
chend erwogen  sei,  dass  die  dx.,  dy,  dr,  dir,  dz,  als  pro|>ortiönal 
mit  den  augenblicklichen  Differenzen,  das  heisst  den  Iiicreinenten 
oder  Deerenienlen  der  j?,  y,  t?,  «?,  ^,  nach  ihrer  Folge  geuomiueii, 
gelten  können.  \ 


(7) 


Um  von  einer  zwischen  den  DilTcrt-ntialen  von  Fiinetiouen 
ruitf^estrllteii  Oleifluinjr  7.ü  der  für  dir  curreHiioiidireiidcii  Dirte- 
r».nitial»iiioticntcii  geltenden  iilierziigelien ,  hat  mau  tlarant"  zu 
achten,  diisH  die  erstere  nur  bis  auf  die  Grösscni  von  der  Urd- 
nanj;  dx  genau  gilt,  und  dum  bei  denselben  ein  Fehler  gentatlet 
wird,  der  in  Beziijr  auf  ilx  vnn  höherer  als  der  erjjteii  Ordnung 
ist;  eine  solehe  (irösse  liat  die  Eif^eiKsehaft  durrb  (/./■  dividirl, 
gleich  einer  mit  d\v  zunamtnen  abnehmenden  (Jr<>yHe  xu  bleiben. 
Wenn  daher  beide  Seiton  jener  Gleichuni;  dureh  dx  dividirt 
werden,  so  behstit  ihr  Untertfehied  noch  die  Et^ensehaft,  ftir 
einen  heliebif^  kleinen  Werth  von  dx  ütlbsit  nnmeriHch  Ijeliebig 
klein  zu  werden;  deshalb  convergiren  beide  Seiten  der  erhalte- 
neu Gleichung  gegen  denselben  Grenzwcrth,  und  die  xwiacheu 
den  DitTcrentialen  gegebene  Gleiehnug  erzeugt  eine  zwischen 
den  Ditferentialqnotienteu  bestehende  üleidiuug,  die  in  aller 
Strenge  richtig  ist. 

Man  sieht  jetzt,  in  welehera  Sinne  das  Zeichen  des  Diife- 

rentiabiuotienten      ,-       den  Quotienten  der  Division  des  Diffe- 

reutials  df(a:i  durch  das  Differential  dj  andeutet.  Ich  habe 
vorgezogen,    die  Definition,    welche    den    Dilferentialquotieuten 

-  --  als  Grenzwerth  eines  Verhältnisses  erklärt,  an  die  Spitze 

zn  stellen,  weil  sie  mir  leichter  fassHch  scheint.  Es  können  aber 
die  Grundregeln  der  Diffcrentialrechiumg  mit  ganz  derselben 
Schärfe  abgeleitet  werden,  indem  mau  von  dem  Begriffe  des 
Differentials  ausgeht  und  die  vorhin  entwickelte  llechnung  mit 
kleinen  Grössen  einer  vorgeschriebenen  Ordnung  anwendet.  Der 
Leser,  welcher  diesen  W^^g  einschlägt,  wird  im  Stamle  sein, 
die  bisher  mitgctheiltenDeductifHien  in  der  entsprechenden  neuen 
Form  zu  wiederholen.  Für  jeden,  der  Differentialrechnung  treibt, 
ist  es  tlbcrbaupt  nothwendig,  sich  eben  sowohl  in  dem  Gebrauch 
<ler  Differentiale  wie  in  demjenigen  der  Differentialquotienten 
zn  üben. 

Dadurch,  dass  von  dem  Differential  einer  Function  abermals 
das  Differential  genommen  und  dieselbe  Operation  beliebig  oft 
angewendet  wird,  erhält  Ijnimitz  beziehungsweise  das  Diffh mtial 
der  £iceitm,  der  dritten  und  einer  helichig  hoheti  Ordnung,    Wie 
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aber  bei  der  Wiederholung  zu  verfahren  sei,  bedarf  einer  Er- 
lüuterimi;:.  Wir  haben  frliher  geseheu,  das»  sich  die  Bildung 
der  Differenzen(]iiotieiiten  wesentlich  danach  richtet,  ob  die  er- 
forderlichen Ditferenzen  der  unabhängigen  Variable  eonstant 
angenommen  werden  oder  nicht.  Bei  der  Darstellung  der  ftuc- 
L'es.siveu  Uttl'ercntialc  einer  Function  verhält  es  sich  ebenso. 
Nimmt  man  zuerst  das  ÜitTerential  tLr  als  constant  an,  wodurch  die 
succes&iye  anzuwendenden  Werthe  der  Variable  .r  diese  werdeu 

X,  x  +  dXf  x  +  2dxj . . . 
80    kann    man  aus    der  obigen    Gleichung  {2\   almücb  wie  im 
vorigen  §  geschehen  ist,  die  Gleichungen  ableiten 

(8)  d*f{x)=r{x)dx\ 

(9)  d'fix)=r{x)d3^, 

(in)  d'f{x)=f'^ix)dx\ 

indem  bei  der  ersten,  zweiten,  letzten  Gleichung  rei^peetive  ein 
Fehler  von  höherer  als  der  zweiten,  dritten,  /jten  Ordnung  zu- 
gelassen  wird.     Mithin   erhält  man,   nachdem  (8)  durch   rfx*, 

(9)  durch  dx*,  (10)  durch  dx^'  dividirt  ist,  rechts  und  links  vom 
Gleichheitszeichen  zusammengehörige  Ausdrücke,  deren  Unter- 
schied Itlr  ein  beliebig  kleines  dx  beliebig  klein  wird;  diese 
liefern  die  Gleichung  (21)  des  §  39.  Dies  motivirt  die  auf 
Lnhnitz  zurückgehende  Notation  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotieuten  einer  Function. 

In  den  Gleichungen  (8)  bis  (10)  zeigt  sich,  das»,  nachdem 
das  DiiTereotial  d-x  constant  vorausgesetzt  ist,  das  zweite  Diffe- 
rential der  Function  fix)  in  Bezug  auf  äx  eine  Grösse  der 
zweiten,  das  /Jte  Differential  von  f{x)  eine  Grösse  der  ^ten  Ord- 
nung wird.  Um  zu  tleliniren,  was  unter  den  Differentialen 
der  versehiedenen  Ordnungen  in  dem  Falle  verstanden  werden 
soll,  dass  das  DiÖerential  dx  nicht  constant  ist,  beginnen  wir 
damit,  die  Werthe  der  Variable  x  aufzustellen,  welche  gegebenen 
Differenzen  der  verschiedenen  Ordnungen  Jx^  J^x^  J^x^ ,,. 
entsprccheii.  Aus  den  in  (5*),  (6*)  und  (7*)  des  §  15  gegebenen 
Gleichungen 

(U)         Jx  =  x^—x^   ^J*x^x^  —  2x^+x, 


^,_,-...  +  (-lA, 


folgen    risu-li    mehrlach    benutzten  Eigenät*haft€ii    der   Biuüniial- 
coefilicienten  die  Bes<timnuiiigen 

(11*)         x,  =X'¥  ix,  j-,  —  X  +  2  ix  +  ./*  A-, . . . 


a-  =  ar  +  ^  ix  4 
^  1 


piv-"^) 


Nun  setzt  man  flir  tlio  /.nj;eln*^rigen  auf  einander  folgenden  Diffe- 
renzen der  Funetiou  f'\x)  voran»,  dass,  wofern  in  Bezug  auf 
die  kleine  Grösse  ix  die  Differenz  i** x  tllr  jede  Zahl  p  als 
eine  kleine  Grösse  der  |)ten  Ordnang  angenommen  wird,  die 
Differenz  J''fix)  ehenfallH  mit  Zulassunii;  eines  Fehlers  von 
höherer  al»  der  /;ten  Ordnung  gleich  einer  Grösse  der  i>tcn 
Ordnan":  ist. 

Dem  entsprechend  werden  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferenzen von  X  als  die  gleichnamigen  Differentiale 

dXj    iPx,    fr.f,  ...^ 
bezeichnet   und   gelten   der    Reihe    nach    in   Bezug  auf  dx   als 
kleine  Grössen  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.;  zu- 
gleich   heissen    die    zugeliörigen  Differenzen   der  Function  f\x) 
die  Differentiale 

dfix),    iVfix),   d^fix),,.., 

and  sind  respective  gleicli  kleinen  Grössen  der  entsprechenden 
Ordnung.  Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  die  Darstel- 
lung der  in  Hede  stehenden  Differentiale  von  f{x)  durch  die 
suceessiven  Differential«] iiotienten  von  f{x)  und  Differentiale  von 
dx  aus  der  Gleiehuug  (3)  ableiten,  indem  man  die  rechte  Seite 
als  Product  der  beiden  Factoren  fix)  und  dx  auffasst  und  die 
in  i^^  enthaltene  Regel  für  die  Bildung  des  Differentials  eines 
Products  benutzt.  Durch  jede  neue  Anwendung  des  Zeichens  d 
auf  eine  gegeliene  Gleichung  entsteht  eine  neue,  welche  kleine 
CrriJssen  einer  um  eine  Einheit  höheren  Ordnung  enthält  und 
bis  auf  diese  genau  gilt.  Denn  der  vorhandene  Unterschied 
zwischen  der  linken  und  rechten  Seite  der  ursprUngliclien  Glei- 
clmng  wird  bei  der  Anwendung  des  Zeichens  d  auf  beide  Seiten 
der  Gleichung  stillschweigend  ebenfalls  dem  Zeichen  d  unter- 
worfen. 

Vermöge  der  Definitionsgi eirhnngen 

(12)  d{d'-'f{x))  =  / f{x),  d{^-'9(x])  ^ifg (x) 
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folgt  aus  03)  durch  wiederholuni  rM^hriiiicli,  wit-  in  §  15  die 
Formel  f2h|  aus  (2)  erlialteii  ist,  tlie  niil  dun  Hiiiumialcoeffi- 
cienten  {j^ebildetü  Gleichung 

(13)  d"(f(x)g{a:)) 

=  (ff{x),Q{x)  4-  '\  d'~'fix),hj{x)  -f  .,.-\-f{x)d'' g{x\ 

Für    die    successiveii    Difl*ercntialt|iiotieideii    von  fix)    mid    iHc     '] 
»uecessiveii  DitFerentiale  von  .r  gelten  die  Uelationeti 

(14)  df^'\x)=f'\x)dx,    d{if-'x)^dtx.  ^Ä 
Wenn    num  dahi*r  in  (13)  f{x)  ilirn-h  fix),   fj{x\  dttrcli  dx  er- 
setzt und  p  von    der  Einheit   ah    steigende  Werthe   heilegt,  so 
ergiebt  sich 

(15)  d^f{x)=  dif'{x)dx)=  dr(a'}.d:i+f'ix)d*x 
d*f{x)=d*{f'{x)dx)^d*fix).dx-^2d('{x}.d*x+t''{x)d'x 


Mithin  entstehen  nach  ausgeillhrter  Entwiekelung  die  gesuchten 

Ausdrllekc 

( m  d^fix)  =  /■"  {X)  {dx) '  +  f  {x\  d'x 

d'f{x)=^r"{x}{dxf  +  '3rii:)dxd'x  +  r(x)d'x 


Die  gefundene  Darstellnng  von  d'f{:c}  Ut  nueh  den  ge- 
troffenen Voraussetznngen  gleich  einem  Aggregat  von  rtrr)i«4en 
der  zweiten,  die  Darstellung  von  d'^fix)  gleich  einem  Aggregat 
v<ni  Grüsisen  der  dritten  Ordnung  in  liezng  auf  dx  w,  s.  f ,  jede 
Gleichung  gilt  fUr  die  Ordnung  der  he/Jehungsweise  auftreteniien 
Griiseeu  genau.  Wenn  man  daher  anuinmit,  dass  die  Grösse  x 
in  irgend  einer  Weise  von  einer  anderen  Variahle  t  abhänge, 
so  ist  t/.r,  d^x^  d'Xf...  respective  von  derselben  Ordnung  mit 
den  Grt't::5$en  dt,  dl'\  dt^, . . .  Man  darf  deshalb  die  erste  Glei- 
chung durch  dt^,  tlie  /.weite  durch  df^  dividiren  u.  s.  f.,  und 
erhält  die  AusdiUcke  der  f?uccessiven  nach  /  genommenen  Dif- 
ferentiaifjuntieuten  der  Function  fix).  Unter  der  Voraussetzung 
eines  constanten  Differentials  dx  verschwinden  d*x  und  die 
hrdieren  Differentiale  von  x,  so  dass  die  Formeln  (16)  in  die 
Formeln  (8),  (9),...  übergehen. 

Um  eine  genauere  Einsicht  in  die  (ileichnngen  (16)  zu  ge- 
winnen^ kann  insin  den  Ausdruck  (7)  um  §  :i9  heranzichen— 
nämlieh 


(!')     7- 
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K  ^  *)  (*6  —  a;,) . .  («j  — «5_,) 
der  sirli  Ihm  ihr  Aliiialimc  »ilmintlicher  Differenzen  dem  durch 
bl  divrdirten  Hifferorstialquuticnteu  /  '(-')  uäilnTt,  uinl  die  Frage 
autwerfen ,  wie  sich  die  luit  dem  System  vmi  Werthen 
Xj  x^f  x^f.,,x  gebihleteu  Differenzen  der  Funetion  f[x)  durch 
die  zu  den  Zahlen  ti=  1,2, ..  ,p  j,'ehüreuden  Verbindiiugen  (17) 
darf^teüeii  lassen.  Die  t)te  Diflereiiz  von  f{x}  hat  nach  (7)  des 
§  15  den  Ausdruck 

(18)  -//•(*) 

Weil  hier  nur  die  Functionswerthe  vorkommen,  die  zu  den 
Werthen  der  Variable  ./',  x^y . . .  x^  gehören,  .so  ist  es  selbstver- 
stnndlieh,  dass  wenn  f)  <:i>  ist,  und  wenn  man  einen  Aiisdruek 
kennt,  der  fUr  die  Wertiie  x,  x^y.-.x^^^  x^^^,...x^^  die  Werthe 
der  Function  darstetlt,  der  betreftende  Ausdruck  statt  der  Func- 
tion benutzt  werden  kann,  nni  die  Differenzen  J  f{x)  zu  bilden. 
Einen  solchen  Ansdrut-k  liefert  aber  jede  lnterpolatinnj<inrmel, 
welche  tlir  die  in  Rede  stehenden  ^i  +  l  Werthe  der  Variable 
die  zugehf^rigen  Funetionswerthe  /'(.^'),  f{x^,.,,f{x^  anntmiut. 
In  (22)  des  §40  ist  3ei.fi(>«6' luterpolationsforniel  mitgetheilt,  die 
sieh  für  den  vorliegenden  Zweek  eifjnet. 

Wenn  man  für  die  Variable  z  das  Zeichen  ^,  statt  der 
Werthe  A,  /i„  . . .  ä^,  reapective  die  Werthe  x,  j;„ . . .  x^  einfuhrt, 
80  findet  sieh  für  diejenige  rationale  ganze  Function  des  (j)+  l)ten 
Orade^  Fi^),  web*he  für  die  genannten  Werthe  von  f  den  be- 
treffenden Werthen  der  gegebeneu  Function  t\^)  gleich  wird, 
der  Ausdruck 

(19)  Fm^f,+f\{^~x)+f,{^^x){^^x,)  + . .  . 

wo  die  Coefficienten /"„, /"j, . . .  nach  den  dortigen  Gleirhungen 
(25)  folge ndermassen  bestimmt  sind, 


und  wo  die  GrJisse  fl  allij^emein  in  (17)  dargestellt  ist.  Da  aus 
den  angefUlirteii  Gründen  die  Ditferenz  /^f(S)  der  Differenz 
J^  F(^)  gleich  werden  miiss,  so  lange  die  Zahl  b  den  Werth  p 
nicht  übertrifft,  so  kann  mau  //*(^)  unmittelbar  bilden,  indem 
man  die  Dift'erenz  der  bten Ordnung  von  den  einzelnen  Gliedern 
der  rechten  Seite  von  (19)  nimmt.  Hier  ist  |  die  variable  Grösse, 
die  Coefticienten /"o^ /"i  • /lii  •  ••  werden  von  dem  Vi^rfahren  des 
Differenzuehmens  nicht  l)erUhrt,  und  die  Differenz  des  constanteo 
Gliedes  /"^  verschwindet,  so  dass  die  Gleichung  gilt 

(21)  J'Fi£)^f\  j'(^-x)+f,j'{{i^x)i^-x,))-^... 

Weil  nun  die  Differenz  der  bten  Ordnung  mit  den  Werthen 
I  =  ^'j  x^f...  x'i,  80  aufzustelleu  ist,  dass  für  irgend  eine  Fuiictioü 
g{^)  die  Definition  gilt 

(22)  Jff(^) 

und  weil   die   auf  der    rechten   Seite  von   (21)  vorkommenden 

Producte 

sümmtlich  fiir  alle  bezeichneten  Werthe  von  |  verschwinden,  so 
ist  auch  die  Differenz  der  hten  Ordnung  jedes  einzelnen  Pro- 
ducts gleich  Null.  Mithin  fallen  alle  diejenigen  Bestandtheile 
fürt,  die  in  /'^,  /'„+if./l  multiidii-irt  ^ind,  und  es  entsteht  für 
die  Differenz  J^  f{x},  die  der  Differenz  j'' J'(l)  gleich  ist,  der 
Ausdruck  mi 

-/;  / i^-x) + /;  f\{§-x) (1-2-j) +.,+[,. f'{{^-x)..i^-x^_;)). 

Die  Jvollatiludige  Darstellung  der  hier  auftretenden  Differenzen 
der^bten  Ordnung  geht  ebenfalls  aus  (22)  hervor,  indem  statt 
ff{^)  die  einzelnen  Producte  eingesetzt  werdea.    Das  letzte  der- 
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STi«!beQ  verschwindet  für  alle  aiizuwendcnde«  Werthe  von  |  mit 
..A-usiiahme  des  Werthes  ^'=3;^,,  das  vorletzte  mit  Ausnahme  der 
"V^^Tthe  ^=Ä.*^  und  a:^,,  u.  s.  f.  Es  reducirt  sich  «lah^^r  die 
lE^ntwit'kelunf;,  wenn  die  Producta  in  umgekehrter  Reihenfolge 
^■CiHommen  werden,  beziehungsweise  auf  ein  Glied,  auf  zwei 
<j»iieder,  u.  s.  f.     Demnach  erbält  man  die  Bestimmungen 


<|-a:) 


=(ä;j— ä)  — --(a 


.)-.5^^^.-r 


X)- 


"^^     -  •       1.2 
Nach  der  in  (22)  enthaltenen  Definition  fällt  der  Ausdruck 

.^  X^^ij  mit  demjenigen  zusammen,  der  früher  durch  .i^'f{x)  be- 
Äei «lehnet  worden  ist.  Mithin  wird  die  Aufgabe,  die  Differenz 
^  X^(^)  vermittelst  der  Ausdrucke  f^,  f^,..  .  darzustellen,  durch 
d-i^  rechte  Seite  von  (23)  gelfist.  Bei  umgekehrter  Anordnung 
<le:ir    Grliedcr  ergiebt  sich 

C2s:>     ^V(;r) = /;_/'' ((t-.^)..(i-^vi)) +•••  +  /;  ^'i^'^^)^ 

vrol^ei  die  rechts  angedeuteten  Operationen  nach  (24)  auszufüh- 
ren   «iiid.  Setzt  man  b  gleich  2  und  5,  so  kommen  die  Gleicliuugen 

J*  f\x)  =  /',  (a;,  -  X)  (j:,  —  x^)  {x^  -  rr,) 

«ei-^m    rechte   Seiten   mit  Hülfe   von  (11)    in   die  Zeichen  Jx^ 
~,     J='x  übergefllhrt  werden  können.    Man  findet 

x^ — X  ~2Jx  +  J*x,  X,  —  x^^  Jx-\-  J*Xt 

X^—2X^  +X  —  J*Xy 

x^  —  x  —^Jx  +  ZJ^x  +  J'x, 
x^  —  x,  —  2Jx  +  ^J''x+  J*x, 

^3~^a^=     ^X  +  2J*X  -i-  J*X, 
fa :iX^+  SX^  —  X  =  .PX. 

Ijnteir  den  vorhin  angegebenen  Voraussetzungen  verwandelt  eich 
d'i^    Differenz  J^fLr)  in  das  Differential  d^flx),  die  Ausdrücke 

»>'    f^,.,.  gehen  reapective  in  die  Werthe  f'{x)i   -^^ - >  •  •  •  über, 

titid    ^ie  auf  der  rechten  Seite  von  (25)  erscheinenden  Differen- 
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tiale  der  6ten  Ordnung  stimmen  bis  auf  Grössen  der  bten  Ord* 
luiüg  genan  mit  den  Faktoren  tiberein,  mit  denen  auf  der  rechten 

Seite  von  (IC)  bey-iehungsweise  die  Ausdrücke      ,\    '^^p^** 
zu  multipliciren  sind. 

Bei  dem  aus  auseinandergesetzten  Verfahren  der  Rechnung 
mit  kleinen  Grössen  bestimmter  Ordnung;  haben  wir  die  N'or- 
aussetzüng  festgelialten,  da«!^  diejenige  GrOsse,  durch  deren 
Potenzen  die  verschiedenen  kleinen  Grüssen  ausgedrückt  werden, 
niinierirfch  l>eliehig  verkleinert  werden  kriniie.  Eine  Grösse, 
die  beliebig  oder  ohne  Ende  verkleinert  werden  kano,  wird 
eine  unendlich  khitit-  Grosse  genannt;  die  Grössen,  welche  in 
Bezug  auf  eine  solche  Grösse  von  der  zweiten,  dritteu  pteu 
Ordnung  sind,  lieisscn  respcctivir  unefnUidt  kleine  Grössen  der 
jmeiten,  dritten^  pteti  Ordnung.  Aus  diesem  Grunde  tMhrt  die 
Rechnung  mit  kleinen  Grössen  verschiedener  Ordnungen  den 
Namen  der  Tteehnung  mit  itnendhch  Ht-inm  (irössm  oder  der  In- 
ßnitts^imalrcchmoit/.  Indem  das  crafc  THfferetdial  einer  variabeln 
Grösse  als  eine  unendlich  kleine  (rrössc  der  ersten  Ordmmg  aufge- 
fjisst  wird,  sind  das^wW/^  dnife,pte Differential  derselben  Variable 
beKiehungsweise  als  uftaidlick  Ut  ine  Grössen  der  ^weifen,  dritten, 
pten  Ordnuntj  zu  betrachten.  In  gleicher  Weise  hat  man  die 
Theile»  in  welche  das  Intervall  einer  Variable  getheilt  wird,  um 
die  Integration  einer  Function  ausKuführen,  als  unendlich  kleine 

Grössen  aufzufassen.  Bei  dem  Ausdrucke  des  Integrals/  fix)  dx 

ist  dx  das  Differential  der  Variable  x,  das  Produet  fix)  dx  wird 

das  Elemetd  des  Inte<jrals  genannt,    und  das  Integralzeichen   / 

deutet  die  Ausflihrung  der  Sunnnation  an,  durch  welche  das 
Integral  deliuirt  worden  ist.  Daher  .sind  Dirtercntial-  und  Inte- 
gralrechnung Theile  der  Intinitesimalrechuung.  Wie  vorhin  er- 
wähnt, hat  Lcihniiz  die  Regeln  für  den  tiehranch  des  Dilferen- 
tialzerchens  aufgestellt  Die  Princi|tieu  der  Infinitesimalrechnung, 
welche  Newton  früher  entdeckt  hatte,  sind  von  demselben  in 
der  ersten  Section  des  ersten  Ruches  der  prindpia  philosophiae 
naturalis  unter  dem  Titel :  de  tmthodo  rationmn  primarum  et 
ultimantm^  ctijus  ope  sequentia  detnonstrantur,  auseinandergeaetzt 
und  mit  vollkommener  Strenge  bewiesen. 


Capitel  V. 

Differeiitiiitiou  von  Fanctionen  mehrerer  Yar fabeln. 

§  42.    FumotloB«!!  von  m«ih.tW9n  Variabola.    Einfach  and 

mehrfaob  anii^edebiit«,  unstetige  imd  ■tfttlg:« 

Mannigfaltigkeiten. 

Man  begegnet  dem  Jtegriffe  der  Aiihiiiigiickcit  einer  Grösse 
von  mebreren  anderen  Grössen,  sobald  aus  niehrcien  beliebig: 
zu  wählenden  Grössen  durch  irgend  weicht:  Operationen  eine 
neue  Grösse  bestimmt  wird.  80  liilngt  der  Wertli  der  Summe, 
der  Differenz,  des  Products,  des  Quotienten  zweier  gaiiKen  Zaiden 
von  denWerthen  dieser  beiden  Zahlen  a!».  Eine  algebraist-he  ra- 
tionale Funtion  von  nielireren  vcriuiderlieliun  Grössen  ist  in  1,  §22, 
eine  Function  von  zwei  veränderlichen  Grössen  Überhaupt  in 
I,  §  108  erörtert  worden.  Au  der  letzteren  Stelle  wird  von  einer 
Function  zweier  Variabein  f(x,  ff)  insbesondere  unter  der  Vor- 
aussetzung gesprochen,  dass  f{x^ii)  für  alle  diejenigen  Verbin- 
dungen je  zweier  Wertlie  gegeben  sei,  bei  denen  x  zwischen  zwei 
Grössen  a  und  6,  y  zwischen  zwei  Grössen  c  und  d  liegt 

Ehe  wir  uns  mit  ileni  dort  ebentalls- erklärten  Begriffe  der 
Stetigkeit  der  Function  /"(^,  y)  begchäftigen,  der  für  die  Aus- 
dehnung der  Operation  des  Üiffereutiirens  unentbehrlich  ist, 
werden  wir  den  Begriff  der  Abhängigkeit  einer  Grösse  von 
uiebreren  Grössen  durch  Vergleichung  mit  der  Abhängigkeit 
einer  Grösse  von  einer  einzigen  Grösse  näher  erläutern. 

Wenn  eine  Function  [{jl:]  der  einzigen  Variable;*;  für  jeden 
zwischen  a  und  h  bcHndlieben  Werth  von  c  gegeben  ist,  wenn 
uian  dann  innerhalb  dieses  Intervalls  einen  bestimmten  Werth  x 
aaswählt,  um  die  Aendcrungen  der  Function  zu  untersuchen, 
die  einer  Aeuderung  der  Variable  entspreeheiij  so  kann  die 
letztere  nur  so  geändert  werden,  dass  sie  um  eine  gewisse 
Grösse  zu-  (mUt  abnimmt.  Werden  die  Wertbe  der  Variable 
noch  durch  die  Bedingung  beschränkt,  gleich  ganzen  Zahlen  zu 
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Bein,  80  kann  mau,  um,  ohne  einen  Werth  7,11  überspringen^  %'on 
einem  Wertht'  zu  einem  andern  zu  gelangen,  vnn  jeilem  einzeln 
neu  Werthe  entweder  nur  um  eine  Einheit  vorwUrts "  oder  um 
eine  Etnlieit  rückwärts  gehen,  Wenn  Werthe,  deren  Grosse  um 
eine  Einheit  diÖ*erirt,  Nachharwerthe  genannt  werden,  so  hat 
jeder  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  befindliehe  Werth  einen 
vorwärts  und  einen  rückwärts  liegenden  Nachbarw^erth,  also 
zwei  Nachbar werthc. 

Bei  einer  Function  ({x^y)  von  zwei  Variftbcln  x  und  y, 
die  wie  an  der  vorhin  augeflihrteu  Stelle  für  alle  Werthverbin- 
dungen  gegeben  iBt,  die  den  Bedingungen  G<ix<h.  c<.y<id 
genügen,  kann  man  von  einer  lieliebig  gewählten  Werthverbin- 
duBg  Xyy  m  fortschreiten,  dasi*  die  erste  Variable  x  entweder 
wächst  oder  abnimmt,  und  gleichzeitig  die  zweite  Variable  y 
entweder  wächst  oder  abnimmt.  Ein  w^erde  auch  hier  die  Vor- 
aussetzung berücksichtigt,  dass  sowohl  die  erste  wie  die  zweite 
Variable  nur  gleich  ganzen  Zahlen  sein  dürfen,  nnd  es  mögen 
diejenigen  Werthverbindungen  zu  einer  bestimmten  Werthver- 
bindung  benachbart  heissen,  bei  denen  die  Werthe  der  einen 
Variable  um  eine  Einheit,  die  Werthe  der  andern  Variable  aber 
gar  nicht  differiren;  dann  entsprechen  jeder  Yerbindung  ix^y\ 
indem  die  erste  V'ariable  ab-  oder  zuninim^  die  benaehbartein 
(x  — 1,  y)  und  (a;  +  ],^),  femer,  indem  die  zweite  Variable  ab- 
oder  zunimmt,  die  benachbarten  (.r,  y— 1)  nnd  (r,  y-+- 1),  so 
dass  zu  jeder  Werth ^^erbindtmg  vier  benachbarte  Werthverbin- 
dungen gehören. 

Während  bei  einer  Function  einer  Variable  die  ganzzahli- 
gen  Werthe  der  Variable  eine  einzige  Reihe  darstellen,  lassen 
sich  bei  einer  Function  von  zwei  Variabein  die  Verbindungen 
der  ganzzabligen  Werthe  beider  Variabein  auf  doppelte  Art  in 
Reihen  von  Reiben  ordnen.  Entweder  man  beginnt  mit  den- 
jenigen Reihen,  bei  denen  die  seweite  Variable  ungeändert  bleibt, 
dagegen  die  erste  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  die  Reihe 
von  den  Reihen,  welche  verschiedenen  Werthen  der  zweiten 
Variable  zugehören;  oder  mau  beginnt  mit  denjenigen  Reihen, 
bei  denen  die  erste  Variable  ungeändert  bleibt,  dagegen  die 
zweite  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  dann  die  Reihe  von 
den  Reihen,  welche  verschiedenen  Werthen  der  ersten  Variable 
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zugehöron.  Nach  dem  Anadrnck,  den  Gauss  in  seiner  Anzeige 
der  zweiten  Alihnndiuiig  über  die  Thearie  der  biquadratiseheu 
Reste  eioge führt  hat,  bilden  Oegeustände,  die  in  eine  einzige 
Reihe  geordnet  sind,  eitw  3fannifffaUiglceif  von  einer  Dimension, 
Gegenstände,  die  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  sind,  eine 
Ma?ini(ffalft(fknt  von  zwei  Dimensionen,  und  Gegenatände.  bei 
deren  Anordnung  der  angedeutete  Proress  des  Hersteilens  vnu 
Reihen  n  mal  wiederliolt  wird,  eine  Manrngfaltigkeit  von  n  Di- 
mensümen^  welche  auch  eine  nfach  ausgedehnte  Mannigfaltigleit 
genannt  wird.  DenigeniHsK  eonstitniren  die  ganzzabligen  Werthe 
einer  Variable  .r  eine  einfaeb  ansgedehnte,  die  Verbindungen 
der  ganzzahligen  Werthe  von  zwei  Variabein  x^  y  eine  zwei- 
fach ausgedehnte  Mannii^falttgkeit,  nnd  die  Verbindungen  der 
ganzzahligen  Werthe  v<m  n  Variabein  x^,  x^^.,^x^  in  gleieber 
Weise  eine  »fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit. 

Es  wird  dem  Leser  dieses  Buches  nicht  entgehen,  dasa  der 
in  I.  §  3  gegebene  Bewein  des  Satzes,  dass  das  Produet  ge- 
gebener Zahlen,  wie  auch  die  Factoren  vertauscht  oder  in 
Gruppen  znsammengefasst  werden,  immer  denselben  Werth  habe, 
auf  der  Betrachtung  von  Mannigfaltigkeiten  der  verschiedenen 
Dimenp innen  beruht.  Ich  habe  den  Reweis  des  auf  zwei  Facto* 
ren  beztiglichen  Satzes  ohne  Hülfe  der  rännTliclien  Ansehau- 
ang  gefuhrt  und  hierauf  die  Bemerkung  hinzugefügt ,  dass 
auch  die  für  drei  Faetoren  angewendete  Schlussweise,  bei 
welcher  die  räumliche  Anschauung  benutzt  ist,  im  Grunde  nicht 
der  räumlichen  Anschauung,  sondern  der  inneren  Anschauung 
angehöre.  Bei  dem  für  zwei  Faetoren  geltenden  Satze  werden 
aii  der  augeführten  Stelle  h  Gruppen  zusammenaddirt,  deren 
jede  a  Einheiten  enthält  Nun  braucht  man  sieh  nur  vorzn- 
stellen,  dass  jede  der  a  Einheiten  durch  einen  Gegenstand  ver- 
treten sei,  der  sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Eigenschaft 
z.  B.  dnrch  den  Stotf  von  jedem  anderen  Gegenstande  derselben 
Gruppe  unterscheidet,  da.ss  ferner  in  jeder  Gruppe  Gtegenstände 
von  denselben  a  verschiedenen  Stoffen  enthalten  sind,  während 
die  Gegenstande  in  jeder  einzelnen  Gruppe  in  Bezug  auf  eine 
andere  Eigenschaft,  etwa  die  Farbe,  übereinstimmen,  von  Gruppe 
zu  Gruppe  aber  differiren.  Auf  diese  Weise  entsteht  ein  Sub- 
strat,  an  dem  sich  der  Beweis  des  auf  zwei  Faetoren  bezttg- 
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Hcheu  Satzes  flilireii  Wm^t,  und  es  lenchtet  ein,  dass  flir  den 
Beweis  des  auf  dn-i  Fsictoren  Jjeziij^Hu'hen  Satzes  eiue  neaa 
Eigenschaft  benutzt  werden  kann,  die  den  Gegenständeu  voa 
jeder  der  zu  bildenden  neuen  Gruppen  gemeinsam  ist  and  von 
Grui>pe  zu  Gruppe  weebselt.  Hierdurch  wird  die  angeführte  Be- 
hauptung, dass  bei  dem  Beweibe  jenes  Satzes  die  räumliche 
Ausebaunng  entbebrlioh  sei,  bestätigt. 

Das  in  I,  §  108  zur  bequemeren  Auffassung  einer  Function 
von  zwei  Variabein  i\x^y)  angegebene  Verfahren,  x  und  y  als 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  zn 
betrachten,  Hillt  für  gauzzabligu  Wcrthe  der  beiden  Variabelu 
mit  der  Vertheilung  der  Zahlen  in  horizontale  und  vertikale 
Reihen  in  I,  §  ;l  zusammen;  dasselbe  bringt  eiue  quadratische 
Anordnung  von  Punkten  in  der  Ebene  hervor,  welche  als  der 
einfachste  Fall  in  der  paralielogramraatiseben  Anarduung  ent- 
halten ist,  die  in  I,  §  80  bebandelt  wurde.  Der  Nutzen  dieser 
geometrischen  Darstellung  zeigt  sich  namentlich  auch  bei  der 
für  die  Betracbtang  der  Mannigfaltigkeiten  htichst  wesentUcbeu 
Aufgabe,  von  einer  gegebenen  Werthverbiudung  zu  einer  andern 
80  überzugehen,  dass  nur  durch  Verbindungen  fortgeschritteu 
wird,  die  zu  einander  ben:ichl>art  sind,  Innerhalb  einer  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  besteht  bei  zwei  entsprechenden 
ganzzabligen  Werthen  x^ '  und  x  ^  der  Variable  x  entweder  der 
Fall  der  Gleichheit  oder  der  Ungleichheit.  Wofern  beispiels- 
weise X  <zx  \  so  kann  man  von  x  '  nach  x  durch  lauter  be- 
nachbarte Werthe  nur  so  gelangen,  dass  jeder  der  Zwischen- 
werthe  Z**^  +1,  2:"^^  +  2,  .  .  x^^—  1  wenigstens  ein  Mal  berührt 
wird;  wenn  aber  noch  die  Bedingung  hinzukommt,  dass  hierliei 
die  Variable  entweder  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen  darf,  1 
so  ist  auch  die  Reihenfolge  der  Werthe,  welche  durchlaufen 
werden  nmss^  eindeutig  bestimmt. 

Soll  in  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  von 
der  ganzzahligen  Werth Verbindung  x^  ,  y "  zu  der  ganzzahligen 
Werthverbiudung  x  \  y  übergegangen  werden,  so  kann  jede 
der  beiden  Ditl'erenzen  x  —  x^  und  y  —y  eut>veder  positiv 
oder  negativ  oder  verschwindend  sein;  ferner  werden  die  zu 
durchlaufenden    einander    benachbarten    Werthsvstenie    keines- 
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"*^ege8  durch  die  Bedingung  eiudoutig  Ijüstimnit,  dass  weder  bei 
*^er  ersten  Variable  iiüch  bei  der  zweiten  Variable  das  Wachsen 
s:ft3it    dem    Abnehmen    wechseln    darf»     Selbst    der   Uebergang 
'^i^on    einer    Werth Verbindung    [x,  y)    zu    der    Werth Verbindung 
C-sa^-+-  h  y+1)  kann  bei  dieser  Einschränkung  auf  doppelte  Art, 
ÄiÄämlich    entweder  mit   Benutzung   von  (x  +  1,^)  oder  mit  Be- 
^KButzung  von  (x,j/+l)  erfolgen,    wodurch   die   allgemeine  Be- 
Icaauptung  erwiesen  ist.     Bei  der  Vorstellung,  dass  x  und  y  die 
:Brecht winkligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Eljene  bedeuten, 
«^nteiireeben    den  Werthverbindungen,    bei    denen    nur  eine  der 
"Variabcln  differirt  und  die   mitbin  nur  tinc  emfacJi  ausgedehnte 
^^lanni(jfalii(ßeH  bilden,   Punkte  auf  einer  bcKtimmten,  zu  einer 
^3er  Axen  parallelen  Geraden;  die  beiden  Nachbarwerthe  a*  — 1 
Yund  X  +  1  der  einen  Variable  x  liefern  daher  die  zwei  Punkte, 
<3ie  auf  der  betrettenden  Geraden  von  dem  betreffenden  Punkte 
'Um  die  Einheit  abstehen   und  beziehungsweise  vor  und  hinter 
<3em8elben  liegen.     Dagegen  gehören  zu  den  vier  Verbindungen, 
^3ie  in  der  sweifach  am^gedchnien  Mannigfaltigkeit  mit  der  Ver- 
"ÄDindung  (Xf  y)  benachbart   sind,   diejenigen   vier   Pnukte,   die 
:»-espectiYe  auf  zwei  durch  den  Punkt  (x,  y)    zu    den  Axen  ge- 
3!LOgencn  Parallelen    von   demselben    um    die    Einheit    abstehen 
^jnd  sich  respective  link«,  rechts,  unterhalb  und  otterbalb  befin- 
^^en.     Ferner  sieht  man  ein,    dass  das  Uebergeheu    von    einem 
lÄ^ankte  x     zu  einem  Punkte  x     dureii  benaciibarte  Werthe  der 
betreffenden  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  dazu  nöthigt, 
«luf  jener  eindeutig  bestimmten  geraden  Linie  fortzuschreiten, 
"Während  da«  Uebergeben  von  einer  Werth  Verbindung  (x    ,  y    } 
asu  einer  Wertfaverbindung  (x    ^  y    )  mit  Benutzung  von  benach- 
barten Werthverbindungen   der  zweifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit auch  bei  der  oben  binxugefügten  Besehränkung  immer 
"»och  gestattet,  in  der  zugehiVrigen  Ebene  verschiedene  Wege  ein- 
zuschlagen. 

Die  bisher  entwickelten  Begriffe  existiren  auch  ftir  Func- 
tionen von    beliebig  vielen  Variabeln,     Wenn  der  Inbegriff  der 
I Werthverbindungen   von   «  Variabein   x^,x^,...x^  deünirt  ist, 
1  und    zu    jeder    in    demselben    enthaltenen    Werth  Verbindung 
x„  x^,...x^  eine  gewisse  Grösse  gehört,  so  stellt  der  InbegritT 
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dieser  Grössen  eine  von  dm  n  Variabdn  abhängige  Function 
/■(ä,,  a^j, . . .  xj  dar.  Der  Inliegriff  der  Wertliverhinduiigen 
iCj,  x,j,...x^  beisst  auch  mit  einem  in  I^  §  108  für  zwei  Va- 
riable gebrauchten  Austlrucke  das  Gebiet  der  n  Variabein. 

Wir  denken  uns  zuriücbst  wieder  ein  solches  Gebiet,  bei 
dem  jede  Variable  jeden  innerhalb  gewisser  ihr  znj;eb«irigen 
G reuzen  enthalteneu  Werth  annehmen  darf, 

a  1  <  ^i  ^  K  «a  ^  ^2  <  K  •  •  •  «,  ^  ^.  ^  ^-• 

Die  Aenderung  einer  Wcrthverbinduug  kann  nun  so  erfolgen, 
dass  jede  Variable  ttir  sich  entweder  wächst  oder  abuiitimt 
oder  aich  gleich  bleibt;  somit  ist  das  Verhalten  jeder  einzelnen 
Variable  unabhängig  von  dem  Verhalten  aller  übrigen,  weshalb 
ihre  Gesammtheit  ein  Sifsiem  unabhängiger  Variabein  genannt 
wird.  Bei  der  Voraussetzung,  dass  jede  Variable  nur  ganzzahligo 
Werthe  annehme,  stelleu  die  sämmtlicheu  Werthverbindungen 
nach  der  obigen  Definition  eine  nfack  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit dar.  Hier  sollen  wieder  zwei  Werthverbindungen 
benachbart  heissen,  die  sich  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige 
Variable  und  in  Bezug  auf  diese  nur  um  eine  Einheit  unter- 
scheiden.  Vermöge  dessen  sind  zu  einer  bestimmten  Werthver^ 
binduug  {x^^  x^,..,xj  die  2n  Werthverbindungen  ^^^H 

{Xj      1,  Xj, . .  xjf  {x^f  fl?g     1,  Xj,, . .  x^)f . .  (^t'j,  x^f . .  a;^_„  x^      1) 

(a;,  -f  1 ,  x^, . .  xj,  (a;„  x^  +  1,  x^, . .  xj, . .  {x^,  x„ . . a:._„  x^  +  l) 

benachbart.  Offenbar  bildet  die  Gesammtheit  der  Werthver- 
bindungen, die  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige  Variable  ab- 
weichen, eine  einfach  ausgedehnte,  die  Gesammtheit  der  Werth- 
verbindungen, die  nur  in  Bezug  auf  dieselben  zwei  Variabein 
diÖerireu,  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  u.  8.  f. 
Miihin  sind  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  dei'  nten  Ord- 
nung MannigfaUigkeiten  von   allen  niedrigeren   Ordnungen  stU- 

halten.    Wenn   also  zwei  Werthverbindungen  {x^^^,  a:^*\  .  .  rj**) 

und  {x^  ,  x^  1'"^^  )  gegeben  sind,  so  kann  man  zuerst  fest- 
stelleu,  in  Bezug  auf  welche  Variabeln  sie  wirklich  differiren, 
und,  falls  die  Anzahl  derselben  Ic  beträgt,  die  beiden  Werthver- 
bindungen zu  einer  Mannigfaltigkeit  der  Äten  Ordnung  rechnen; 
dann  kann  man  fordern,  dass  innerhalb  der  letztern  Mannigfsil- 
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tigkeit  von  der  einen  Verhin<iiin{i:  zu  der  andern  durch  benach- 
barte Verbindungen  Übergegangen  werde.  Schreibt  man  noch 
ausserdem  vor,  dass  bei  diesem  Vertahreu  die  auf  einander 
folgenden  Werthe  derselijeu  Variable  entwedtT  nur  wachsen 
oder  nur  abnehmen  dürfen,  so  zeigt  ßlch,  wie  oben,  das»  die 
Reihe  der  zu  dureblaufendon  Verbindungen  eindeutig  bestimmt 
ist,  wofern  die  Zahl  /('  gleieb  der  Einheit  ist,  dagegen  auf 
mehrere  versehiedene  Arten  bestimmt  werden  kann,  wofern  die 
Zahl  k  grösser  als  die  Einheit  ausfällt. 

Bei  Systemen  von  drei  Variabein  lässt  sich,  wie  bei 
denen  von  zweien,  die  räumliche  AnHibauung  zn  Hülfe  nehmen. 
In  I,  §  85  ist  auseinandergesetzt,  auf  vv*.>lrbe  Weise  ein  Funkt 
im  Räume  durch  drei  rechtwinklige  Coordinaten  bestimmt  wird; 
als  solche  kann  man  die  drei  Variabein  t,  y,  £  betrachten,  vou 
denen  eine  Function  f(a\  y,  g)  abhängt.  Dem  Inbegriff  der 
Verbindungen  der  ganzzahligen  Wertbe  der  Variabein,  welcher 
eine  dreifach  ausgedehnte  Mannt ßfaUigkeit  ausmacht,  entspricht 
dann  vermöge  der  dnM  I>iniensioncn  des  Kanmes  eine  cubische 
Anordnung  von  Tunkten,  der  einfachste  Fall  der  parallele- 
pipedischen  Anordnung,  die  in  I,  §  87  vorkommt.  Das  Con- 
siantsetzen  von  je  mvei  Variahdn  ereengi  eine  einfach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit,  sn  der  eine,  mit  einer  der  drei  Coordi- 
natenaxen  parallele  gerade  Linie  gd^ort,  das  Constanisdjten  von 
je  einer  Variable  eine  eweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit ^  eu 
der  eine  mit  einer  der  drei  Cüordinatenrbfmen  parallele  Ebene 
gehört.  Mit  einer  Werthverbindung  {x,  y,  e)  sind  die  sechs  Werth- 
Verbindungen 

(x+hy,  £l  (x,  y  +  1,  -e),  (.r,  y,  ^  +  1) 

benachbart,  die  zugeordneten  sechs  Nachbarpnnkte  des  Punktes 
(j:,  y,  Ä-)  liegen  auf  den  drei  durcli  den  Punkt  mit  den  Coordi- 
natenaxen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  beiden  Seiten  des 
Punktes  (x,  y,  e)  in  der  Entfernuug  der  Einheit.  In  dieser 
Weise  entsteht  das  niumlicbe  Bild  der  Uebcrgllnge,  welche  mau 
iu  der  Mannigfaltigkeit  der  dritten  Ordnung  von  einer  Werth- 
verbindung zu  einer  anderen  durch  lauter  benachbarte  Werth- 
verbindungen  machen  kann,  während  die  Lr»sungcn  der  analogen 


380 


ünstctinre  Maiinigfalligkeiten. 


§42., 


Anfgabeii  bei  Mauuigfaltigkeiten  von  hfiherer  als  der  dritten 
Ordnung  nur  in  der  cauibinatoriscben  Gestalt  vorbanden  sind. 

Wir  haben  uns  bisher  mit  denjenigen  Mannigfaltigkeiten 
besebüitigt,  die  erhalten  werden,  indem  man  den  einzelnen 
Variabein  eines  Systems  ganzzahlige  Werthe  beilegt.  Die 
angestellten  Beobachtungen  Undern  sich  jedoch  in  keinem 
entscheidenden  Stück,  sobald  vorgeschrieben  wird,  dass  die 
Variabein  gleich  beliebigen  Vielfachen  eines  bestimmten  ali- 
quoten Theiles  der  Einheit  sein  dürfen.  Dies  rührt  von  dem  in 
I,  §  11  hervorgehobenen  Umstände  her,  das»  die  Division  der 
Einheit  durch  eine  bestimmte  ganze  Zahl  i¥  nichts  andere»  als 

die  Einltihruug  der  neuen  Einheit         i!>t.    Bei   der  gegenwUrti- 

gen  Untersuchung  kommt  et*  nicht  anf  die  Grttsse  der  Zahl  M, 
sondern  darauf  an,  dass  die  einmal  als  llivisoi'  gewählte  Zahl 
festgehalten  werde;  dadurch  bekommt  keine  der  Variabelu  an- 
dere. Werthe,  als  in  der  Reihe  der  rationalen  Brüche 
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enthalten  s^ind.     In  Folge  dessen  Hegt  innerhalb  der  endlichen 

für  jede  Variable  gesteckten  Gren/en  innner  nur  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Werthen  der  Variable;  «uch  kann  der 
Unterschied  von  je  zwei  Werthen,  absolut  genonmien,    nieniaU 

kleiner  als  die  Grösse  —  werden.    Jene  Werthe  werden  discrde 

Ja. 

oder  unstetige  Werthe  genannt  und  die  ans  denselben  ent- 
noniraenen  Verbindungen  bilden  eine  discrde  oder  unstetige 
Manni(jfalfiifJccif\  die  nach  der  Anzahl  der  nnalihängigen  Ele- 
mente einfach,  zweifach  oder  «lach  ausgedehnt  ist. 

Im  Eingange  dieses  Bandes  ist  bemerkt  worden,  dass 
eine  einzige  Variable,  wenn  sie  jeden  innerhalb  eines  gewis- 
sen Intervalls  belindlicbcn  Werth  annehmen  darf,  der  gleich 
einem  beliebigen  Vielfachen  irgend  eines  bestimmten  Theiles 
der  Einheit  oder  auch  gleich  einer  beliebigen  irrationalen 
Grilsse  ist,  eint;  innerhalh  des  heeüglichen  InterraUs  stetig  ver- 
iinderlicke  Grösse  genannt  wird.  Die  Werthe,  welclu'  der 
Variable  innerhalb  des  zwischen  den  endlichen  Grössen  a  und  b 
aasgedehnten  Intervalls  beigelegt  werden  kOnnen,  sind  alsdann 


nicht  mehr  in  beschniiikter  Anzahl  vorhanden;  di'iui  wi*.^  viele 
Werthe  auch  ein  l^Ial  aiigenonimen  sein  mögen,  eiu  zweites  Mal 
kann  die  An:'.ahl  beliebig  vergrf^ssert  werden.  Auch  giebt  es 
ahdann,  wie  in  g  1  erwähnt,  keine  so  kleine  Grösse,  dass 
uicbt  in  dem  gegebenen  Intervall  die  DitTereuz  zwisehen  zwei 
Wertlien  di.-r  Variable  niinierisch  iifu-li  kleiner  als  jene  Gri^sse 
gemacht  werden  kiinute.  Allein  es  existirt  avvisehen  den 
öämnitlifhen  innerhalb  des  Intervalls  zulässigen  Wertlien  <ler 
Grösse  nach  eine  bestimmte  Reihenfolge,  weil  nach  I,  §  20 
die  Differenz  von  zwei  hestimmten  Gri'sseyi  immer  nur  jwsitiv 
oder  negativ  oder  tfleieh  Null  ist,  wie  ebeafalls  in  ^  1  hervor- 
gdboben  worden.  Deshalb  wendet  man  auf  die  silmratlichcn 
innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  belindtiehen  Werthe  einer 
Variable  ebenfalls  den  Ausdrnek  der  Mnunigfrdtigkeit  an,  und 
Wgt,  dass  sie  eine  eofirreh;  mler  stcltge  einfach  ausgedehnte 
Mannt (jfalfigkeit  darstelleu.  In  gleicher  Weise  bildet  der  Inbe- 
griff aller  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingesehlossenen  Werth- 
verbinduiigen  von  zwei  V'ariabeln  eine  zweifach  miiigedehnte^  von 
nV'ariabeln  eine  nfaeh  aimfcdehnfe  concrete  oder  stetige  Mannig- 
faltigkeit, Als  benachbarte  Werthverbindnngen  kann  mau  jetzt 
solche  betraeltteu,  die  nur  in  Hi'zng  auf  eine  einzige  Variable 
und  in  Bezug  auf  diese  um  eine  beliebig  kleine  GdJase  ditte- 
riren,  und  zählt  dann  in  einer  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit zu  jeder  Werthverbindung  wieder  In  zugehörige  benach- 
barte WerthverlHudiingen.  Auch  ist  leicht  einzusehen,  dass  zwei 
Werthverhindungen,  dir:  innerhalb  einer  n  fach  atisgedehnten 
MannigfaHighed  nur  iu  Bezug  auf  k  Variahle  wirklich  differiren^ 
zu  einer  Mannigfaltigkaf  der  Jclen  (irdnung,  welche  in  der  Man- 
nigfaltigkeit der  nten  Ordnung  vorkommt,  gerechnet  werden  dür- 
fefiy  und  dass  überhaupt  in  jeder  stetigeti  Mannigfaltigkeit  der 
nten  Ordnung  fftdige  Mannigfaltigkeiten  von  allen  niedrigereti 
Ordnungen  enthalten  sind,  Unruh  den  Umstand,  dass  unsere 
räumliche  ÄnselMtmng  in  der  Linie  ein  Bild  für  eine  einfach 
ausgedehnte^  in  der  Fläche  für  eine  zu-eifach  ausgedehnte^  in  dem 
Räume  für  eine  drei  fach  ausgedehnte  stetige  Mannigfaltigkeit 
darbietet,  hat  die  Entwickelnng  des  Begriffs  der  stetigen 
Mannigfaltigkeiten  den  bedeuttindsten  Eitdluss  erfahren. 
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§  43.    Stetige  Funotloiieii  von  mebi'eren  V&rlabela« 

Die  Deünitioii  einer  stetigen  Function  von  zw<ji  Variabe' 
die  in  I,  §  108  gegeben  ist,  lässt  sich  ui  der  folgenden  Detini- 
tion  einer  stetigen  Fiint^tion   von  beliebig  vielen  Variabein  er- 
weitern : 

Eine  für  ein  gewisses  Gebiet  von  Werihverhinäutnjeu  der  n 
Variahein  Zp  x^, . . .  x^  gesehene  Function  f{x^^  x.^, . . .  x^  lieisst 
eine  stetige  Function  von  x^,  jc^,  •••*„»  sobald  der  absolute  Wtrth 
der  Differene  von  je  ewei  in  dem  Gebiete  vorlommenden  Func- 
tiofiswertken  f{z^,  z^^^ . . .  e^) — f{x^y  x.^, .  . .  x^  für  hinreichend  Ideine 
absolute  IVerthe  der  Diff'eremender  Variabein  £^-^x^,e^—x^^.,g^ — ^^ 
beliebig  klein  wird. 

Bei  dieser  Bestimmung  ist  darauf  zu  achten,  dass,  indem 
die  Grössen  *j— a?,,  «^—^^y  -  •  •  ^„ — ^„  respective  nuraeriseh  unter 
den  kleinen  Gr^)88en  Wj,  w.,, ...  w^,  liegen  oder  die  Ungleichheiten 
erfüllen 

(1)  -w,<:ir,— a-j^rw,,  ^M^<:e^~x^<:ta^,...~ifi^<::e—x^<:M^^ 
flir  die  zu  einer  bestinrinten  Wcrthverbindnng  {x^^  x^, . . .  xj 
zugebiirigen  Wertb Verbindungen  (^,,  2^, . . .  zj  ein  in  dem  ge- 
gebenen Werthgebiete  von  »  Dimensionen  befindliches  engeres 
Werthgebiet  von  ebenso  viel  Dimensionen  abgegrenzt  wird, 
innerhalb  de?*9en  die  letztere  Werthverbindung  liegen  mu8s. 
Ebenso  gut  kann  man  auch  die  Werthverbindung  (r^  i'j, . . ,  zj 
festhalten,  wobei  durch  die  Ungleichheiten  (1)  ein  engeres  Werth- 
gebiet von  n  Dimensionen  bestimmt  wird,  innerhalb  dessen  die 
zugehörigen  Werthverbindungen  (^,1  j'j  1 .  * .  icj  eingescblosseu 
sind,  und  zwar  bat  Jede  der  Variabcln  bei  der  ersten  und  der 
zweiten  engeren  Begrenzung  beziehungsweise  einen  ebenso  gros- 
sen Spielraum.  Bedient  mau  sich  tlir  eine  Variable,  ftlr  zwei 
und  drei  Variabein  der  im  vorigen  §  angewendeten  räum- 
lichen Auflcliauung,  so  wird  daw  in  Kede  stehende  engere  Ge- 
biet bei  einer  Variable  durch  ein  gewisnew  Stück  einer  geraden 
Linie,  ferner  bei  zwei  Variabelu  durch  einen  Theil  einer  Kliene, 
der  die  Gestalt  eines  gewiss^ju  Kechtccks  besitzt,   endlich    beL- 
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drei  Variabeln  darch  einen  Theil  des  Raumes  vertreten ,  der 
einem  gewissen  rechtwinkligen  Parallelepipedon  gleieh  ist. 

Auf  gleiche  Weise,  wie  in  I,  §  108  gezeigt  worden,  (la»g 
jede  rationale  ganze  Fiinetion  einer  Variable  für  jeden  Umfang 
der  letztern  eine  stetige  Function  derselben,  und  dasö  jede 
rationale  ganze  Function  van  zwei  Variabelu  tlir  jede  Auu- 
dehnnng  beider  Variabelu  eine  Htetige  Function  von  diesen  ist, 
ergiebt  sich  auch»  day.s  jede  rationale  ganze  Funetion  von  be- 
liebig vielen  Variabeln  für  jede  Ausdehnung  der  einzelnen  Va- 
riabeln  die  Bedingungen  einer  stetigen  Funetion  derselben  er- 
ftillt.  Man  kann  jedoch  das  berreßende  Resultat  noch  anders 
begründen.  Eine  gegebene  rationale  ganze  Function  von  be- 
liebig vielen  Variabein  lässt  sieh  als  das  Aggregat  einer  be- 
sebrünktcn  Au/>ahl  von  Gliedern  darstellen,  deren  jedes  durch 
Multiplieation  von  einem  constauten  Coefficienten  mit  den 
ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelneu  Variabein  gebildet  ist. 
Wir  denken  uns  die  verHcliiedenen  constanteu  Coefticienten  in 
Zahlen  gegeben  und  unterscheiden  bei  jedem  einzelnen,  ob  der- 
selbe gleich  einer  rationalen  oder  irrationalen  Grt'isse  ist.  Wo 
das  letztere  der  Fall  ist,  substituiren  wir  statt  des  Coefticienten 
ein  neues  variables  FJemervt,  nehmen  an,  dass  demselben  der 
betreffende  irrationale  Wcrth  beigelegt  sei,  und  verwandeln  da- 
durch die  gegebene  rationale  ganze  Function  in  eine  andere 
rationale  ganze  Function  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabein Xj,  x.„ . . .  ar^,  hei  der  die  sümnitlSchen  Coefticienten  ra- 
tionale Grössen  sind.  Die  neu  entstandene  Fum-tion,  mit  der 
wir  ea  jetzt  allein  zu  thun  haben,  ist  nun  zunächst,  da 
die  Operationen  des  Adiürens,  Subtnihireus  und  Multiplicirens 
ursprUuglieb  für  rationale  Brüche  definirt  sind,  flir  alle  Werth- 
verbindungeu  (x,,  j:^,  •  •  •  ^«)  bestimmt,  bei  denen  die  einzelnen 
Variabeln  gleich  irgend  welchen  rationalen  BrUchen  sind.  In- 
dem man  sich  vorsetzt,  für  die  einzelnen  Variabeln  nur  solche 
rationale  Brüche  anzuwenden,  die  den  Lfngleichheiten 

a,<j:,<fe„  a.^<x,<b^,.,.a„<x^<h^ 

geniigen  und  deren  sämmtliche  Nenner  Theiler  einer  bestimmten 
Zahl  Jf  sind,  stellen  die sanimtHchen  Conibimitionen  (x^, x,^,  -  ■  --a^,,) 
diejenige  diserete  Mannigfaltigkeit  der  «teu  Ordnung  dar,  welche 
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im  vorigen  §  betrachtet  worden  ist.  Auch  bleibt  sie  eine  dis- 
crete  ManuigfaUi*,^keit,  wenn  man  mehrere  Male  nach  einander 
statt  der  Zahl  M  aintere  grössere  Zahlen  setzt.  Um  dagegen 
den  Wertli  der  Function  für  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  ihrer 
Variabehi  zu  bestinimen,  ist  die  Function  anch  für  solche  Werth- 
verhindungen  zu  deliniren,  bei  denen  einzelne  Variabein  gleich 
irrationiileii  Grössen  sind,  nnd  dazu  niuss  festgestellt  werden, 
was  die  Addition,  Subtraction,  Multiplicatlon  von  irrationalen 
Grössen  bedeuten  solle.  Dies  ist  ilUr  die  in  Rede  stehenden 
drei  Operationen  und  aneh  tlir  die  Division  in  I,  §  16  ge- 
schehen ;  es  kann  der  Inhalt  der  dort  gegebenen  Definitio- 
nen in  der  jetzt  eingeftihrten  Sprache  so  ansgedrtickt  werden, 
dass  die  aus  gegebenen  Elementen  durch  die  vier  Grundopera- 
tionen gebildeten  Functionen  steiige  FimcHonen  der  ElettienU 
sein  sollen.  Die  rationalen  ganzen  Functionen  von  beliebig 
vielen  Variabein  sind  also  darum  stetige  Functionen  der  letztero, 
weil  die  genannten  Functionen  durch  eine  beschrätnkte  Anzahl 
von  Anwendungen  der  drei  ersten  Orundoperationen  erhalten 
werden,  und  weil  die  allgemeine  Detinition  dieser  Grundopera- 
tinnen  den  Begritt'  der  Stetigkeit  in  sich   schliesst. 

S  44.   Tollst&iidlse  and  partlellt  Differenzen  von  Funotionon 
mehrerer  Varlabeln. 

Unter  der  Differenz  einer  Function  von  n  V'ariabeln  wird 
die  Differenz  von  zwei  Funetionswerthen  verstanden,  die  zwei 
verschiedenen  Werthsystemen  j;„  x^^...x^  und  a:j^\  a:^*', . . .  jrj," 
entsprechen.  Indem  man  sowohl  die  Differenzen  der  einzelnen 
Variabein  wie  auch  die  Differenz  der  Function  f{x^y  ;»,,... arj 
durch  das  Zeichen  ./  ausdrückt,  ergiebt  sich  die  Darstelinng 

(1)  X^   —X^  =  JX^,     X^   — ^]  =  -J^v     "^n  ~^n  =  -^•^. 

(2)  f(x^+Jx^,  x^+Jx^, . . .  x^  +  JxJ  —  f{x^,  x^, . .  .a:J 

Wir  werden  jetzt  eine  Umformung  der  Differenz  J/"(a;,,  a;^,..«^) 
aasführen,  welche  dazu  geeignet  ist,  dieselbe  unter  der  Voraus- 
Hetznng,  dass  die  Differenzen  /x,,  7.T.^,...Jr,  kleine  GrOssen 
von  einer  und  derselben  Ordnung  wind,  mit  der' diesen  Grössen 
entsprechenden  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
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Es  sei   die  Function  /"(a;,,  jJj,  . . .  x^)   zuerst   gleich  einem 
F»"o<3liict  von  Factoren,  von  denen  jeder  nur  eine  der  Variabein 
e]3.-t:l3.ält 
(^)  f(x„  a;„ . . .  xj  =  g»!  (x,)  (jp, (x^) (p^  (xj. 

Vc3.A  .iDaittolst  der  Bezeichnungen 

(4r>  g,j  {x^  +  Jx,)  —  <3P,  (x,)  =  Jrjpj  (a;,), . . . 

ft^l^S"*  dann  aus  der  Definition  (2)  die  Bestimmung 

^^:aom.  kann  nun  das  erste  Product  der  rechten  Seite  so  ent- 
^^i^c^lfeKeln,  dass  der  erste  Bestandtheil  gleich  dem  Product  der 
^^■"»'^«n  Summanden  der  »Factoren  wird  und  daher  mit  dem 
^^^  subtrahirenden   Product    Übereinstimmt,    dass    der    zweite 

Be^-fcandtheil  die  Glieder  enthält,  welche  in  je  eine  der  Diflfe- 
reiÄ^en  Jx^,  Jx„.  . .  Jx^  der  dritte  Bestandtheil  die  Glieder, 
'^^l^sbe  in  die  Producte  von  je  zwei  verschiedenen  Differenzen 
°^'**  l'tiplicirt  sind,  u.  s.  f.,  und  dass  das  Product  der  sämmtlichen 
**^^renzen  den  Schluss  bildet.    So  entsteht  die  Darstellung 

=  ->9>,(^i)  rA^^)  •  •  •  y«  W  +  •  •  •  +  fP^i^l)  7>a  W  •  •  ^9n(^J 
+  ~^%  (a?,)  ^«Ta  W  •  •  •  Tn  W  +  •  •  • 

+  ... 

.  ^^^«r  hier  vorkommende  Summand   lässt   sich  hervorbringen, 

'^^m  man  die  Operation  des  Differenznehmens  auf  die  Func- 

^^^^  fpi(pSi)  fPiix^) • ' .  (p„(xj  in  der  Weise  anwendet,   dass   ein- 

*^*:Äe  Variable  als  veränderlich,  die  übrigen  als  unveränderlich 

^^*"ten.    Wird  nur  die  Variable  x^  um  Jx^,  jedoch  keine  der 

^*^gen   Variabein   geändert,   so   entsteht  der  erste  Summand, 

5^^^  auf  dieselbe  Weise  durch  die  entsprechende  Aenderung  der 

•3 5^  deinen  Variabein  je   ein  Summand   der   ersten  Zeile.    Eine 

-    ^"^ferenz,  bei  der  nur  die  Variable  x^  um  Jx^  und  ausser  dieser 

«  ^^^e  Variable  geändert   wird,   wo  a  irgend   eine  der  Zahlen 

*    ^ . . .  n  bezeichnet,   heisst  eine  in  Bezug  auf  die  Variable  x^ 
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genommene  partielle  Biff'erefiz  und  kann  ibigendermassen  durch 
AnhäiiguDg  der  betreffenden  Variable  an  das  Zeichen  J  auge- 
deutet werden, 

(7)         fix^, . .  .  x„  4-   Jx^r  ■  .  ■  .^J  -  fUv  ■  • .  a:,, .  . .  ätJ 

Das  Zeichen  /  bleibt  dann  fUr  die  Bildung  derjenigen  Diffe- 
renzen, bei  denen  alle  Variahein  geändert  werden  und  die  voll- 
st findige  oder  totale  Differenzen  genannt  werden.  Demnach  sind 
die  ein/.elneu  Summanden  der  ersten  Zeile  der  rechten  Seite 
von  (ß)  gleich  den  nach  den  bezUglicIien  einzelnen  Variabein  ge- 
nonunenen  partiellen  Differenzen  der  Fiinetinn  fp^ix\)(f'Jx.^),y(p^(x^), 
Die  einzelnen  Suminaudeu  der  zweiten  Zeile  sind  Produete  vonti 
Faetoren,  nnter  denen  je  zwei  mit  den  gleichnamigen  Differenzen 
der  Functionen  (fiiiCj),  (pjxj) . . .  ff^{xj,  die  n  —  2  übrigen  mit  den 
übrigen  Functionen  »elbst  Übereinstimmen.  Der  erste  Summand 
Jip^(i^)  /q'.^{x.j) . . .  (fjxj  Ijlssit  sieh  entweder  erzeugen,  indem 
von  dem  ersten  Summanden  der  ersten  Zeile  die  partielle  Dif- 
ferenz nach  x^,  oder  indem  von  dem  zweiten  Summanden  der 
ersten  Zeile  die  partielle  Differenz  nach  a-,  ;;enommen  wird; 
eine  entsprechende  doppelte  Erzeiigungsart  hat  man  iUr  die 
übrigen  Summanden  der  zweiten  Zeile.  Genau  ebenso  entsprin- 
gen die  Summanden  jeder  neuen  Zeile  der  rechten  Seite  von  (6) 
dadurch,  dasH  auf  einen  Summanden  der  vorhergehenden  Zeile 
die  Openifiori  des  |mrtiellen  Differenznehmens  nach  einer  Va- 
riable ausgeiülirt  wird,  die  in  dem  Summanden  bis  dahin  un- 
geändert  geblieben  war;  es  leuchtet  ein,  dass  hier  jeder 
Summand  der  Iten  Zeile  auf  so  viele  verschiedene  Weisen  her- 
vorgebracht  werden  kann  als  es  verschiedene  Permutatioiien  fUr 
?  Elemente  giebt,  uUmltch  1.2.3  .1  oder  f!,  wie  in  I,  §46  aus- 
einander gesetzt  ist. 

Wir  können  also  die  einzelnen  Summanden  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (6)  betindlichen  Entwickelung  als  Resultate 
der  wiedcrboltcn  Operation  des  partiellen  Differenznehmens  auf* 
fassen.  Hierauf  wird  sieh  auch  die  vorzunehmende  Umtbnnang 
der  vidLständigcn  Differenz  ^/(a^j,  x^^ . . .  j"  j  für  eine  beliebige 
Function  /'u,,  jr..^,...xj  gründen;  um  jenen  Process  kennen  zu 
lernen,  lassen  wir  die  Zahl  n  der  Variabein  Vi>n  dem  Werthe  zwei 
an  nach  und  nach  zunehmen. 
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Für  n^2  giebt  die  Fonnel  (7)  die  beiden  partiellen  nach 
ar,  und  .r,  genonmieneu  Diftereuzen 
C8)  f(s,  +  Jx,,  xj  -  fix,,  x,J  =  J^,  /-(^p  x^) 

Wenn    man  jetzt   von  J^fix^,  x^)  die  partielle  Difl^reuz  nach 

a\  Inklet,  ho  kommt 

{9}  f{x,-¥Jx,,  x^^Jx^)~f[x,,x^^Jx,]  -'f{x,  +  Jx,,x^)-\-f{x,,  x,) 

=  JjJJ(x,,x,)y 
Nimmt  man  ferner  von  J^J{x^,  x^  die  partielle  Differenz  nach 
x^y  SO  tindet  sich 

(10)  ({x^-^Jx^, x^-¥Jx^) -f{x^  +^a;,, x^)—f{x^,x^'¥Jx^  +A^i»^,) 

Die  HnkcM»  Seiten  von  (9)  und  (10)  sind  nur  in  Betreff  der  An- 
ordnung der  Glieder  verschieden  und  haben  denselben  Werth. 
Mithin  gilt  die  Gleichung 

(11)  -J..  (J.A'v  «,))  =  J„  (JJ{x„  X,)). 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  Sprachgebrauch,  der  in  §  15 
fUr  Differenzen  von  Functionen  einer  Variable  angewendet  ist, 
wird  das  Ergebniss  der  zweifachen,  dreifachen,  |? fachen  Wie- 
derholung de»  Differenznehmens  eine  Differetis  der  eweiten,  drit' 
tcn^  p  fett    Ordnung   gmannf.     Demnach   enthält    die  Gleichung 

(11)  den  folgenden  Satz: 

(1)  Die  partielle  Differenz  der  zweiten  Ordnung ^  welche  von 
einer  Function  zweier  Variabein  zuerst  nach  der  ersten,  dann 
nach  rf^T  ztveitefi  Variable  genommen  mrdy  ist  gleich  derjcfiigeti 
partiellen  Differenz  der  zweiten  Ordnung,  welche  zuerst  nach  der 
mveiten,  dann  nach  der  ersten  Variable  genommen  wird. 

Bei  der  vorhin  erörterten  Bpeciellen  Voraussetzung  (3) 
haben  wir  bemerkt,  das8  die  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene 
Variabein  nach  einander  genommenen  partiellen  Differenzen  der 
zweiten  Ordnung  gleich  den  Summanden  der  zweiten  Zeile  der 
rechten  Seite  von  (6)  sind.  Für  den  Fall  k  =  2  giebt  es  nur 
das  eine  Glied 

(12)  J<p,{x,)J(p^{x^), 

durch  welches  die  linke  Seite  von  (9)  oder  (10)  als  ein  Product 
dargestellt  wird.     Ohne    die  bezeichnete  Voraussetzung  hat  die 
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nach  x\  und  x^  genommene  partielle  zweite  Differenz  der  Func- 
tion fi^iy  J'j,)  diese  Beschaffenheit  nicht.  Sobald  alier  in  (12) 
die  Differenzen  vollständig  hin^jeseh riehen  werden,  wodurch  der 
Ausdruck 

(12*)  (qp,(a;,  + Ja;,)-<'/^,(a;J)  ((/^,(ir,  + j^a:,)  — <5P,(a:,)), 
entsteht,  so  kann  raan  die  nach  x^  und  x^  genommene  partielle 
zweite  Differenz  der  F'unction  f{x^,'X^)  erhalten,  indem  man 
in  (12*)  die  Multiplication  der  heiden  Factoren  ausführt  und 
hierauf  jeden  Wcrth  des  Products  <jr,  (fj  <ri(b»)  durch  den 
für  die  gleiche  Verbindung  der  Variahein  gebildeten  Werth 
der  Function  /"(|, ,  f,)  ersetzt.  Das  Froduä  fti^i)  Vi(^t) 
wird  dadurch  ein  Synthol  des  Fundiomumihes  f(^^^  |,).  Ver- 
mittelst dieses  Princips  liefert  der  Ausdruck  (12)  eine  symbo- 
lische DarsfeUtintf  der  nach  a\  t(nd  x^  yenommenen  partiiilen 
zweiten  IHff er eus  der  Function  f{x^^x^).  Auch  erkennt  man,  dass 
ebenso  die  Ausdrücke  /(jp,  [x^)  f/>,(x,),  q^^  {x^)  J(f^{x^)  respective 
die  nach  .c,  und  x^  genommenen  partiellen  Differenzen  der  ersten 
Ordnung  (8)  symbolisch  darstellen. 

In  dem  Falle  »  =  3  existiren  die  drei  partiellen  Differenzen 
der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  rCj,  a:„  a;, 

(13)  f(x,+  Jx^,  x^,  x^)  -  A^p  x^,  x^  =  J,/(x^,  x^,  x^) 
f{z^,  iTj-l-  Jx^,  x^)  —  f{x^,  x^,  x^  ^  J^^  /-(x,,  x.„  x^) 
f{x^,  x^,  x^-¥  Jx^)  —  f{x^,  Xj,  x^  =  -J,/{x,,  x^,  x^). 

Was  die  auf  zwei  verschiedene  Variable  bezüglichen  Differenzen 
der  zweiten  Ordnung  anlangt,  so  folgt  schon  aus  dem  Vorigen^ 
daBS  ihr  Werth  von  der  Ycrtauschung  der  Reihenfolge  der 
beiden  Variabein  unabhängig  sein  muss;  denn  der  Satz  (1)  ist 
i\lr  Functionen  von  zwei  Variahein  bewiesen  und  kann  durch 
das  Vorhandensein  einer  dritten  Variable,  die  bei  der  jedesmal 
auszuführenden  Differenzenbildung  uugcändert  bleibt,  nicht  mo- 
dlficirt  werden.  Man  hat  demnach,  um  eine  dieser  Differenzen 
wirklich  aufzustellen, 

(14)  /"(jr,,  x^-{-  Ix^,  a:.,  +  -7x.,)  -  f{x^,  x^  +  Jx^^  .-c^) 

Es  mögen  nun  wieder  unter  der  Annahme  w  =  'i  die  einzelnen 
Bcstiuidtheile  der  rechten  Seite  von  (6)  verglichen  werden.    Die 
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erste  Zelle  eiitbält  die  Bnmiiiandeii 

die  zweite  Zeile  die  Summanden 

(16)       J(piix^)  J(p^{x^)(f.,ix.j,  ./<ri(.fi)  fpjx,^)  J<f.A^^). 

die  dritte  Zeüe  das  eine  Glied 

(17)  ^  <P,  (* i)  ^ ^2  (JPj)  ^fa  (^»)- 

In  derselben  Weise  wie  früher  zeigt  sich,  dass,  wenn  die 
Differenzen  Jff^ixJ,  .7ff,(a;,),  J(f^{z^)  durch  die  zug^ehürigen 
Functionswertbe  expUcite  ausgedrückt,  die  angedeuteten  Mul- 
tiHlicatioücn  vollzogen  werden,  und  wenn  dann  jeder  Werth  des 
Products  fjT'iCsJf a(^t)7'«(l»)  durch  den  mit  den  gleichen  Va- 
rialieln  gebildeten  Werth  der  Function  Ali,  ^m  ^a)  ersetzt  wird, 
die  Ausdrücke  (ITi)  respective  in  die  partiellen  Differenzen  der 
ersten  Ordnung  (13),  die  Ausdrücke  (16)  in  die  partiellen  Dit- 
ferenzen  der  zweiten  Ordnung  nach  ar,  und  j?,,  nach  x^  und  ar,, 
nach  a-,  und  x^  übergehen,  deren  letzte  in  (14)  hingeschrieben  ist. 

Wir  bilden  jetzt  die  partielle  Differenz  von  (14)  in  Bezug 
auf  die  Variable  a;,.  Zu  diewera  Ende  nehmen  wir  diejenigen 
vier  Glieder,  welche  aus  den  vier  mit  ihren  Vorzeichen  verse- 
henen Gliedern  von  (14)  entstehen,  indem  x,  in  x^  +  Jx^  ver- 
wandelt wird,  und  subtrabircn  von  diesen  die  genannten  vier 
Glieder  von  (14).  Nun  hat  sich  ergeben,  das«  durch  das  einge- 
führte Substitutionsprincip  aus  der  Verbindung 

(f>^{x,){ff,^ix^'\-  Jx^)—  (p^{x^}}{tf,^{x^-^  Jx^)-(p,{xJ\ 
das  Aggregat  (14)  hervorgeht.  Die  vier  Glieder,  bei  denen  a",  in 
x^  4-  JXi  verwandelt  worden  ist,  entstehen  also  durch  dasselbe 
Princip  aus  der  Verbindung 

(jr,(a-,+  Jx,)  {q'.^{x^+  Jx^]  -  <p^{x^))  (*/b(^,+  Jx^)  -  qA^^))- 
Die  nach  x^  zu  nehmende  partielle  Differenz  von  (14)  geht  daher 
ans  dem  Ausdrucke 
fx  (x^  +  Jx,)  —  (f,ix,))  {rftix,+  Jx^)-  <r  J^J)  {q>^{x^^Jx^)  ~  q>^{x^)) 
hervor,   der   durch  Subtraction   der  vorletzten  von   der  letzten 
Verbindung   abgeleitet   ist  und  mit  dem  obigen  Ausdruck  (17) 
zussammcnfällt.   Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  man  das  Pro- 
duct  iy>,(^,)  yg(^,)  ip»{^»)  KU  einem  Symbol  des  Functiouswerthes 
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/"(In  ^*^  ^s)  macht,  die  partiellen  ersten  Differenzen  der  Function 
fiXif  JTj,  jt„)  in  (lt5),  die  nach  je  zwei  verschiedenen  Variabela 
genonimenen  partiellen  zweiten  DifterenKen  in  (Hi),  die  Diflerenz 
J^^J^^J^^fix^yX^yX,)  in  (17)  8 jnn bolisch  dargestellt  sind.  Sobald 
bei  der  Bildung  der  dritten  Differenz  der  Function  /"(o;,,  a:,,  x,) 
die  Reihenfolge  der  partiellen  Operationen  geändert  wird,  8o 
erhält  man  statt  (17)  einen  Ausdruck,  bei  dem  die  Reihen- 
folge der  Factoren  J(f{Xj)y  Jf{ic^),  Jqix^)  auf  entsprechende 
Weise  geändert  ist.  Nun  bleibt  der  Ausdruck  (17)  als  Prodnct 
bei  jeder  Aenderuug  der  Reihenfolge  seiner  Factoren  nuge- 
ändert.  Weil  aber  das  anzuwendende  Substittitionsprincip 
dasselbe  ist,  so  folgt  für  die  partielle  dritte  nach  den  drei 
Variabein  x^^x^.Xj,  genommene  Differenz  der  Function /'(a;,,jr,,2r,) 
die  Eigenschaft,  von  der  Reihenfolge  der  Operationen  des 
partiellen  Differenznehmeus  uuabhäugig  zu  sein. 

Offenbar  läsat  sich  die  für  Fuiietionen  von  zwei  und 
drei  Variabein  angestellte  Betrachtung  fortsetzen,  indem  man 
immer  von  einer  gewissen  Anzahl  Variabein  zu  der  um  eine 
Einheit  gnisseren  Anzahl  übergebt.  So  entsteht  der  folgende 
allgemeine  Satz: 

(2)  Die  partielle  Differmz  der  lim  Ordnimg  einer  Functiofi 
von  n  Variahdn  [{x^  x^^ .  ,  xj,  welche  nach  den  l  Variabdn 
^a»  *bj  • '  •  ff^nomtncH  werden  sollt  wird  erhalten,  indem  man  in 
einetu  Product  von  n  Factoren  <Pi{^i)^ii!p2)' ■  (f^i'^^)  die  jni 
Zeiffern  dfb,..  gehörenden  l Factoren  in  die  respectiven  Differeti 

verwandelt,  die  übrigen  Factoren  ungeändefi  lässt,  und  hierauf 
in  dem  entwiclelten  Product  statt  jedes  Ättsdrtwks 

den  snigehörigen  Functionsweiih  f(§^,  l^»  •  •  •  s„)  substituirt.  Aus 
dieser  Darstellung  folgte  dass  die  heseichnäe  partielle  Different 
der  Iten  Ordnung  bei  keiner  Vertxmschung  der  angewendeten 
Operationeti  des  partiellen  Differemnehmcns  geändert  wird. 

Es  sind  somit  für  die  Function  /'(o-j,  x^,  >  •  .  xj  die  sämmt- 
lichen  partiellen  Differenzen  aller  Ordnungen,  von  der  ersten 
bis  zu  der  nten,  die  sich  anf  irgend  eine  Combination  ver- 
schiedener   Variabein    unter    den  ?j  Variabein   x„x^,...x     be- 
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zieh  eil,    der   Reihe    nach    durch    die    auf   einaoder    folgenden 
Summanden  der  rechten  Seite    von    (6)  symholifsch  darjicestellt. 

^^ei  «ler  Addition  dieser  Hummandeu  helien  sieh  die  sämmt- 
liehen  Funetionswerthe  des  Products  (p^i^i)ffJi^)-"(fJ^„)  fort, 
^^  öa&n  nur  die  mit  der  linken  Seite  von  (0)  angegebene 
f/orig  Ijleilit.  Wenn  man  nan  in  jedem  einzelnen  Sumnianden 
statt  eitles  Products  7>,(^])  7^2(^9) -•'jP«(^„)  iminer  den  entaprechen- 
den    F^iint!tiouswerth  /"(5,,  $„  • .  |„)    suhstituirt    und  d:idureh    den 

t'^^^^^ft'enden  Sununanden  zu  der  correspondirendeu  partiellen 
Differenz  der  Function  f{ic^,x^f..,a•^)  macht,  so  müssen  sieh 
die  auftretenden  Functiouswerthe  genau  wie  vorher  gegenseitig 
zerstOx-en;    es    kann   also   nur  die  Differenz  der   beiden  Fuuc- 

ttionsvirerthc 
(1^)  f[x^  +  Jx^,  x^  +  Ix^,  - .  -a,-«  +  Jx^)  -  fix^,x^y. . .  x^) 

erhalt^ u  bleiben,  welche  bei  dem  angewendeten  Substitutions- 
prinoip    a„g  der  Differenz  (18)  hervorgeht.    Die  Differenz  (10) 

IJ«  sx>>er  gerade  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung 
'^^^%y  ac,^^,  .  .x^)\  die  Uebereinstiminung  derselbeu  mit  dein 
^"  t>il  elenden  Aggregat  von  partiellen  Differenzen  liefert  die 
gesuolite  Umformung,  deren  Inhalt  vnv  in  dem  folgenden  Satze 
anf^spreehen: 
C3)  THe  volhiünditfe  Diffet-mr  det'  ersten  Ordnung  einer 
■TK^to^Vort  von  heliebiff  melen  Variabeln  ist  gleich  dem  Aggregat 
''***  ^ZZen  von  der  Function  in  Bezug  auf  die  cinzelnefi  Variabeln 
^^'****»»*>»e»m  partiellen  Differensen  der  ersten  Ordnung,  aus  allen 
parti^l^^  ]}iffgren£en  der  eweiien  Ordnung  in  Beaug  auf  alle 
^^*^^^9^ationen  von  je  zwei  verscMednien  Variahein,  und  so  fort, 
^^  ^^isst  gleich  defn  Aggregat  aus  allen  partiellen  Differetisen 
'  ^cn  Ordnung  in  Bezug  auf  alte  Combi nationen  von  je  l  ver- 
sc/«ec?^,j^,   Variübeln,  für  alle  Zaitkn  von  ?— 1  bis  l=n. 

l^ass  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung  der 
»^uncti^u  f{x^,x..,..,xJ  vennittelgt  des  gebrauchten  Substi- 
tuiiotiöprincips  durch  die  rechte  Seite  der  Oleichung  (6)  sym- 
DoUs^»!^  dargestellt  wird,  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der 
ADleitrung    des    vorstehenden    Satzes.      Eine    bemerkenswerthe 

^»»«<Uiiti,  Analysi«  n.  10 
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EiKiHiscImft  der  niit^etlieiltir'ii  Entwickeluiif;  scheint  aber  die  zu 
sein,  (laf*8  in  ileni  Ausdrucke  der  vnllständigen  Diffeivnz  der 
iM"Ht(Mi  Ordnung;  t^iner  Kiinctiou  vou  mehrereu  Variabein  partielle 
IHlTrrfrizrti  vt>n  höheren  Ordiiung^en  auftreten,  deren  Ordnungs- 
zahl bin  /n  der  Anzahl  <ler  in  di«t  Function  eingehenden 
Vuriabelii  steigt. 


I  4S.    Differentiale  von  Ftmotloneii  mehrerer  Varlabeln. 
Partielle  Blfferentlalquotlenten. 

Bei  der  Ausdehnung  der  DitTorentialretdinmig  auf  Functionen 
niehrorcr  Variabeln  kann  man  entweder,  wie  liei  den  Functionen 
einer  Variable  jj^eschehen  ist,  mit  dem  Begriffe  des  Differential- 
quotientLMi  beginnen  und  zn  dem  des  Differentials  übergehen^ 
oder  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  den  wir  jetzt  wäblen. 
Eiiior  im  vorigen  §  enthaltenen  Andeutung  entsprechend  be- 
trachten wir  eine  fllr  ein  gewisses  Gebiet  der  n  unabhängigen 
Variabehi  x^  u;.^, . . .  x^  gegelicne  stetige  Function  /Tj:„  a:^, . . .  jc,), 

IicIjcu  zwei  verschiedene  Werths<ysteme  .T,,j'j,,..r^iindj:5",.rj'\..xl," 
ItcrauH  und  nehmen  an,  dass  die  Differenzen  der  einzelnen  Va- 
rlabeln 


(1)         <'-a:,=^./^„x5^^-.r,  =  J:r„...^'-.-„=  Vrr^ 

kleine  Grössen  von  einer  und  dieselben  Ordnung  sind.  Dieser 
Ausdruck  bedeutet  im  Einklang  mit  dem  in  §  40  eingcftlbr- 
ten  Sprachgebrauch,  dass  die  absoluten  Wertlie  der  Verhält- 
nisse aller  «  iJnissen  zu  einer  unter  denselben  beliebig  ge- 
wählten Oritsse  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleiben,  während 
die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Grössen  selbst  beliebig  klein 
werden.  Indem  die  Differenzen  Jx^,  Jx^^. . ,  J x^  als  kleine 
Grossen  der  ersten  (trdnunjr  gelten,  kann  man  verlangen,  die 
entsprechende  vollständige  Differenz  der  Function  /"(^„  x^y . .  .x^) 
bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  genau,  das  heisst 
nach  §  40j  so  darzustellen,  dass  der  dabei  erlaubte  Fehler  eine 
kleine  GrKsse  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ist  Unter 
der  erwähnten  Vorausset jnmg  werden  die  Differeruien  der  unah- 
hängigen  Variahein  respective  die  Differentiale  der  unabhängigen 
VariaJliehi  x,,  x^, . . .  x^^  genannt  und  mü  den  ZeicJicn 
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b^jer^Mchmt;  glächscitiff  heissi  die  bis  auf  die  Ordnung  dieser  Ideinm 
-tfwe»  ffeftaue  Darsidhmrf  der  ^ruychm'itjen  Diffet-me  der  Function 
X^x^:^  ^  x.^, . .  .a:J  das  Differential  dir  Function  fix^y  it.,,  ^ .  ,xj  und 
v^*^Gi  durch  das  Zeichen 
;»)  df{x^,  X,, .  . .  xj 

^edriiclct. 

Nat'h    «h^ui   Sfvtze  (8)  des    vorigrn  §   ißt   die   volIstiUidij^p 

I^itY^erenz    ffix^^  x^f,..xj  igleidi  einer«  Aggrej;at,  das  aus  den 

'SiiaTÄ  mtliehcti  nach  den  einzelnen  Variabcin  genommenen  partieUen 

*-**'f^rVrcnzt.'n  der  i-rsten  (trdnunt^  und  aus  den  dort  anf^egebeneii 

P*^*""!:  iellen  DilTerenzeu  vou  hühereii  Ordiiniijj^en  zusammengesetzt 

^"■^«3.    Wenn  nun  f{x^,  x^,,..xj  als  eine  Summe  von  einzelnen 

*^  "»^  ctionen    gegeben   ist,    so  lässt  sieli  jede  partielle  Ditterenz 

**^*"      Function  /'(j,,  x^,  .  . .  x^^)  von  einer  bestimmten  Onlnung  als 

*-^     >^umn>e  der  gleifhnamigen  partiellen  Differenzen  der  einzel- 

^^^^      Functionen    auffassen,    weil    die    auszuführenden    Opera- 

'  ^^*^*^en  nur  Additionen  und  Subtractionen  sind.    Sobald   ferner 

■®**^^  Function   gleich   einem   l^roduct    von  Faetoren    ist,   deren 

"^^^-^r  nur  eine  einzige  Variable  enthält,  bo  wird  die  vollständige 

*  ^^erenz  der  Function,   die  wieder  mit  «jpj  (ar,)  r/j  (ütJ  •  • .  T „  (x^) 

^^^^ ^lehnet  werden  m<ige,  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  § 

^^^S"egehen.    Hier    zeigt  sich,    das»,    wofern    Jr,,    Jx ,...  Jx 

^^  Äne  Grifsscn  der  ersten  Ordnung  sind,  jede  partielle  Differenz 

B    '^^^   höherer  als  der  ersten  Ordnung  durch  das  Product  der  ein- 

■  ^^^>  senden  Differenzen    zu    einer    kleinen  firrigse  von  derselben, 

H     *^Ci  ebenfalls   von   höherer  als  der  ersten  Ordnung  wird.     Bei 

B     ^^^^r  Function,  die  gleich  einer  Summe  von  Producten  ist,  deren 

^^^2eelne  Factoren  Functionen  der  einzelnen  Variahein  sind,  muss 

I^Vier  unter  der  gleichen  Voraussetzung  eine  partielle  Differenz 
'^i'i  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ebenfalls  eiue  kleine  Grösse 
'^Ti  höherer  als  der  ersten   Ordnung  sein.    Demnach  wird  für 
5».\\^  Functionen  von  dieser  Beschaffenheit  die  vollstündige  Diffe- 
^^"*iz  Jf(x^f  x.^, . . .  xj  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung 
^^T  Differenzen    /  j:^,  J x^,  . . .  Jx^   genau    durch    das   Aggregat 
^^r   Bämmtlichen    in    Bezug   auf  die    einzelnen    Variabein    ge- 
^"»iiinieneu  partiellen  Differenzen  der  ersten  Ordnung  dargestellt, 
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wUhrend  die  auftrete» den  partiellen  Differenzen  von  höheren 
Ordnungen  als  kleine  Gritssen  von  höheren  Ordnungen  weg- 
fallen. Alle  rationalen  ganzen  Functionen  der  n  Variabein 
a?„  x^,...x^^  halten  die  in  Rede  stehende  Beschaftenheit,  gleich 
Summen  von  Produeteu  zu  sein,  die  ausser  eiueui  eou8tanten 
Coeffieienten  die  ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelnen  Va- 
riabelu  enthalten.  Daher  gilt  die  gemiiehte  Aussage  unzweifel- 
haft tUr  alle  rationalen  ganzen  Functionen.  Sie  gilt  Überhaupt 
vermöge  des  Satzes  (3)  des  vorigen  §  für  jede  Funetion  von 
beliebig  vielen  Variaheln,  welche  so  geartet  ist.  dass  die  nach 
mehreren  verf*chiedeneii  Variabein  genommene  partielle  DifTereuz 
der  Function,  wenn  die  Differenzen  der  V^ariabeln  als  kleine 
Grössen  der  ersten  <h'duuug  angeschen  werden,  gleich  einer 
kleinen  Gr^isse  wird,  deren  Ordnungszahl  mit  der  Ordnungs- 
zahl der  Differenz  selbst  übereinstimmt.  Man  betrachtet  aber 
alle  Functionen  von  beliebig  vielen  Variabein,  die  dieser  Be- 
dingung genügen,  als  regelmässig,  diejenigen,  welche  ihr  nicht 
genügen,  als  Ausnahmen.  Auf  diese  Weise  gieltt  man  der  in 
Rede  stehenden  Aussage  eine  allgemeine  Gültigkeit  und  bildet 
den  Satz,  dass  die  vollständige  Differe^us  einer  Function  voti 
n  Var iahein  Jf{x^,  oTj,  . . .  xj  bis  auf  kleine  Grössi-n  von  der  (h-d- 
nnng  der  IHfferenisen  .7a:,,  Jx^^ Jx^  genau  durch  das  Aggre- 
gat der  sämmilicheu  in  Beeng  auf  die  eingelnen  Variabeln  ge- 
nommenen partiellen  Diffcremefi  der  ersten  Ordnung  dargestdU 
wird. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Aufgabe,    die  partielle  Differenz 
der  Function /"(iCj,  a;^, ...  J'„)    in    Bezug   auf   eine    beliebig    ge- 
wählte Variable  x^  bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung 
genau  auszudrucken.    In  dieser  Differenz 
(4)    /'(x^,....t;  -h  ./^,,..../J  -  f{x,,...x^,...xj  =  J^J{x,,..,xJ 

behalten  die  sämnitlichen  Variabein  mit  Ausnahme  der  einen  x, 
ihre  ursprünglichen  Wertbe;  man  hat  also  die  l»Sflerenz  der 
Functionswerthe,  welche  zu  der  Differenz  Jx^  der  Variable  x^ 
gehört,  bis  auf  kleine  Grössen  der  Ordnung  /x^^  darzustellen. 
Das  heisst  aber  nichts  anderes  als  das  Differential  der- 
jenigen Function  der  einzigen  Variable  x^  bilden,  welche  aus 
der  Function  fix^,  ar^, . . .  xj  entsteht,  indem  nur  das  Element  x^ 
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ParLiellti  I)iffelT.utial<|iin(.i(.ntt!n. 
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I 


aU  veränclerlicb,  jedes  andere  Element  jiLs  «"onKtiint  Imtnichtet 
vfircl.  Deinnacli  wird  liier  nnr  verlan^^^t^  das  Difl'ereiitial  einer 
Ffiiitrtiou  einer  eiuzigeiii  Variable  aufzustellen,  was?  nacL  den 
bJsLier  cDtwiekelten  UciJ^eln  geschehen  kann. 

iJas  Differenlial  einer  Function  einer  einzigen  Variable, 
doro.li  das  DitTerential  der  letztern  dividirt,  bringt  naeli  §  41 
de»  Differentialqunfienten  der  Fuurtion  hervor,  und  iinigekelirt 
ist  dsiö  Üitierential  einer  Funetion  einer  einzigen  Variable  gleich 
dein  I^Toduet  de«  Dirt'erentialquotienten  und  des  Diflerentials  der 
\ariii,l3le.  In  demselben  Sinne  ist  auch  das  Difterential  der 
Funotion  der  einzigen  Varialde  x^,  in  welche  die  Function 
fi^f  ^-j,  ...ar„)  durch  C(>nfitant$etxen  der  übrigen  Elemente  ver- 
wartflcfijt  \%\^  gleich  dem  Product  des  unter  der  heztlglieben  Vor- 
aass€*t:3!uiig  nach  der  Variable  x^  genommenen  liitl'erentiabiuo- 
tienteMu  und  des  DillVreiitials  der  Variable  x.  Man  heeeichnei 
den  XU iffarentialquotieHkn  einer  Function  vott  meJirvren  Var'mhcln 
ti^\'»  ^j...xj,  welcher  in  Beeng  auf  die  einzige  Variable  x^ 
gehiZ^^l  icird^  während  die  übrigen  Variilbeln  nngeänderi  bleiben^ 
ßU  <i^^i  nach  der  Variuhh'.  x^  genommimen  parfielJen  Diffenmiial- 
4*^***?>^//?n,  uttd  nothi  denselben  nach  dem  Vorgänge  Jambis  mit 
detr^    XJifl'erentiaheichen  ö,  wie  folgt^ 


(5) 


clx. 


Verr^i^g^  dieses  Begriifs  ergiebt  sieh  ftlr  die  i>artielle  Differeaa 
(4)    cl^y  jjjg  j^uf  liieiue  Grössen  der  Ordnung  J x^  genaue  Ausdruck 


Ö f (a?„  x^,,.. xj 


f)  x_ 


-Jx... 


Xm  (legenBatze  zu  den  partiellen  Diiferentialquotienten  einer 
riviction  mehrerer  Variabeln  werden   die  Üitterentialqootienten 
^Jior     Function   von  einer  Variable  gewöfmliehe  JJiffereniialquo- 
*'^>«  genannt. 

^'aeli  dem  vorhin  angefahrten  Satze  wird  die  vollständige 
'^^i-f?nz  Jfx^^  x.^, . .   xj  bis  auf  kleine  Grrtssen  von  der  Ord- 

onng  (\^^  Differenzen    /j"i,  .7.r^, ix^  genau  durch  die  Summe 

^^     partiellen    Differenzen  dnrgestellt,   welche   aus  (4)  hcrvor- 
S^«on,  indem  der  Zeiger  ti  succesaive  die  sänmitlicheu  Wertho 
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1,2,...«  erhält.  Ersetzt  man  jede  partiellu  Dimeren/.  (4)  durch 
den  zu^cühorigeii  Au-sdnick  (<>),  so  entsteht  die  in  derselben  Be- 
deutung geltende  Gleichung 


(7) 


Jf{x^,x^,,..x^)^ 


df'iA\,x^,..,a:J 


+ 


Ja:^  4- . . . 


Oa^. 


Jx^. 


Indem  hiev  statt  der  Diflerenzen  /.i-_,  ijr/Jeliuu^sxveiKf  dir  Diffe- 
rentkde  d .i^  eingeführt  werden,  verwandelt  sieh  die  linke  Seite 
in  das  Vijllstaudip'  DiÜerential  (lf{x^,  x.^,...xj.  Mithin  wird 
das  voUdändigt'  Differential  einer  Function  /"(iC,,  x.^,,..x^)  wm 
belieiny  vielen  Variabdn  durch  den  AusdrucJc  dargcstdll 

(8)      rfA^,,.s,-..-j=--^^";^;-'"^d*,+-.. 


d«. 


dx  . 


Das  volblämlitje  Differential  einer  Function  von  mehreren 
Vctriabeln  ist  iflctch  der  Summe  dvr  Protfuctc,  die  erhaUm 
werden,  indem  der  in  Bejsng  aitfjede  vmzelne  Variable  genommene 
partielle  Differentiatquotient  mit  dem  Diff'erefitial  der  betreffenden 
Variable  muHiplicirt  wird. 

Aus  der  Detinition  ciue^  partiellen  Differentiah|iiotienten 
geht,  wie  schon  ervvühnt  worden,  hervur,  dass  zu  sreiner  Ilildnn^ 
die  Regeln  für  die  Dittereutiation  von  Fnnetionen  einer  riii- 
zijren  Variable  nusreiebeu.  Die  fehlerfreie  jiraktisehe  Aus- 
führung von  partiellen  Differentiationen  verlanj^t  indessen  eine 
gewisse  besondere  Uehnng. 

Der  in  (8)  aufi^estellte  Ausdrnek  für  das  vollständige 
Difterential  einer  Function  von  mehreren  Viiriabelu  erlaubt  ttlr 
den  Fall,  dass  jede  dieser  Variahein  ala  Function  einer  einzigen 
Variable  t  betrachtet  wird,  den  Differentialquotienten  der  Fnnc- 
tion  in  Bezuj:  auf  die  letztere  /u  bilden.  Die  Gleiehung  (8) 
gilt  mit  Zulassung  eines  Fehlern,  der  von  höherer  (Irdnung  ist 
als  die  Dillereutiale  dXi,dx^f...dx^,  Durch  die  angenommene 
AbhiUigigkeit  der  bis  dahin  unabhängigen  Variabein  von  der 
Variable   t   werden  die  Differentiale   dx^^dx^, ,  .dx^   von  dem 


YnlUtändiger  DiffertnitüiKiiioliftit. 
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fWerentlal   dt  iUt  \ariahk  t   so  abliangi^,   doää  die  Division 

derselliL'ii  durt'ii  dt  nis  UrcJizwertbc  rcsiiectivt;  die  Ditferential- 

d,e.      dd.j  da? 

quotienten  -j->      ,     >■•  liefert.      Sobald   imin  daher   das 

in  Rede  «tehende  Differential  d fix^^  j:,^^.  .  .j;J  diireh  das  Diffc- 
r^^ntiiil  d(  dävidirt,  erbält  mau  uarli  den  m  vririgen  (.■apitcl 
«.•Dtwirkeiti'n  (Jiuiidsätzen  i'ilr  den  f^jesiicbtcu  Differentiabjuo- 
tieiiteii  die  rolj^etidu  BcKtiiiitttiiii^' 

dfi^i,  Jy-'-^J  _  '^/■(•'■p  ^-v  •  •  •  •*'«)   '^  -^1 
dt  ~    ' 


(Ö) 


«/dJ. 


dt 


•f  ... 


...+ 


^ /*(«,»  «,»-•••«»)    t^^„ 


Der  anf  diese  Weise  gebildete  Differenlialquoticnt  der  Function 
f{x^fX^f..xJ  wird  der  nach  der  nnabhänijigvn  Variable  t  ge- 
nommene rolUtändifje  IHffcrnfiialquotitnf  j^^enannt,  und,  wie  so 
ef>en  j!;«!*ehehen.  /um  Unlersfliiede  von  den  partiellen  JHffe- 
rentialquotieuteu  mit  dem  DifTuruntialzeiehen  d  bezeii'linet. 

Aus  der  Definition  des  vollstilndi^en  Dift'ereiitials  einer 
Fnnetion  von  mebreren  Variahelu  kann  mau  leiebt  erkennen, 
daws,  wenn  zwei  Fuuctioncu  mehrerer  Variabelu  vorlie(2;en, 
das  Dififercntial  der  Summe,  der  Differenz,  de»  Products  und 
des  Quotienten  der  beiden  Functionen  nach  denselben  Regeln 
gebildet  werden,  die  in  den  (Gleichungen  (4)  bis  (<3)  des  §  41 
fttr  Differentiale  von  zwei  Funetionen  einer  Variable  mitge- 
tlieilt  sind.  Wir  schreiben  dieselben  mit  Weglassung  der 
Argumente  JCj,  x^, . . .  x^  folgendermasseii 

(10)  d{f-^(f}^df4-  dg 

(11)  dif-if}  =  df-dg 

(12)  d{fg)  =  df\ij+t\dg 

(13)  aI  f\  —  df.g-f.dg 


i',)-"' 


99 


und  bemerken  ausdrücklich,  dasSj  wenn  die  linke  und  rechte 
Seite  nach  (8)  vollständig  ausgeführt  werden,  die  Factoren  der 
gleichen  Differentiale  links  und  rechts  einander  gleich  jiiud. 
Mit  Hülfe  von  (9)  erhält  tnan  aus  denselben  die  liestimmung 
der  entsprechenden  vollständigen  Ditterentiaiquotienten. 
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Anwendung  auf  rationale  ganze  Functionen. 


§  46.    Partielle  Plfferentlalquotienten  von  rationalen  grAiizen 

Fimotionen  mehrerer  Variabeln.    Enler'tcher  Satz  von 

den  ganzen  homog^enen  Fnnotioiien.    Vollständiges 

Differential  einer  Betermlnante. 


I 


Algebra  uiut  Infinitesimalrechuung  stehen  unter  einander 
in  einer  solchen  Wechselwirktmg,  dass  eine  gewisse  Ent- 
wickelang der  Algehia  vorhanden  sein  ninss,  damit  die  Infini- 
teHimalrechniiiig  fortschreiten  kann,  und  dass  umgekehrt  die 
Fortstdiritte  der  letztern  eine  weitere  Entwickelung  der  erstem 
herljeifilliren.  Daber  konnte  es  nit'ht  vermieden  werden,  bei 
der  im  ersten  Bande  gegebenen  r)ar*;tenung  der  Elemente  der 
Algebra  einige  Begriffe,  die  allgemeiner  gefasst  der  Intini- 
tesimalreehniuig  angehören,  durch  specielle  DetinitiouL'n  zu 
antiL'ipiren.  Wir  haben  dort  bei  den  rationalen  ganzen  Func- 
tionen einer  Variable  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen 
betraehtet,  welche  s|>ilter  als  die  auf  einander  folgenden  nach 
der  Variable  genommenen  Differentiakiuotienten  der  Function 
erschienen  sind.  In  Bezug  auf  die  rationalen  ganzen  Func- 
tionen mebrerer  Variahein  Uisst  sich  jetzt  eine  entspreebende 
Ergänzung  biuzuttlgen. 

In  I,  §  81  ist  eine  beliebige  ganze  homogene  Function 
zweiten   Grades    oder    quadratische  Form    mit    beliebig    vk 
Variabein,  wie  folgt,  dargestellt 

(1)  A^i,^ar-«J  =  Oii  ^1  +2a,,a:,;i-,  +  ...  +  2a,„a;,a:^ 

+ 

bei  der  Notation  der  Coefficienten  Ajj,  . .  wurde  bemerkt,  dass 
aj,^=c^f^;^  f'ein  soll.  Alsdann  wurden  in  demselben  §  unter  (8) 
die  n  Functionen  des  ersten  Grades  gebildet 

(2)  f^  (a;„  a?,, . . .  a;J  =  a,,  x^  +  a,,  jc,  -J-  . . .  +  a,^  x^ 


1 


f,  (^'„  ^,, . .  •  ^J  =  «„1  ^1  +  (t„,x,-\-.,.-h  a^,  x^ , 


§  46. 


Anwendiinf^  auf  rationale  ganze  Fanctioimn. 


M 


mit   (leriiii  llUHV  sSi-li  tirr  unter  (11)  luitgetheilte  Ausdruck  der 
ursprünglichen  Function  ergsib, 
(3)  /"(oPj,  ä:^,...xJ 

=  /",  (^„  J?^  . . .  a:;)  ^,  +  .  .  .  +  /;  (a;„  x^,  >..xjx^, 

Dk^  Functionen /j(iCj,^'3,...d! J/,U,,a;,,.  „xj,.. 7; (a;,,a;j,.,..iTj 
>iiHl  ;iber  jjleich  den  halhgemjniincuen  Wcrthen  der  in  Bezug 
auf  die  respectiveu  Variatjeln  gebildeten  partiellen  LMt!erential- 
f|UotIenten  der  geg-ebenen  Function  f\Ä^^x.^,...j:^).  Bei  der 
imrtiellen  DiÖerentiatiou  nach  einer  hedtimmteu  V^ariabKs  etwa 
x„  liefert  das  Glied  aj,ij  den  Beitrag  "la^^x^y  jedes  Glied,  in 
dem  das  Pjoduet  von  je:,  and  einer  der  andern  Variabein  auf- 
tritt, wie  '£.  B.  2(i^^j-^x^y  einen  Beitrag  von  der  Gestalt  2a,jj.„ 
während  alle  diejenigen  Glieder,  welche  die  Variable  x,  nicht 
enthalten,  gar  keinen  Beitrag  geben,  llicrauti  folgt  die  Rich- 
tigkeit der  behaupteten  Gleichungen 


(4) 


3as, 


=  2  a, ,  r,  +  2  a„  X,  +  . . .  +  2  a,^  x„ 


aV, —  -  =  2""*'  +  2««*.  +  •  •  •  +  2a, 


9«  ' 


Durch  dieselben  verwandelt  sich  obige  tileichung  (3),  nachdem 
sie  mit  der  Zahl  2  niultipltcirt  ist,  in  die  folgende 

(4.)  2f{x,,x,,,..xJ 

=: X    +  ,  .  ,  + X 

Der  auf  der  rechten  Seite  hetiudliche  Ausdruck  geht  aus  dem 
in  f8j  des  vorigen  §  angegebenen  vollstUudigen  Differential  der 
Function  f{x^,x^i  •  •  •■^«)  hervor,  sobald  jedes  einzelne  Ditlerential 
dx^  durch  die  zugehfirige  Variable  x^  ersetzt  wird.  Mithin  hat 
die  Gleichung  (4»)  den  Inhalt,  dass  durch  die  Anwendung  des 
80  eben  bezeichneten  Verfahrens  auf  eiue  ganze  homogene 
Function  des  zweiten  Grade«  von  den  w Variabein  x^y'x^,,..x^ 
der    doppelte    Werth    dieser    Function     hervorgeht.      Die    An- 


dso 


Euler'scher  Satz  von  «leu  liumogciini  Functionen. 


(h 


tk's    f^leicbeii   Verfall 


aut    vhiii   ganze    lioinogeue 
Function    eines    beliebi*;    hohi'ii    Grades    liefert    einen    für   die 
Lehre    dieser   Funetirtneii    fundamentalen  fc5atK,    der    von    I'Juler  ■ 
herstuinnit  und  narli  demselben  gemumt  wird.  1 

Da  dii8  vfdlstjiudi^e  Ditferential  einer  Summe  von  zwei 
Fum'tionen  ntudi  dOt  des  vorigen  t?  ^deicli  der  Summe  der 
Vf>llst:indi{;cn  Difterentialc  der  beiden  Functionen  ist,  und  zwar 
eOj  dass  die  Fucture»  der  einzelnen  Differentiale  respectivc 
einander  gleich  sind,  f*ü  darf  mim  in  der  Gleiehnng 


(5) 


5  4?, 


^AL 


dx,  + 


(9.1?, 


d;/:„  + 


^<7 


^?x',  + 


+ 


.5x 


<?ir„ 


WO  bei  der  Be/eiehnini^  der  partiellen  Differeiitialciuotienten  die 
ATgumcnte  der  Funetionen  fi»rtgelassen  sind,  auf  beiden  leiten 
statt  jedes  ein/.elnen  DttferentialK  einer  iinabhringij;en  Variable 
eine  beliebige  Griisee,  mithin  auch  die  betreffende  Variable 
selbst  einsetzen.  Dureh  diese  Substitution  entsteht  die  Glei- 
chung 


(6) 


-f- 


X-   -h 


Nun   hat   eine  ganze  homogene  Funetion  des  jUen  Grades 
den  H Variabein  x^^x.^^.  . .  x^  die  Gestalt 

(7)  A^,,a;,,...a:J-iTi^^^;^..xS^'^^4='---^l'''+  ••; 
die  Coefticieiiten  J/,  M',  . . .  sind  von  den  Variabelu  unabbäDgig^ 
und  die  Summe  der  ganzen  Potenzexponeiiten  eines  jedea 
Gliedes  ist  gleich   der  Zahl  p.     Um  für  die   Function  (7)   den 


<r 


^     X    zu  erbalten,  braneht  man  nur  auf 


! 


Ausdruck 

Grund  von  (tj)  für  die  einzelnen  Suuiinauden  den  entsprechen 
den  Ausdruck  m  bilden  und  von  den  Resultaten  die  Sarame  zu 
nehmen.     Fs  Ul  aber  für  den  ersten  Summanden  J 


§  iß. 


Euler'schcr  Sat»  v<»ti  <]i"ri  limriopriioii  Fiiiiciionetj. 


2ßl 


fol^lieü    diirt-li    Addilicm,    weil    ).^+k^  +  ...?.^    gleich    iler    Zalil 
p  ist, 

— -^■:^, — ^--^---^ — ^^7 


(ö) 


-■-  X,  +  . . .  +  —  — :: =^  a;„  =iJ  Mx^ ' . . .  x;". 


l)si8  mit  dem  ersten  Swnimanden  vorgennmniene  Verfallron 
erzeugt  also  den  jtj  faelien  Wrrth  de»»ell>eii;  da  lllr  jeden  fnlt^eu- 
den  Suniniiiiiden  da.H  entsprechende  gilt,  so  wird  die  Suniine 
iler  hezilfrlielien  Resultate  f;leie!i  dem  ;>faehcn  Wertlic  der  Func- 
tion f(x^y  jr'j,  •  •  •  J*«)'  ^*'  U*^f  daher  für  jede  (jamc  homogcw: 
Function  des  p  ten  irradts  von  dcfi  »  iMriabeln  Xj,  x^^  /•••*» 
die  GlcichuHff 


ox 


deren  Inhalt  den  in  Kede  stellenden  Euhr'schat  Sats  ausntacht. 
her  Begrift*  «ler  partiellen  ÜilTerentiulqitoticntcn  hat  auch 
für  die  Lehre  der  Determinanten,  deren  Principien  in  1,  Cap.  IV 
auseinander  g^esetzt  sind,  eine  grosse  Hedeutuug;.  Es  ist  daselbst 
in  §  71  hervorgehoben,  thiss  die  aus  den  «"  Elementen 

(10)  K^."-K 

gebildete  Determinante  7?  in  Be/.ug  auf  die  siuijmlliehen  n*  Ele- 
mente eine  ganze  hotnogene  Function  des  ntcn  (irades  ist,  dass 
dieselbe  aber  tttr  jede  in  einer  Ilorizontalreihe  helindliche 
Gruppe  von  Elementen 


(11) 


^r  ^hv    --h 


eine  homogene  Funetiou  des  ersten  Grades,  fUr  Jede  in  einer 
Vertikalrciho  des  Sehemas  hetindliohe  Gruppe  von  Elementen 

(12)  />,  .  K,..  .b 

eheufall»  eine  Immogeue  Funetinn  des  ersten  Grades  bildet. 
Bezeichnet  man  die  Verbindnugeu  vioi  Elementen^  die  in  I,  i?  7n 
als  die  adjmnjirteti  FAcinefite  des  Si/sti^m.s  eingeführt  sind  wie  in 
§  74  mit  H,.  so  gilt  tllr  jeden  W'erth  A  die  in  der  üleiehnug 
(G)  des  §  74  eutlialteuc  Darstellung  der  Determinaute 
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Partiolk'  Differcntialquotiruten  einei"  Determinante. 


§  46. 


n^h^B,, 


h,B,,-^.,b, 


B. 


Dil  die  Verbintltinguii  Z/^„  jB^^.^,  . . .  -B;„  von  <leu  Elementen 
^ii'  ^12'  •  •  •  ^hn  vollkommen  frei  sind,  kann  hieraus  geschlossen 
werden,  dass,  wenn  die  Detei-minante  R  als  Fiinetion  der  «*  Klc- 
mente  (10)  betrat-htet  wird,  der  partielle  Differentialqaotient 
von  R  nach  ft^j  gleich  5^^,,  nach  6^,  gteith  B^.^^  und  allgemein 
nach  &;t,^  gleich  7>^,^  sein  muss.  Das  beliebig  (jewähUc  aäjungirte 
Elemetd  7?^,^  ist  also  gleich  dem  nach  dem  zugehüntjcfi  Kletncnt 
bf^^  ijonommenen  partiellen  Dißercvfialqitofienten  der  Determi- 
nante /£. 

ÖH 


(14) 


ab 


=  R 


V 


hl' 


Weil  der  nach  einer  hestimniten  Variahle  geuommeüe  par- 
tielle Differentialquotient  einer  Fiiuetion  mehrerer  Variahclu  gar 
nicht  davon  hertlhrt  wird,  ah  mau  die  lihrigen  Variabein  oder 
einen  Theil  derselben  spater  ändert  oder  nicht  ändert,  so  gilt 
die  Gleichßng  (14)  auch  fUr  den  Fall,  das»  die  Determinante 
nur  als  eine  Function  der  n  Filemente  (11)  aufgetasst  wird;  in 
Bezug  auf  diese  ist  sie  aber,  wie  bemerkt,  eine  homogene  Func- 
tion des  ersten  Grades,  und  darum  verwandelt  sieh  unter  dem 
gegenwärtigen  Gesichtspunkt  der  -Bwier'sche  Satz  (9)  in  die 
Gleichung  (13)  selbst.  Weil  ferner  R  zngleieli  eine  homogene 
Function  der  Elemente  (12)  ist,  so  kann  der  AWer'sehe  Satz 
auch  für  diese  Auffassung  gebildet  werden  und  liefert  dann  die 
Gleichung 

(15)  i?=^.  ^u+ö..  •^..+  ---  +  ^..  ^„v 

die  in  I,  §  74  unter  (7)  angettlhrt  ist.  Das  in  Bezug  auf  die 
h"  Elemente  (1<>)  genommene  vollständige  Ditlerential  der  De- 
tenninante  R  hat  ferner  nach  der  Bestimmung  (14)  den  Aus- 
druck der  Doppelsnmme 


(16) 


dn=  j:  j^  b, 


V  -^  V 


§  47.   G«oiiietrlsohe  Deutung  de«  Olfferentlals  einer  Fanotion 
zweier  Variabein. 

Wenn    fllr   ein    ^vwisrics  Gebiet  /.weier  HnabhUngigcn  Va- 
riahein X  und  ;/  eine   stetige  Function  f{j-,  y)  gegeben  ist,  so 


L 


4T. 
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(Ü)  (0) 


kann   eine  Verbindung:  der  Variabein  x"\  y"'  gewählt  und  die 
Frsfc^e  nach  allen  denjenigen  Verbindungeu  x^  y  aufgeworfen  wer- 


K 


[ei^,  für  welehe  die  Fmietion  denselben  Wertli  f{x    ,  y    )  bebUlt, 
bd^T    welclie  dif.  Glekhuny  zwischett  deti  Unbekannten  x  und  y 


(fl) 


/') 


m 


^an< 


(1>  f{x,y)  =  r(x' 

_erftlllen.  Es  ist  raüglich,  dass  hier  ausser  x    ,  /"'  kein  auderes 

Tertiisystem,    oder  nur   eine    bescliränktc    AnKabl    vnn  Wertb- 

"  Systemen    gentigt.     Diese   Fülle   betrachten   wir  als  Ausnabinen 

.and.       setzen   als  Ftef^el    voraus,    dass   die  Oleicbung  (!)   in    der 

»^^ise  befriedigt  werden  kiinue,  dass  die  eine  Variable  in  einem 

bestimmten    Intervall   nach    der  Stetigkeit   geändert   wird    und 

daljei    die  zugehörige  andere  Variable  eine  oder  mehrere  Reihen 

von      stetig   zusammenhangenden  Wertheu  dureldäaft.    Alsdann 

ist      die    zweite  Variable   von   der  ersteren  abhängig;  innerhalb 

^^^     jsweifach   ausgedehnten  MannigfaUiykeit  der  Xy  y  hüdm  die 

*''''^*^^ysieme,  wdche  die  (Jleichuntf  { 1 )  erfüUm^  eine  einfach  aus- 

9^c2eß9i9ite  ManniyfidlUikiMy    die   unter   Umständen    aus   mrhreren 

^p'Vuoi^n  besteht.    »Sobald  x,  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinatcn 

eines    Punktes   einer  Ebene    gedeutet  werden,    so   erscheint  die 

tlureli  ilie  Gleiebung  (1)  hestinimte  einfach  ausgedehnte  Mannig- 

**>^keit    als   eine  Linie,   was  in  J^  2  auf  andere  Weise  ausge- 

I<li"UcUt  worden  ist. 
Retzt  man  in  der  Gleichung  (1)  au  die  Stelle  von  .x^" ,  ?/' 
'^^coessive  andere  Verbindungen  x    ,  y    . . .,  so  werden  dadurch 
Hütei-    der  gleichen  Voraussetzung  andere  und   andere  Mannig- 
^'^'elieiten    der  ersten  Ordnung  characterisirt,  in  denen  bezie- 

■     '^'^S^weise  die  Function  /'(.';:,  //^  conntant  ist,  oder  der  betreffende 
Wertli  derselben  herrscht.     Statt  den  Wertli  der  Function  fest- 
zusetzen, kann  mau  auch  liei  der  Differenz  der  Function 
(^)  Jf{x,  y)  =  f(x  +  Jx,y  +  Jy)  -  f{x,  y) 

_  e'Q  V^estimnites  Wertli  System  (x,  y)  auswählen,  und  alle  die- 
P  J^'^^Sen  Wertbsysteme  (x-{-Jx,  y+  Jy)  betrachten,  für  welche 
^^^  t>ifferenz  den  für  ein  gewisses  Werthsystcm  eintretenden 
'"^rtli  beibehält,  l.nter  diesem  Gesichtspunkt  soll  die  Differenz 
*'^^  geometrisch  gedeutet  werden.  Um  die  hier  auftretenden  Be- 
g^^ffe  zunäekst  an  einem  Heispiel  anschaulich  zu  machen,  nehmen 
^"^^  fttr  ( l )  die  mit  den  Constanten  a,  h  und  e  gebildete  Function 
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d^  ersten  Grades 
(8) 


Ks  wini 


fl3?  +  &y  +  < 


(6) 


vorausgesetzt,    <laHi4  a  und  h  nicht   gleichzeitig  gleich 
Null  sind,  da  sonst  die  Function  (3)  gleich  einer  Coustante  sein 
>v(lrde.     Fllr  diese  Function  erhält  die  zugehörige  Differenz  (2) 
die  Gestillt 
(4)  a.Ix  +  h  ly.* 

Wir  seilen  wieder  die  Werthe  j^  ff  als  fest,  die  Differenzen 
Jx  und  Jy  als  unabhängig  venlnderlieh  an»  und  denken  uns 
a,  h  als  die  relativen  Coordinaten  eines  in  der  Ebene  betind- 
lifhcn  Pmu-tes  *s*  in  He/ug  auf  den  Punkt  u-,  y)  oder  0,  während 
/x,  ///  die  relativen  ('«mrdiiiatrn  des  Punktes  (x-f  Ixy  i/H-  Jy) 
oder  T  in  lieAug  auf  denselben  Punkt  0  sind. 

Es  seien  nun  q  und  t  positive  Grüssen,  w  und  if  hestimnile 
Winkel,  für  welche  wie  in  g  2  die  Gleichungin 

)|^a'  +  ^'        =(»,        M  =  pcosf'i.        i';  =  ßsint'> 
\\'Jx*+   fy^ —t,       /x=^tcm(f',      Jy  =  tnmff 
gelten.    Dann  erhält  die  Differenz  (4)  den  Ausdruck 
(6)  Qt  Icosir)  co8<y>  +  «in w  üinrp)  =  pf  co8(g>  —w). 

Sie  ist  also  gleich  dem  Product  aus  der  Länge  q  der  Linie  0«S, 
aus  der  Länge  t  der  Linie  OT  und  dem  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels S(fT  oder  fp  —  vt,  und  hat  demnach  das  positive  oder 
negative  Vor/eiclieti,  je  uadideiu  der  hetreffcnde  Winkel  spitz 
oder  stumpf  ist.  Wenn  vnn  dem  Punkte  7"  auf  die  unbegrenzt  ver- 
längerte Linie  (hS  eia  Loth  herabgelassen  wird,  so  trifft  der  Fuss- 
punkt  (lesselheu  U  je  nach  den  beiden  unterschiedenen  Fällen 
entweder  auf  dieselbe  Seite  von  O,  auf  der  S  liegt,  oder  anf 
die  entgegengesetzte.  Die  Länge  der  Linie  OUf  im  ersten  Falle 
positiv,  im  zweiten  negativ  gcnnrnmeu,  heilst  mit  einem  in 
I,  §  85  gebrauchten  Ausdrucke  die  Frojection  der  Linie  0  T  in 
Bejtug  auf  die  lAnic  OS.  und  hat  nach  dem  Obigen  den 
Werth  t  cösiqi—u).  Mithin  kann  die  Differenz  (4)  als  das  Pro- 
duct aus  der  Länge  OS  und  der  genannten  Projeetion  anfge- 
fasst  werden.  Die  Differenz  (4)  bleibt  daher  fllr  diejenigen 
Punkte  (x  +  Jx,  y  +  Jy)  oder  T  constant,  fllr  welche  die  zuge- 
hörige Projection    den    gleichen  Werth    beliäit  oder  der  betref 
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fende  Fussimnkt  des  Lothes  U  derselbe  bleilit.  Dies  geschieht 
etilen  äenjcnigfm  ifcraden  Linien,  wHche  auf  der  Link  OSsenlrecht 
^stehen.  Die  Werthe  ikr  Dirtereiiz  (4)  ändern  sie!)  mit  der  Lage  des 
FiiSHiiiinkteH  f/nnt 'der  iiiihej^renzten Linie n>S' und  liilden  eine  nai-b 
ihrer  aigei>rai seilen  GrHsse  geordnete  Reilie,  woljt'i  die  poKitiven 

I Werthe  derjcuigen  Seite,  aiit"  weleher  sieh  der  Punkt  S  befindet, 
iüe    negativen  Werthe  der  entgegengesetzten  Seite  entsprccheu, 
jder  Wertb  Null  aber  zu  dem  Punkti'  0  »elhnt  gehört.  Naeh  eiüer 
hrorliiu  gemacbten  Bemerkung  sind  4b'c  auf  der  Linie  OS  senk- 
^lecliten  geradrn  LiiiitMi  /ugleicli  diejenigen,  in  denen  äie  Func- 
Hott    ax-\-by-^r   dnin   mminntm  WtHh  hat,    was   auf  andere 
Weise  auch   aus  JJ  2  hervorgeht.    Vermöge   dieser  Eigenschaft 
■  wird   eine  ganze  rationale  Function  des  ersten  Grades  von  zwei 
^  Variabein  viw  lineare.  Famikm  von  zwei  Vari abcin  genannt,  und 
dieselbe  Bezeichnung  auch  auf  ganze  rationale  Funftionen  von 
H  mehreren  Variabchi  übertragen. 

Das  vollständige  Differential  der  Fnnctlon  \'^)  entsteht  aus 

»der  Differenz  derselben  (4),  in  dem  stritt  der  Differenzen  JXj  Jy 
f^Bpective  die  Differentiale  rfj-,  dy  gesetzt  vi'erden,  also  nur  die 
Schreibweise  geändert  wird.  FUr  das  vollständige  Ditferential 
einer  lieliebigen  Function  f'jt;  tß  hat  man  aber  naeh  j§  45  den 
Ausdruck 


I 


ra'  Vit 

Auch  hier  denken  wir  uns  das  Werthsysteni  U",  ;v)  als  beliebig 

gewsibit  und  fe.stgehalten,  die  Differentiale  dx  und  dy  dagegen 

**^  Unabhängig  veränderliclK  Ihrem  absoluten  Werthe  nach  sind 

<Ue.selhen  vrm  gewissen   kleinen  Grössen  eingeschlossen,  inner- 

^'*i    dieser  Grenzen  kanu  aber  jede  t'ftr  sich  einen  beliebigeu 

**^rth  erhalten,  so  dass  der  Inbegriff  ihrer  Werthverbindungeu 

^*<'li  einer  in  g  4;i    ausgesprocheneu    Bemerkung   eine  Mannig- 

^l^igkeit  der  /.weiten  Ordnung  bildet.  In  diesem  engeren  Bezirk 

***Ut    das  Differential    dfix^  y)   die  Ditferenz    der   zugehörigen 

^'^Uctionswerthe    bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der 

Differentiale  dx  und  dy  genau  dar;    dasselbe  ist  jedoch  gleich 

^u\er   linearen    Function    der    Differentiale    dx    und    dy.    Bei 

angenommenen    geometrischen    Deutung    entspricht    dem 

Inhegriff   der  Verbindungen    der    Differentiale    dx  und  dy    ein 
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kleiner  Theil  der  Ebene,  in  wclcbem  sich  der  feste  Punkt  (jr,  y) 
befindet;  in  diesem  Sttiek  der  Ebene  hat  aber  das  Difl'ereiitial 
dfiXfP)  in  Bezug  auf  die  Dittereutiale  dx  und  di/  dieselbe  Ge- 
stalt, wie  die  so  eben  erürterte  DitTereiiz  (4)  in  Bezug  auf"  die 
Differenzen  Jx  und  Jy,  weshalb  die  über  die  Differenz  (4)  au- 
gCBtellten  Betraehtun^cn  uiiinittelbiir  angewendet  werden  können. 
An  die  »Stelle  der  Coustauten  a,  b  treten  beziehungsweise  die 

partiellen  Differentialquotienten      '^^*^^  ,     TK^^P.  ^   y^^    denen 

ebenfalls  angenommen  wird,  dass  sie  nicht  zusammen  ver- 
schwinden, hl  Folge  dessen  erhält  nach  der  ersten  Uleiebung 
(5)  die  Grosse  Q  =  \fa*+b*  den  von  Null  verschiedenen  Werth 

Man  ziehe  nun  von  dem  Punkte  (a:,  y)  oder  0  nach  dem  Punkte 
S,  dessen    relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  die 

Werthe  -^^i^  und  -^^ß^  haben,  eine  gerade  Linie,  und  des- 

gleichen  von  dem  Funkte  O  nach  einem  Punkte  (x+dx^  y+dy) 
oder  T.  Dann  ist  das  Differential  (7)  gleich  dem  Produet  der 
positiven  Grösse  (8)  und  der  in  Bezug  auf  die  Linie  OS  ge- 
nommeneu Projection  der  Linie  OT.  Das  Dillerential  (7)  l>e- 
bält  für  diejenigen  geraden  Linien,  welche  auf  OS  senkrecht 
stehen,  einen  ungeänderten  Werth ;  einen  positiven  für  diejenigen, 
welche  OS  auf  der  Seite  des  Punktes  0,  auf  der  S  lie^t, 
treffen,  einen  negativen  fUr  diejenigen,  welche  OS  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  treffen,  den  Werth  Null  für  die  Senk- 
rechte, welche  durch  den  Funkt  O  hindurchgeht. 

Hieraus  folgt,  dass  für  eine  durch  den  Punkt  0  gezogene 
Linie»  die  nicht  auf  OS  senkrecht  steht,  das  Differential  r?/'fx,yt 
auf  der  einen  Seite  von  0  einen  negativen,  auf  der  anderen 
einen  positiven  von  Null  verschieilenen  Werth  haben  inuss, 
während  dasselbe  für  die  auf  0  8  senkrechte  Gerade  gleich  Null 
ist.  Die  Differenz  f(x  -f  dx,  y  +  dy)  —  fix,  y)  ist  daher  auf  der 
zuletzt  genannten  Geraden  bis  auf  kleine  Geissen  Aon  der  Ord- 
nung dx  und  dy  gleich  Null,  auf  den  übrigen  durch  den  Punkt 
0  gebenden  Geraden,  den  Punkt  0  selbst  ausgenommen,  nicht 
gleich  Null.    Aus  diesem  Grunde  stellt  die  auf  OS  senkrechte 


L 


:»g  des  DilTerontialN  einor 

K  <3erade  für  diejenige  Linie,  m  welcher  die  gegebene  Function 
^^H  d  en  in  dem  Punkte  O  vorhandenen  Werth  behält,  die  berühr ttidc 
^^V  ^^erade  dar.  Die  gerade  Linie  OS  ist  nach  der  in  §  37  gege- 
W       l>^nen    Definition   die  Normale   der   in   Rede   stehenden    Linie 

■  ocier  Curve. 

I  Wenn  eine  Onrve  und  die  in  einem  Punkte  derselben  be- 

■  röhixende  Gerade  gezeichnet  vorliegen^  so  kann  die  Normale  von 

■  dem  Pnokte  aus  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der 
I  Ourve  gezogen  werden.  In  der  obigen  Untersuchung  wird  zuerijit 
I  tlie  Normale  OS  und  darnach  die  berührende  Gerade  als  anf 
I  dex-    ersten  senkrecht  stehend  bestimmt.  Man  darf  daher  fragen, 

■  *vo<_lurch    die  Seite    der  Curve  kenntlich  sei,   nach  welcher  die 
^^>  "»^malc  OS  gerichtet  ist.     Die  Antwort  ergiebt  wich  durch  die 

_  Ö^'tTaelitung  des  Ditlerentials  äf{x,y\.  Oftenbar  wird  das  Vor- 
P  *^i<:^hen,  welches  das  Differential  für  zwei  bestimmte  xusamnien- 
o^fa.4Jrige  Werthe  dx  und  d^  annimmt,  nicht  geändert,  wofern 
^^^^^ii  jeden  von  ihnen  mit  derselben  positiven  Grösse  multi- 
P^*'<:iirt,  oder,  in  der  Sprache  der  Geometrie,  das  Vorzeichen 
^^■-»"«i  nicht  geändert,  wenn  man  von  dem  Punkte  {x^y)  oder 
^  ^us  auf  derselben  geraden  Linie  stets  in  demselben  Sinne 
^^"^schreitet.  Man  tindet  daher  das  Vorzeichen  des  Diftcren- 
^^^►l$j  df\x,y\  welches  dem  Forlschrciten  auf  der  Normale 
^  ^^  ent>?pricht,  indem  man  statt  der  Differentiale  dx  und  dy 
^^a^ective  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  genommenen  relativen 

^oe>rdlnateu  des  Punktes  S,   nämlich  die  Grössen  J^^^^   und 

^      ^^ 
^^rx  Ausdruck 

(9^ 


--—^  substituirt.     Auf  diese  Weise   verwandelt   sich  (7)  in 


^^^   als  eine  Summe   von   zwei  Quadraten   stets  positiv  ist.     Bei 
^ftrn  Fortschreitcij  auf  der  entgegengesetzt  gerichteten  Normale 

^^^<i  statt  dx  und  du  die  entgegengesetzten  Grössen L^^ill 

ox 

^^^ -.  '^     zu  substituiren,    wodurch  nothwendig  ein  nega- 

^*^ea  Resultat  entsteht.    Dia  Normale  OS  ist  demnach  nach  der- 
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jenigm  Seite  der  Curve  gerichtet,  auf  wdcJiet'  das  Differential 
df(:r,  ij)  einen  positiven    Werth  hat. 

Man  kann  die  {gegebene  EntBcliejdiing  aucli  foln^enderraassen 
ausspreche«.  Durdi  die  Linie,  in  welcher  die  Function  A-r,y) 
den  Constanten  Werth  fix"  ,  y")  behält,  werden  die Theile  den 
Ebene,  in  welchen  f(x,  y)>-f{x  ,  y  ^)  ist,  von  denen  getrennt, 
in  welchen /*(j',i/) '-c/'(j;^^  ,  y° )  ist.  Die  Normale,  vom  Punkte 
(x,  y)  nach  demjenigen  Pnnkte  ^ezogeUj  dessen  relative  Coordiiia- 

ten  in  Bezug  auf  fx,  y)  die  Werthe  ^^iö^  nnd  A^^  bälgen,  ist 

nach  derjenigen  Seite  der  betreffenden  IJnie  jrerii-htet,  auf 
welcher  die  Function  fix,  y)  im  algebraischen  .Sinne  zunimmt. 

Als  Beispiel  möge  die  Function  I 

(10)  /X^,y)=:c'+.v« 

dienen.  Eine  Linie,  in  welcher  die  Function  ihren  Werth  festhäU, 

ist  ein  Kreis,  dessen  Centruni  in  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  liegt.  Jede  solche  Kreislinie  trennt  den  Tlieil  der  Ebene, 
ttlr  dessen  Punkte  das  Quadrat  der  Entfernnug  grOsscr  als  das' 
Quadrat  des  Kreisradiu.s  ist,  von  demjenigen  Thcil^  titr  dessen' 
Punkte  das  Umgekehrte  stattfindet.  Der  erste  Tlieil  ist  ausser- 
halb, der  zweite  innerhalb  der  betreffenden  Kreislinie  gele>i:en.' 
Die  im  Punkte  (s,  rj)  fltr  die  zngehiVrige  Kreislinie  constrnirte 
Normale,  nach  demjenigen  Punkte  gezogen,  welcher  in  Bezug 
auf  (^:,  y)  die  durch  partielle  Differentiation  der  Function  (10^ 
cutstebendcn  relativen  Coordinaten  2x  und  2p  hat,  ist  mithid 
nach  der  äusseren  Seite  der  Kreislinie  sericbtet. 


§  48.    B««tlmmaiigr  der  Eliene,  von  weloher  eine  Fl&oho 
In  einem  e^eg-ebenen  Punkte  bertihrt  wird. 

Am  Schlüsse  des  ^  42  ist  darauf  hingewiesen,  dass  eine 
im  Räume  gegebene  Fläche  eine  zweifach  ausgedehnte  stetige 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  bilde,  die  sich  in  einer  dreifach 
ausgedclmten  stetigen  Mannigfidtigkeit  befindet.  Innerhalb  der 
Mannigfaltigkeit  der  drei  Variabein  x,  y,  s  wird  eine  zweifach 


i 


§  48.  Ikriilircndc  Ebcur  einer  Fläche. 

ansjredelmte  Mauiiigfaltigkeit  Ipestininit,  indem  Dian  vorschreibt, 
das8  ciue  Variahle  e  jcleit-h  einer  Function  der  l)ei<leii  jindereii 
f{x^  1/)  sei.  Bedeuten  iiuti  x,  y,  ^  die  reehtwinkli^ixen  Conrdi* 
naten  eines  Fiiukte»«  im  Räume,  so  stellt  deiugeinüs»  die  Olei- 
chung 

(1)  ^=nx.y) 

das  Gesetz  einer  FliU-be,  udiT,  wie  man  meistens  saj^t.  eine 
Fläche  dar.  Inäofeni  fU,  y)  tür  ein  gewisses  Gebiet  der  Va- 
riabetn  x,  y^  das  heisst  für  einen  Tbeil  der  Coordinateneliene 
der  .r  y  gegeljeu  itft,  wird  für  jeden  in  denisellteu  enthaltenen 
Punkt  (.r,  y)  durch  das  Vorzeieheji  und  den  absoluten  Wertli 
der  fTröftse  z  die  Richtung  und  die  Lauge  eines  auf  der  Ebene 
zu  eonstruireuden  Lothes  bezeichnet;  dann  bildet  der  Inbegriff 
der  End|Hinkte  tler  zugehörigen  Lothe  die  be/.Ugliehe  Fläche. 
Die  Differenz  von  zwei  Funetionswertben,  die  respeetive  den 
Verbindungen  x,  y  und  j-  +  Jx,  y  +  iy  entaprechcn,  giebt  die 
Differenz  der  betreffenden  z  Coordinaten 

(2)  Js  =  /•(.*■  +  Jx,y^  Jy)  -^  f{x,  y). 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Wertlie  der  Variabein  x,  y 
betrachtet  werden,  die  einer  einlach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit oder  einer  gewissen  Linie  angeboren,  die  correspondireudeu 
Punkte  der  Flache  ebenlalli*  eine  einfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit oder  eine  Linie  ausmachen.  Sobald  ein  bestimmtes 
Werthsystcm  j, //  i>elieliig  nngeiionnnen  und  über  die  liiffereuzen 
Jx,  ly  so  verfügt  wird,  da^s  ihr  Verliältuiss  ungeändert  bleibt, 
so  beschreibt  der  Punkt  {x+  tXy  y+  ly)  in  der  j:y  Ebene  eine 
durch  den  Puukt  (.f,  t/)  gebende  gerade  Linie;  die  in  den  Punk- 
ten derselben  auf  der  Ebene  errichteten  Perpendikel  bilden  eine 
zu  der  x  y  Ebene  öenkreehtc  Ebene,  von  welcher  die  gegebene 
FTäcbe  in  einer  ebenen  Curve  geschnitten  wird.  Hierher  gehiiren 
namentlich  auch  die  Fülle,  in  denen  eutweder  nur  die  eine  Va- 
riable X  oder  nur  die  andere  y  geändert  wird,  fllr  welche  alfto 
der  Punkt  (x-t^/x,  y  +  Jy}^  je  nachdem  _/y=0  oder  Jx^O 
ist,  eine  Parallele  /.u  der  x  Axe  oder  ku  der  y  Axe  beschreibt. 
Für  die  im  vorigen  §  erörterte  Function  (H)  wird  au«  der 
obigen  (ileichnng  (1)  die  Gleichung 

(U)  M^aX'\-by  +  e, 
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mithin  erhält  dit  Differenz  Js  den  Ausdruck 

(3)  J^  =  a/x+bJi/. 
Die  Bescliaffeiilieit  der  in  (1»)  dargestellten  Fläche  ergiebt  sieb 
darch  Betraehtun^  der  Liuien,  welche  einer  partiellen  Aende- 
rung  von  x  und  von  p  entsprechen.  Es  sei  zuerst  zAy  =  n,  so 
zeigt  die  Gleichung  Je  =  aJx  an,  dass  die  Fläche  in  dem 
Punkte  (Xj  t/,  2)  durch  eine  zu  der  xs  Ebene  parallele  Ebene 
in  einer  geraden  Linie  geschnitten  wird,  welche  mit  der  Pa- 
rallele zur  positiven  a-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigo- 
nometrische Tangente  den  Werth  a  hat.  Indem  hierauf  ./j:  =  i> 
gesetzt  wird,  lehrt  die  Gleichung  /£  =  b  Jy,  dai*s  die  Fläche 
in  dem  Funkte  (x,  y,  £)  durch  eine  zu  der  i/s  Ebene  parallele 
Ebene  in  einer  geraden  Linie  geschnitten  wird,  die  mit  der 
Parallele  zur  positiven  1^  Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  tri- 
gonometrische Tangente  den  Werth  b  besitzt.  Es  gehrtreu  nun 
zu  den  drei  Punkten  der  ztf  Ebene 

(4)  (x,  y),    (z  +  Jx,  \j\,    [x,  y  -i-  Jy) 

drei  Punkte  der  Fläche,  t'tir  welche  die  mit  Eilcksicht  auf  den 
ersten  Punkt  genommene  Differenz  der  s  Coordinate  respective 
die  Werthe 

(5^  0,     aJx,     bJy 

annimmt.  Wenn  man  jetzt  einen  Punkt  construirt.  fllr  welchen 
die  mit  Bezug  auf  den  ersten  Punkt  genommene  Differenz 
der  2- Coordinate  gleich  der  algebraischen  Summe  aJx-^h  /y 
ist,  so  bildet  derselbe  die  dem  ersten  Punkt  gegenüber  liegende 
vierte  Ecke  des  Paralleiöj^Tannns,  dessen  zweite  und  dritte  Ecke 
der  zweite  und  dritte  Punkt  sind.  Vermöge  der  Gleichung  (3) 
ist  aber  der  bezeichnete  vierte  Punkt  derjenige  Punkt  der  in 
Rede  stehenden  Fläche,  welcher  zu  dem  Punkte  (,i*4-  /ar,  y-\-.Jy) 
der  xy  Ebene  gehört;  dieser  letztere  bildet  mit  de»  in  (4) 
characterisirteu  Punkten  ein  Rechteck,  und  liegt  dem  Punkte 
{x,  y)  gegenüber.  Weil  sich  also  der  vierte  Punkt  der  Fläche  mit 
den  drei  ersten  stets  in  der  gleichen  Ebene  befindet,  der  zweite 
nnd  dritte  aber  stets  in  zwei  durch  den  ersten  Punkt  lanfeudeu 
vollkommen  bewtinimten  geraden  Linien  liegen,  so  gehört  der 
vierte  Punkt  nothwendig  einer  und  derselben  Ebene  an,  und  diese 
Ebene  ist  es,  welche  durch  die  Gleichung  (1»)  dargestellt  wird. 
Aach  sieht  man  leicht  ein,  dass  die  Gleichung  jeder  Ebene,  die 


1 


§  48.  Berüliretide  Ebeuo  oitier  Fläche. 

nicht  zu  dtT  j:;/ Ebene  senkrecht  steht,  in  der  Form  (l.)  ent- 
halten ist,  und  dass  jede  andere  Ebene  durch  eine  Gleiehung 
ax  4-  htf  +  e=^\}  aiisp^dritekt  wird.  Dieselben  Ergebnisse  lassen 
sich  vermittelst  der  in  1,  §  8ii  anges^tollten  Ueherlegung  ab- 
leiten. 

Bei  der  all^^emeinen  Oleithung  (l)  wird  die  Differenz  der 
£  Coordinaten  bis  auf  kleine  ( Jrfissen  von  der  Ordniini';'  der  Dif- 
ferentiale d.r  und  dij  f^enaii  dureh  das  vollständige  Differential 
df{Xj  y)  ausgedrückt,  so  dass  statt  (2)  die  Gleichung 

(6) 


St 

erscheint  Für  einen  durch  den  Punkt  (x,  y,  *)  geführten  mit 
der  XX  Ebene  parallelen  Schnitt  ist  dy  gleich  Null,  dx  unab- 
hängig verjinderlich,  flir  finen  mit  tler  tfz  Ebene  parallelen 
Schnitt'  dj'  gleich  Null,  dtf  unabhängig  veränderlich,  so  (hiss 
sieh  («i)  beziehungsweise  in  je  eine  der  Gleichungen 


(6b) 


äx  ' 


venvandelt.  ihre  Bedeutung  folgt  aus  demjenigen,  was  Über 
die  Construction  der  berührenden  Linie  für  ebene  Curven  niit- 
getheilt  ist.  Die  erste  Gleichung  sagt  ans,  dass  die  berührende 
Linie  der  Scbnittciirve  in  der  mit  der  xz  Ebene  parallelen 
Ebene  gegen  die  Parallele  zur  x  Axe  einen  Winkel  a,  die  zweite 
Gleichung,  dass  die  berührende  Linie  der  Sclinittcurve  in  der 
mit  der  tfz  Ebene  parallelen  Ebene  gegen  die  Parallele  zur  y  Axe 
einen  Winkel /^  macht,  deren  trigonometrischeu  Tangenten  durch 
die  partiellen  DifferentiabitTotienten  der  Function  /(j:,  y)  in  der 
folgenden  Weise  ausgedrückt  werden 


[t  f 


tga  = 


_^fiß^ 


S,r 


'«''=''r- 


Weil  nun   die  allgemeine  Gleichung  (6)  ans  der  Gleichung  (3) 
entsteht,  indem  Jx,  Jy\    Jj:,  «,  h  respectivc  durch  äx,  dy^  ds^ 


j9)  ^   ^np9j   gesetzt    werden,    so    schliesst  man,  dass  ein 

dy 


i)(f 


durch  die  Gleichung  (6)  bestimmter  Punkt  von  den  Coordinaten 
x-^dx,  y-f  dy,  e  +  dz   in    derjenigen  Fibenc    liegt,   welche  die 
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beiiii'n  durch  (7)  hcNtimmteii  berUhreudeu  Linien  eiitliält.  Der 
Uutersfbietl  der  z  OcHudiiisiteii,  welche  \m  deniselln'ii  Piiukte 
Jcr  iVif  Ebene  ii+dx^  f/  +  (hf\  zu  der  diireh  ( U  ji;e{;ehenen  Ktäebe 
und  zu  der  so  eben  delinirten  Ebene  geboren,  ist  -iileieh  dem 
Unterschiede  zwischen  der  DiÖerenz  f{x-\-dx,  y-^dy) — fi^j  y) 
und  dem  in  Rede  stehenden  Werthe  von  d^!,  nnd  niu.ss  eine 
kleine  (irüssc  von  höherer  Ordnung  als  die  Griisseii  dx  und  rf// 
Bein.  Würde  dureii  den  Punkt  {x,  y,  z\  der  Fläche  eine  andere 
Ebene  bindnreh  gelegt,  t>o  hätte  man  fiir  diese  nach  dem  Obigen 
die   Gleichung  z^^a^x  -\-  b^y  +  c^,   wo   wenigstens    eine    der 

beiden  Gleichungen  -^^^=^«,,   ^^^^^1  =  Ä,    uieht    eHlillt 

wäre;  demnach  mlisste  der  Unterseliied  zwischen  der  Differenz 
/"UH-  d>Vj  y  +  dy\  —  f{x,  //)  nml  dem  Wertlie  «,  dx  +  b,  dy  uoth- 
wcudig  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  sein.  Aut»  diesem 
Grunde  kommt  die  mit  Hülfe  von  (7)  bestimmte  Ebene  der  ge- 
gebenen Fläche  näher  als  jede  andere  diirdi  den  Punkt  (j,  t/,  *) 
gelegte  Ebene;  die  erstere  ist  daher  chic  Ebenem  von  tcdcher  die 
gegebene  Fläche  in  detn  beireffendeti  Punkie  berührt  tcird.  Wenn 
durch  den  Punkt  der  Fläche  {x,  y,  s)  eine  beliebige  auf  der 
xy  Ebene  senkrechte  Schnittebene  gelegt  wird,  und  die  Dif- 
ferentiale dXj  dy  so  geändert  werden,  dass  ihr  gegenseitiges 
VerhUltniss  dasselbe  bleibt,  so  erhält  man  die  tlir  die  Schnitt- 
curvc  aufzusucüendc  berührende  Linie  als  Uurchschnitt  der 
construirten  berllbrendcn  Elieue  mit  der  genannten  Ebene. 
Man  darf  ibdier  auch  sagen,  dass  die  i>eriihrende  Ebene  den 
Inbegritl*  der  berührenden  Linien  jener  sämmtlichen  Hcbnittcurven 
bildet. 

Die  im  vorigen  tj  angestellten  Erörterungen  über  die  Be- 
dingungen, unter  denen  das  Differential  dfix^y)  einen  iiositi%'en, 
negativen  oder  verschwindenden  Werth  annimmt,  gewinnen  ge- 
genwärtig dadurcli  eine  andere  (lestalt,  dass  statt  df(x,y)  das 
Dirterential  der  £  Cuordijmte  angewendet  werden  darf.  Zu  den 
in  der  xy  Ebene  dundi  den  Punkt  ix,  y)  gebenden  Linien,  ttir 
welche  df\x.  y)  positiv,  negativ  nder  gleich  Null  ist^  gehören 
Linien  in  der  berührenden  Ebene  der  gegebenen  Fläche,  tih* 
welche  be/.iehungswcise  der  Wcrth  der  s  Coordinate  im  alge- 
braischen 8iune  steigt  oder  fallt,  oder  sii-h  gleieh  bleibt.  Hierbei 
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kCmtn'ii  stall  tlcr  .Viif:iTij;f*ckuiieiitr  der  in  der  IttriilireiHien  P^beiie 
bctiiullicheii  I>iiiif ti  auch  die  AiifangKclcnicntc  der  cnlsprcflitMidfii 
IJnien  genümmen  werden,  die  in  der  j^^egebencn  Fläche  seihst 
lii^geu. 


§  49.    Differentiation  einer  duroli  eine  Qlelolmng  {gegebenen 
Fnnetlon  einer  VArlabl«. 

Es  begegjiiet  oft,  dass  Fragen  der  Anaiysis  lucht  iu  dcQi- 

jciiigen  Gebiete,  in  dem  sie  ihren  Frisprung  haben,  sondern  erst 
in  einem  hnhereti  (Irbict  ilirc  Krledij^mi^-  finden.  So  liisut  »ich 
die  Aufgabe  der  Dilferenlintion  einer  Fnnetion  einer  Variable 
für  den  Fall,  daan  die  Function  mit  der  Variable  durch  eine 
noeb  aut/uliisende  Gleiehnu^  verkntlfd't  ist,  nnr  mit  Hülfe  der 
Ditlerentiatioii  von  Functionen  zweier  V'ariaheln  allgemein  be- 
antworten. Die  Bestimmung  der  Ablülngigkeit  einer  Variable  y 
von  einer  Variable  .r  dureh  eine  (Ileiehung  kommt  auf  die  For- 
derung hinaus,  tlas8  eine  gewisse  mit  den  beiden  Variabein  au 
bildende  Function  fix,  tj)  den  Wertli  Null  annehme.  Bull  die 
Fonierung  erfüllbar  sein,  so  muss  ein  VVerthsystem  x^ ,  y^  existi- 
ren,  welches  derselben  geiiUgt.  Dann  darf  man  aber  die  For- 
derung durch  die  Gleiehung 

^i^  fix.  „,  =  n/'\  ,r, 

ersetzen,  welche  in  §  47  erörtert  ist  und  auf  die  wir  jetzt 
zurtiekgeheu.  Wie  dort  wird  aiigenonimen,  dass,  wenn  eine  der 
beiden  Variabein,  etwa ./;,  ausgewählt  und  von  einem  bestimmten 
Werthe  x^'  an  stetig  geändert  wird,  die  entsprechende  /weite 
Variable  «ich  von  einem  gewissen  Werliie  t^  an  ebenfalls  stetig 
ändere.  Ilierliei  ist  die  Möglichkeit  zugelassen,  dass  /,u  dem- 
selben jf^"  ausser  //'  noch  andere  Wertlie  i/'^\  p^^  ,...  gehören^ 
und  wird  vorausgesetzt,  dass  in  Folge  der  stetigen  Aende- 
rung  der  ersten  Variable  die  /.weite  Variable  von  jedem  jeuer 
Werthe  aus  sieh  ebenfalls  stetig  ändere.  Die  auf  diese  Weise 
entstehenden  Keilien  zusammengehöriger  Werthsysteme  oder 
Stllcke  von  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  müssen  aber 
in  der  Betrachtung  strenge  von  einander  gesondert  werden. 
Mit  einem  anderen  Ausdrucke  lUsst  sich  sagen,   dass  durch  die 
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Clleichnng  (l)  die  Variable  y  als  eine  ein-  oder  mehrdeutige 
Function  der  Variable  ;r  bestirarat  sein  kann,  das»  aber  in  dem 
letztern  Falle  die  einzelnen  Zweige  von  einander  nntersehie- 
den  werden  müssen,  und  die  Function  in  jedem  einzelnen 
Zweige  als  eine  eindentige  autgefasst  wird.  Die  Frage  nach 
der  Bestimmung  des  von  der  Function  y  in  Bezug  anf  die  Va- 
riable X  genommeneu  DiÖerentialquotienten  bezieht  sieb  notb- 
wendig  auf  einen  einzelnen  Zweig  der  Function.  Unter  dieser 
Voraussetzung  kommt  es  darauf  an,  die  Variabein  von  einem 
bestimmten  Wertlisyytem  x,  y  ausgebend  um  solche  Differenzen 
zunehmen  zu  lassen,  dass  die  Gleiehnng  (1(  befriedigt  bleibt. 
Weil  aber  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  gleichzeitig  abneh- 
menden Differenzen  gesucht  wird,  so  darf  man  statt  der  Glei- 
chung (1)  die  Forderung  substituiren,  dass  das  mit  den  Diffe- 
rentialen dx  und  dtj  gebildete  Differential  der  Function  f{x,  y) 
verschwinde,  oder  dasa 


(2) 


dx  dtf 


sei.  Hieraus  folgt  der  gesuchte  Differentialquotient  als  der  Wertb 

des  (Quotienten    der    betreftenden  Differentiale,    wofern   nur  die^  < 
Bedingung  erf'ltllt    ist,    dass  für   das  angewendete  WertbsysteE 

st,  y    der    partielle    l)ifferential(}notient 
Null  sei, 

dtj  ___  dff 

dx  ^~ 


^^-    nicht    gleier 


(3) 


By 
Auf  gleiche  Art  kann  die  Variable  x  als  Function  der  Variable  j 
aufgefasst  und  der  Üifferentialquotient 

u\  ^«_ ^y 

iMMitimmt  werden,  sobnid  ftlr  das  angewendete  Wertbsystem  x, . 
der  partielle  Differentialquotient   ^^p^^   nicht  gleich  Null  i.«!t 

off! 

Nuumehr  wird  auch  der   Zusammenhang    einleuchtend,  welcher 
zwischen    der  in  §  17  und    der  in  g    1   gegebenen  Coustruetiou 


der  berührenden  Linie    au    eine  Curve   liesteht.     Der  Umstand, 


dass   die  fUr  -~-  in  (:Vi  und  fUr      '*    in  (4)  autgestelltcn  Aii«- 

drlicke  einander  reeiprok  sind,  entspricht  der  in  §  11  hes|»rn- 
ehenen  Beziehung  /wischen  den  Dilt'erentialquatlenten  zweier 
Funetionen,  von  denen  die  eine  die  unigekehrte  Function  der 
andern  ist. 

Durch  das  so  eben  entwickelte  Verfahren  wird  auch  die 
am  SchlusHe  des  §  0  erwähnte  Aufgabe  geltist,  den  Differen- 
tialquotienten  einer  algebraischen  F'nnotitm  einer  Variable  .r  lw 
bilden,  welche  Function  als  die  Wumel  einer  algebraischen 
Gleichung  gegeben  ist,  deren  Coetlicienten  rationale  Functio- 
nen der  Variable  .r  sind.  An  jener  Stelle  sind  mit  den  Con- 
stanten   Är,M  -^ni»  •  •  •  -4«    ...  .  A  ,„  -4  .....  A       die  Functionen 

0,0'        0,1'  0,i«o'  w,0'        w,r  »,w 

von  X 

-\ 


{■>) 


2-"    •  + 

m, — 1 


+  4 


o,*5 


+ 


+  A 


I.«', 


-4,=  A.«^"'"+^«.i«" 


'4-...  +  J 


gebildet,  welche  die  Coetficienten  der  nach  den  Potenzen  von  jf 
geordneten  rationalen  ganzen  Function  f[x, }/)  ausmachen, 

(6)  fix,  y)  =  A,  f  4-  A,  f  + . . .  +  A„_,  ?/  +  A„  i 

dann  lautet  die    betreffende  Gleichung,   deren  Coetficienten  re- 

speetive  gleich  den  rationalen  Functionen  '-' ?  ir*'"'  a~  **"*^' 

A  ^f      Ait  ^o 

(7)  A^i  yi  -=  ('. 

Mau  darf  hier  voraussetzen,  dass  es  keine  ganze  Function 
giebt,  welche  ein  gemeijisanier  Theiler  von  jeder  der  Funetionen 
A^,  A^,. .  .A„  ht.  Jedoch  dürfen  die  Werthc  von  j.\  für  welche 
dann  noch  die  Function  A„  verschwindet,  nicht  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlos.sen  werden.  Ein  beliebig  gewählter  Werth 
x^x  ist  somit  der  Reihe  nach  in  die  Functionen  -4„,  A^,... 
zu  substituiren,  und  hierauf  die  erste  derselben  -'1,  herauszu- 
heben, welche  nicht  versehwindct.  Stillten  alle  verschwinden, 
so   müssten   sie   sänuntlich    uacli    I,  §  4:?   durch    die  Ditfcreuz 


Differentiation  dur  Wtnv.ti  uiniT  aljfoljraischeti  Gleichiinpf. 

X  —  x^  aljjcebraisch  aufjgchen,  inithiii  dvr  Voranssctziiuf;  entge- 
gen diese  Ditfereoz  zum  gemeinsamen  Tlieiler  babeu.  Es  gieht 
(laber  einen  Coefticienten  .1,,  welcher  fllr  X"a:^°^  nicht  gleich 
Null  ist.    Uemuach  wird  die  Gleiehnng  (7)  tttr  ar  =  a;     zu  einer 


al^ebraif^ehen  Gleiebnug  des  n  —  >'ten  Grades  in  Bezua;  auf  die 

OriVöse  jy,  und  lielert  iiacb  I,  §  <)7  für  y  genau  «  — »-  reelle  wier 

complexe  Wurzeln.    Bei   der  gegenwärtigen  Ketraclitung  muss 

ermittelt  werden,  ob  est  unter  denselben  reelle  giebt;  falls  solche 

vc>rhanden    sind,    stellen    nie    die    zu    x^    gehörenden  Werthe 

}/',  j/j  ,...dar,  unter  denen  ein  beliebiger  y     ausisuwäblen  ist. 

^^'/ 
dx 

auf  die  angegebene  Weise  mit  llülje  der  partiellen  Differential- 
quotienten 

djU    .,   ,  dA„_,  dA^ 

^     ''^    ä.' 


Nun   bestimmt   sich  der   Werth    de^  Differentialquotienten 


dx  d.t  -"         du-   "  d^'      ' 


wobei  vorausgesetzt  wird,  dass       ^         für  die  einzusetzenden 

Werthe  .r'  ,  »/  niebt  den  Werth  Null  bekonmie.  Weil  dieser 
Ausdruck  die  für  ein  ungeUnderteH  x  in  Bezug  auf  //  genom- 
mene erste  Ableitung  der  Function  fix,  y)  bezeichnet,  und  weil 
dieselbe  vermöge  1,  §  49  ftlr  y  =  y  dann  und  nur  dann  ver- 
schwindet,   wenn    unter    den   angelübrteu  Wurzeln  «/'"',  y\\  . . . 

noch  eine  zweite  vorkonnnt,  die  gleich  y  ist,  so  tlUlt  die  in 
Bede  stehende  Voraussetzung  mit  der  Bedingung  zusauinien,  dass 
keine  der  Ubrigen  Wurzeln  i/j  , . .  .  gleich  der  pfewUhlten  Wnr- 
zel  y    sei. 


§  50.     Qeometrisolie  Dtutang:  des  Dlfferentlftli  einer 
Function  von  drei  V&riabeln. 

Bei  der  Betrachtung  der  Functionen  von  drei  Variabein 
fix^y^s)  gewährt  die  Anffasming  der  drei  Variabcln  als  recht* 
winklige   Cuordiuateu    eines    im    Baume   befindlichen    Punktes 
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I 

I 

I 


Hlinliche  Vortheik',    vvi*.«   in  J5  i7  l'tir  Kunctioiu'n   von  zvvi'i  Va- 

riabcln  durch  Bey.iehun*^;  uuf  dio  Ebene  gewonnen  shul.  Die  Kr- 

«»rternni:  tMiuT  mit  don  Con!*tHiik'ii  a,  h,  c,  c  gebildeten  linearen 

Kunction,  mit  der  wir  wieder  beginnen, 

(1)  f\x,yjis)  =  (ix  -^rhy  •\'  ee  ■¥  e 

iKsst  sich  hier  kürzer  zusammenfassen,   da  der  vori^je  §  danin 

orinnert  hut,    dasj*  die  Flächen,    in  welchen  die  Fiun'titm  einen 

i-oiii^tanten  Werth  behiilf-,    leieht  /u    t-uiistruinMide  l^beu<Mi  iiind. 

Die  zu  den   Wertbsystenien  Xfy,e  und  ji- +  /j:, //+///,  r +  .  Z^- 

f^ehörende  Differenz  der  Function  (1)  hat  den  Ausdruck 

<^*2)  aJx  +  b  /(/+  t:  Jjt, 

Es  wird  hierbei  vorausgesictzt,  dass  wenigstens  eine  <ler  drei 
CJoiistanten  o,  t,  (*  einen  von  Null  versebiedenen  Werth  habe, 
da  andernfall«  die  Function  d)  gieieh  einer  Coustante  wäre. 
Der  Punkt  mit  den  beliebig  gewählten  nnd  dann  festgehaltenen 

Koordinaten  oc^y^s  beisse  wieder  O;  der  Punkt,  desf*en  in  Bezug 
iriaf  0  genommene  relntive  Coordinateu  die  Werthe  a,h,c  halten, 
^\    der  Punkt  mit  den   Coordinaten  x-¥  Jx^y-^  Jy^z  -^  Js  sei 

^.  Alsdann  stellt  der  Ani*dniek  r2)  naeb  I,  §  86  das  Prodnet 
fins  der  Länge  OS,  der  Länge  OT  nnd  dem  Cosinus  des 
'AVinkels  SOT  dar,  nnil  zwar  i.st 

0T*=  Ix'  +  Jy^  +   j£\ 


cos  (SO T}  = 


aj,v¥hjy  +  cjs 


T)as  Prodiict  der  Länge  OT  nnd  des  Cosinus  de«  Winkels  SOT 

i!*t  die  von  der  Linie  OT  in  He/jig  anf  die  Linie  OS  ge- 
in»mmene  Projeetion;  jennehclem  der  Fuswpnnkt  U  des  Lothes, 
iliiH  von  T  auf  die  nnbegren/t  verlängerte  Linie  OS  herahge- 
las.sen  wird,  auf  dieselbe  Seite  von  0  \\\g  der  Punkt  S  oder  anf 
<lie  entgegengeKetzte  füllt,  bat  die  betreffende  Projection  ein 
jiositivew  tnler  negatives  Vorzeichen,  wahrend  ihr  absoluter 
Werth  dureh  die  Länge  OTJ  gemessen  wird.  Nun  bleibt  der 
FuRspunkt  U  so  lange  nnd  nur  so  lange  ungeändert,  als  sich 
der  zugehörige  l^uukt  T  auf  <lerselben  gegen  OH  seukrechten 
Eiienc  beHiidet.  Mithin  hat  die  fMfferenz  (2),  welche  gleich 
dem  l'nMlnet  der  [luj^itiven  unveränderlirlien  Grosse  08  und  der 


Deutung  des  Differentials  einer  Finictioii  dreier  Variabclii.      §  50. 


bezeicbnete«  Prnjection  ist,  luv  alle  Piiukte  einer  gegen  OS 
seiikrecliten  Ehene  einen  eonstanten  Werth,  der  positiv,  negativ 
oder  gjleieh  Null  ist,  jenaelniem  der  /njcehünge  Pnnkt  U,  von 
(lein  i^inkte  0  aus  betraebtet,  auf  derselben  Seite  wie  der 
Pnnkt  iS^,  niif  der  entgegengesetzten  Seite  oder  in  dem  Punkte 
0  selbst  liegt.  Die  Ebenen,  in  wek-ben  die  Ditferenz  f2i  ibren 
Werth  behält,  tjiind  zugleieb  diejenigen,  in  denen  die  Function 
(1)  constant  ist;  insofern  die  eonstruirte  Linie  OS  auf  der  be- 
züglichen dtireh  den  Punkt  O  gehenden  Ebene  senkrecht  steht, 
wird  OS  die  in  dt^n  Punkte  0  errichtete  Nortnale  der  Ebette 
genannt. 

Für  daö  vollständige  Diflerential  einer  beliebigen  Function 
von  drei  Variabein 

(4)      dfix,y,.)  =  ^^^^''^dx  4-  ■'^<|y''-')dy  +  ^J^Y.''U. 

ergiebt  s^ich  durch  Vergleiehung  mit  der  Differenz  (2)  die  fol- 
gende geometrische  Deutung.  Von  dem  Pnnkte  ix,y^e)  oder  0 
aus  ziehe  man  nach  dem  Punkte  5,  dessen  in  Bezug  auf  0 
genommene  relative  Coordinaten  die  Werthe 

^/X«jJV£i^    ^fiXj^Uy^^    fcV(^,y,^) 
Bx       *  Oy       *  Be 

haben,  eine  gerade  Linie.  Vermöge  der  Annahme,  das»  iiiehi 
jeder  der  drei  angegebenen  Werthe  gleich  Null  sein  darf,  mnss 
der  Punkt  S  von  dem  Pnnkte  0  verschieden  sein.  Es  werde 
ferner  von  dem  Punkte  O  aus  eine  gerade  Linie  nach  dem 
Punkte  mit  den  Coordinaten  x  + dx,y+ dy,  e-\-dZy  oder  T 
gezogen:  dann  ist  der  Werth  des  Ditferentials  i4)  gleich  dem 
Product  der  positiven  Quadrutwurzei 


4 


(5,  ,,^fi^f^.^,^.^,i^fi^^ 


und  der  von   der  Linie  OT  in   Bezug  aiit  die  Linie  OS  ge- 

nonmienen  Projection.  Die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit von  Punkten,  ftlr  welche  die  Function  f\j\,y,z\  den  in 
einem  Punkte  x  ,y\ji  vorhandenen  Werth  beliält  oder  die 
fileiehuiig 


d 


i<>}  .(<j> 


f{x,y,^)=:f(.,r,  l/ 


/') 


Nurmalü  einer  Fläche. 

betrietli^t,  bildet  eine  Fläche  ini  liiUimi.'.  Wählt  man  einen 
Punkt  Xj  if,  £  derselben  lieliebi^'  aus,  der  ieyt  bleibe,  und 
legi  den  liiflerentialeu  djc^  dtf,  dz  veränderliche  W^erthe  bei,  so 
gehört  ein  Punkt  (.r+ dx,  f/  +  dti,  £  +  d£},  ftlr  weichen  das 
Diftereütial  dfix^^.e)  gleich  Null  ist,  wie  sich  aus  den  niitge- 
theilten  Aii!*fUhrungen  achliessen  lUöst,  derjenigen  Ebene  an, 
von  welcher  die  bezeichnete  FlHche  in  dem  Punkte  (x,  j/,  f) 
bertlbrt  wird.  Die  von  dem  Punkte  0  autsgebende  Linie  05, 
für  welche  die  Cosino»  der  mit  den  ParaHelen  zu  der  x^y^z 
Äxe  gebildeten  Neigungswinkel  respective  die  Wertbe 

haben,  nnd  welche  aul"  der  berlthrenden  Ebene  senkrecht  steht, 
lietsst  die  in  dem  Funkte  ix,  //,  e)  et-riehtcte  Normale  der  Flüche. 
Nun  kann  eine  Normale  nach  den  beiden  Seiten  der  be- 
rührenden Ebene  gerichtet  sein;  es  ist  also  wieder  eine  Un- 
terscheidung zn  treffen.  Wenn  man  ftir  ds,  dy,  d£  bezie- 
hungsweise drei  Grössen  substituirt^  die  aus  der  MultipHcation 
der  drei  Ausdrücke  (7)  mit  dem  Ditterential  dtt  einer  unab- 
hängigen Grösse  u  entstebenj  so  gehört  zu  einem  positiven  du 
düii  Fortsei) reiten  \on  ()  nach  S,  zu  einem  negativen  du  daa 
Fortschreiten  auf  derselben  Linie  in  entgegengesetztem  Sinne. 
Bei  der  Anwendung  dieser  Werthe  von  dx,  dy,  d0  auf  das 
Difl'ereutial  (4»  verwandelt  sich  das  letztere  in  den  Ausdruck 
iB;  yQ  du, 

welcher  wegen  des  positiven  Vorzeichens  von  \'Q  dasselbe 
Vorzeichen  wie  das  Differential  du  annimmt.  Daher  wird  die 
Normale  der  Fläche,  welche  den  drei  in  (7)  angegebenen  Cosi- 
nös  entspricht,  dadurch  bestimmt,  dass  für  einen  von  dem 
Punkte  ^yt/rJ^  der  Fläche  aul'  dieser  Normale  fortschreitenden 
Punkt  das  Differential  der  Function  f{z^%js\  positiv  ist.  Die 
durch  die  Gleichung  (6;  dargestellte  Fläche  sondert  Theile  des 
Raumes,  in  denen  die  Function  den  vorgeschriebenen  constunten 
Werth  algebraisch  übertrifft  von  Theilen,  in  denen  das  Umge- 
kehrte Statt  tindef;  mithin  ist  die  in  einem  Punkte  der  Fläche 
auf  die  angegebene  Weise  construirte  Normale  aus  den  erwähn- 


Normale  uinor  FlRchft. 


ten  Gründen  nach  derjenigen  Seite  der  Fläche  gerichtet,  auf 
welcher  die  Funetiiiii  f(x.,ify£i  algebraisch  grösser  wird. 

Die  als  Beispiel  {i:ewäliUe  Funetion 
(9)  f(x,f/,2)^jo^-+y'  +  e* 

bedeutet  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (x,  ^, /)  vom 
Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  ist  deshalb  auf  jeder  iini 
den  letztern  besebricbenen  Kugelfiäehe  eonstant.  Jede  Kngel- 
fljiohe  sclieidet  die  Punkte  des  Raumes,  für  wek-he  da.s  Quadrat 
der  Entfernung  grr>sser  als  das  Quadrat  des  Ku^elradius,  von 
den  Punkten^  für  welche  das  Quadrat  der  Entierming  kleiner 
ist,  so  dasg  der  erste  Theil  au^iserhalb,  der  zweite  Theil  inner- 
halb der  betreffenden  Kugcltiäche  liegt.  L^ie  in  t'incni  l'unkte 
{Xjy,g)  für  die  gewählte  Kugelflä<die  nach  der  gegebenen  Vor- 
schrift zu  errichtende  Nnrni;de  wird  nach  demjenigen  Punkte 
gezogen,  der  als  relative  (Juordinaten  in  Bezug  auf  den  Punkt 
[Xfijye)  die  partiellen  Ditfereiitiabiuotienten  der  Function  ',9) 
2a:,  2 y,  2z  hat;  die  Riclitinig  dieser  Normale  gebt  vermöge  der 
aufgestellten  Regel  nach  der  äusseren  Seite  der  Kugeltläehe, 

Für  die  Deutung  des  in  i4)  dargestellten  vollständigen 
Ditferentials  gilt  die  selbstverständliche  Voraussetzung,  dass  die 
drei  partiellen  l)it!*ereutialquotienten  der  Function  fix^y^e)  für 
das  betrachtete  Wertlisystein  U,  i/,  z<  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden. Ein  solcher  Fall  tritt  l>ei  der  Function  ;t'  +  i/*— if* 
fllr  das  Werthsystem  :c=0,  y^O,  «-=^0  ein,  und  kommt  daher 
bei  der  Gleichung  a:^  +  y"  —  ä'^==0  vor.  Diese  (Gleichung  stellt 
eine  KegelHäche  dar,  deren  Spitze  sich  in  dem  Punkte 
a;^:<\  i/=0,  ^=0  befindet;  für  diesen  verlieren  die  Formeln 
(7)  ihre  Bedeutung,  während  gleichzeitig  der  Begriff  einer  ein- 
deutig bestimmten  Tangciiti;debene  anfhr>rt.  Mit  der  Be- 
trachtung der  singuUiren  Punkte  eiuer  Fläche,  in  denen  keine 
Tangentialebene  existirt,  werden  wir  uns  nicht  bescbätligen, 
und    sehliesseu    deshalb    das    gleichzeitige   Verschwinden   von 

^f   of  er 

^1  -^1  -J   aus. 
d,v    dy     dz 


\ 
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8  51.    Analytlsolier  Atisdrtiok  der  Begrenximg  einer  m«lir> 
fkoli  &iis£;eiLehuteiL  Maxmigfaltlgkett. 

Die  aufgesklUc  Detiiutioii  einer  Functiou  von  einer  und 
Ton  mehreren  Variaheln  setzt  voraus>  dass  der  Inbegriif  der 
Wertlisysteme  der  unabhängigen  Varialjelii,  auf  welchen  sieh 
die  Fnuction  he/Jeht  nnd  der  eine  8teti<i:e  Manuififaltigkeit  von 
einer  njit  der  AnÄsihl  der  unabhängigen  Variahein  gleichnamigen 
Ordnung  hiUlet,  genau  bestimmt  sei.  Für  die  einiaeh  aasge- 
dehnte  stetige  Mannigfaltigkeit  einer  Variable  x  kann  die 
BestimniUDg  nur  auf  die  Art  erfolgen,  dass  die  Variable  a" 
alle  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  a  und  b^  oder  ausserdem 
alle  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  a^  und  b  '  befindlichen 
Wcrthe  erhalten  darf,  und  sn  fort  in  beliebiger  Wiederh<»lung. 
Man  hat  hier  entweder  ein  Intervall  oder  eine  Folge  von  voll- 
ständig getrennten  Intervallen ,  so  dass  es  bisher  gentigte, 
immer  nur  an  Intervall  der  unahiiängigen  Variable  ins  Auge  zu 
fassen.  Bei  der  «fach  ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit 
der  n  Vnriahehi  XyX,,,...:t^  wurde  in  §  4*2  angenommen,  dass 
jede  einzelne  Variable  eine  dureb  gewisse  Werthe  abgesehlosscne 
stetige  Ausdehnung  bekomme,  was  vermittelst  der  Llnglcicb- 
heiten 
(1)  Uj  <  X,  <  b^,  öj  <  x.^  <<  6j„  .  .  .  a^  <  i„  <  h^ 

ausgedrückt  wird.  Wir  haben  aber  sehon  an  der  angeführten 
Stelle  I,  §  108  darauf  aufmerksam  gemacht,  dasa  ein  Gebiet 
von  zwei  Variabein  oder  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit aurh  in  anderer  Weise  bestimmbar  sei.  In  der  dort 
angewendeten  geometrischen  Ansdrucksvveise  wurde  gesagt,  das» 
die  Function  von  zwei  Variabein  x  und  j/  fUr  einen  Theil  der 
Ebene  (uler  für  Tlieile  der  l^benc  gegeben  sein  könne;  ferner 
wurde  ausser  der  Hestimmung,  die  den  LJnglciehheiten  (1) 
entspricht  nnd  xn  einem  Rechteck  gchi'trtj  das  Heisi>iel  erwähnt, 
dass  eine  Function  fllr  alle  Werthverbindungen  x,  y^  bei  denen 
die  Qnadratsumme  x^  +  i/*  kleiner  als  eine  Grösse  R*  ist,  das 
heisi^t  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  Kreises  gegeben  sei, 
der  in  der  Ebene  um  den  Coordinatenanfangspunkt  mit  dem 
Kadins    R    beschrieben    ist.      Alsdann    bildet    die     durch    die 
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Gleichung  :r^-\-y^==R^  bestioimtc  Kreislinie  die  Begrenzung 
des  in  Rede  stebendeu  Theils  der  Ebene;  jenachdem  Uei  der 
Ungleichheit 

der  Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen  oder  mit  eingesebloasen 
wird,  sind  die  Paukte  der  Kreislinie  als  ausgeschlossen  oder 
rait  eingeschlossen  zu  betrachten. 

Man  sieht,  dass  das  vorliegende  Beispiel  sich  anf  dieselbe 
Function  bezieht,  von  der  am  Sehlusse  des  §  47  gesprochen  ist, 
und  dass  die  allgemeinen  daselbst  angestellte«  Erörterungen 
ebenfalls  benutzt  werden  kinineu.  lu  der  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  der  Variabein  x^  y  bilden  hiernach  die  Wertb- 
verbindungen,  fitr  welche  eine  Function  /'(-*•, .v)  den  constanten 
Werth  f{x^^*\y^^*)  behält,  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit, welche  die  Werthverbindungen,  für  die /"(2',y)<:/W"',  j/^"'), 
von  denjenigen  trennt,  für  die  f{Xjy):>f{x^\y^^^)  ist.  Das  ana- 
lytische Mittel,  um  den  einen  wie  den  anderu  Theil  der  zwei- 
fach ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu  bezeichnen,  ist  die  An- 
wendung von  einer  der  zugehörigen  Ungleichheiten 

(3)  nx,  y)  < /•(:r'°',  /');  f(x, y)  >  f(x'-",  /';, 
während  die  Gleichung 

(4)  f(x,y)  =  fx''\9''') 
die  für  beide  Theile  vorhandene  Begrenzung  ausdrückt. 

In  dem  angeführten  Beispiel  ist  die  Function  x^-\-y*  fllr 
alle  Werthverbindungen  a-,  y  überhaupt  definirt ,  wobei  auch 
solche  Verbindungen  zugelassen  sind,  für  welche  eine  der  Va- 
riabein oder  beide  numerische  Werthe  erhalten^  die  jede  ge- 
gebene Grösse  übertrefl'eu  oder  uneudlich  gross  werden;  dnrih 
die  Ungleichheiten  x'^+y''<:^E*  und  a;*+y">i?*  wird  die  Ge* 
sammtheit  aller  Werthverbindnngen  in  zwei  Theile  gesondert. 
Wenn  eine  Function  f{^',y^  iür  alle  Werthverbindungen  j:,j/ 
definirt  ist,  so  bewirkt  man  mit  Hülfe  der  Ungleichheiten  (3) 
eine  ebensolche  Sonderung.  Die  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit, welche  durcli  eine  der  beiden  Ungleichheiten  (3), 
etwa  die  erste  bestimmt  ist,  lässt  sich  dann  vermittelst  der 
Einführung  einer  neuen  Function  g{a;,y)  durch  die  Ungleich- 
heiten 


§  Bl.      IJcgTcJizuug  einer  mehrfacb  «UBg't'dehntcri  Maunigfaltigkeit. 

(5)  9{x,y)<:g{j^'\y'\  9{x,y)>g{:^'\f^) 

weiter  zerlegen.  Die  Function  g  {x^  yi)  braucht  dann  nur  flJr  die- 
jeni^'e  Maunigrfaltifjkeit  dcünirt  zu  sein,  fllr  welche  sie  zur  An- 
wendung kommt.  In  dieser  Weise  kann  fortgefiihren  und  der 
Umlang  einer  Mauiiif^Jkltifckoit  der  zweiten  Ordiuing  analytisch 
ausgedrückt  werden,  in^leni  man  vennitteUt  einer  Folge  von 
Functirmen  der  unahhiingigen  Variabcln  eine  bcstinimtc  Fol^e 
von  Ungleichheiten  auft^tollt.  Es  hleibt  hierauf  übrig,  für  den 
einzelnen  Fall  zu  (■nisuhciden,  wie  sich  die  Begrenzung  aua 
den  durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellten  Mannigfaltig- 
keiten der  erraten  Ordnung  Kusanimen^etze,  wozu  die  geome- 
trische Deutung  niitzlich  aber  nicht  ttm^nthehrlich  ist.  FUgt 
man  beispielsweise  zu  der  obigen  Ungleichheit  (2)  eine  Un- 
gleichheit 

(2*)  l  X  +  m  ij  <:  n 

hinzu,  wo  l  und  »i  Constanten  bezeichnen,  so  wird  der  Theil 
des  Innern  der  Kreisfläche  herausgehoben,  der  auf  einer  be- 
stimuiten  Seite  einer  durch  den  Mittelpunkt  laufenden  geraden 
Linie  liegt:  die  Begrenzung  besteht  daher  aus  einem  gewis*scn 
Halbkreise  und  aus  dem  Durchmesser,  welcher  die  Endpunkte 
des  Halbkreises  mit  einander  verbindet.  Auch  die  in  (1)  ent- 
haltene Beschränkung  jeder  der  beiden  Variabein  auf  ein  ge- 
wisse* Inten'all  wird  durch  ein  System  von  Ungleichheiten 
dargestellt,  bei  denen  die  Variabein  selbst  die  Rolle  von  Func- 
tionen übernehmen,  die  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen 
lesteu  Werttieu  dieselben  bleiben  müssen. 

Alles,  was  über  die  Begrenzung  von^annigfaltigkeiteu  der 
zweiten  Ordnung  mitgetheilt  ist,  läsat  sich  in  gleicher  Weise 
anf  die  Begrenzung  von  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  und  einer 
beliebig  hohen  Ordnung  übertragen.  Daher  reicht  es  aus,  nur 
von  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  zu  sprechen.  Mit 
Hülfe  einer  Function  /"(iPjy,  ^),  die  für  jedes  Werthsystem  der 
drei  Variabein  x^  tf,  £  gegeben  ist,  kann  der  Inbegriff  aller 
Werthverbindnngen  durch  die  mit  einem  festen  Werthsystem 
^loj^yW  ^to)  gebildeten  Ungleichheiten 

(6)  fix,y,s)<f{x''W\  *'"');  fis,»,»)  >f{^'W'^,  »*") 

iu  zwei  Theile  zerlegt  werden,  deren  gemeinsame  Begrenzung 
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die    ManDigfaltigkeit    der    zweiten    Ordnung    ist,    welche    der 
Gleicbung 

(7)  f(^.j,,r)  =  /-f:c*°', /',/"')     _ 
entspricbt.    Für  einen  der  abgesonderten   Thetle,   zum  ßeiBpiel 
den   zuerst    bezeichneten,   liefert  eine  in   Bezug  auf   denselben 
definirte  B'unction  ffia-.^if.e)  eine   neue  Zerlegung,    sobald    man 
mit  einem  festen  Werthavatera  a;"\y'*\^^'^  die  Ungleichheiten 

(8)  g  [x,  y,  s)  <  g  (:i^'\  !/^'\  /'^);  g  (j^,  ^,  J^)  :>- g  ix''\  i/'\  /^') 
aufstellt.  Hiernach  ergiebt  sich  der  analytische  Ausdruck  fllr 
die  Ausdelmung  einer  Mannigfaltigkeit  der  dritten  Ordnung  als 
eine  mit  einer  Anzalil  von  Fnnctionen  der  nnabhängigen  Va- 
riabein gebildete  P^olge  von  Ungleichheiten.  Ehcnso  gilt  auch 
hier  die  Bemerkung,  dass  die  in  (I)  enthaltene  Bestimminig,  bei 
welcher  jede  einzelne  Variable  innerhalb  gegebener  Grenzen 
veränderlieh  ist,  mit  einem  System  von  Ungleiehheiten  zusani- 
menftUlt,  in  denen  die  Variabein  selbst  die  Functionen  ersetzen, 
welche  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen  festen  Wertheu 
bleiben  müssen. 

Bei  den  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  ist  noch 
der  Vortheil    der   geonietriseben  Deutung   vorhanden,    der   bei 
den  Mannigfaltigkeiten  der  höheren  Ordnungen  verloren  geht 
Die  nach  dem  Muster  von  (1)  gebildeten  Ungleichheiten 
(1*)  a<zx<:A,  h<:y<zB,  c<:g<:C 

drucken  aus,  dass  der  auf  rechtwinklige  Coordinaten  belogene 
Punkt  {Xf  y,  e)  innerhalb  eines  rechteckigen  Parallelepipedons 
gelegen  sei,  bei  welchem  die  drei  Paare  von  piinillelcu  Ebenen 
respective  den  Coordiiiatenebenen  parallel  sind  und  durch  die 
Gleichungen  x^^a^  x^A;  y^b^  y^=B;  z=c^  ^^C bezeichnet 
werden.  Nehmen  wir  alft  zweites  Beispiel  die  beiden  Ungleich- 
heiten 

(9)  ;cV y^  +  e^<^x^'^  +  y"*'  +  ^^'^  ?x  +  m>/+»^<:0, 

wo  i,  m,  n  Constanten  sind;  dann  stellt  nach  dem  vorigen  §  die 
erBtere  den  im  Innern  einer  KugelflUcbe  befindliehen  Raum  dar, 
während  die  zweite  Ungleichheit  den  Theil  herausninimtj  welcher 
auf  einer  bestimmten  Seite  einer  gewissen  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt gehenden  Ebene  liegt.  Die  Begrenzung  des  auf 
diese  Weise  bestimmten  Raumes  wird  daher   durch  eine  halbe 
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Kugelfläche  uiid  durch  das  von  dem  entsprechenden  grösten 
■  Kreise  eingeschlossene  StUck  einer  Ebene  gehildet  Mau  erhält 
<len  analytischeu  Ausdruck  der  beiden  Theile  der  Hcgrenzung, 
indem  in  (i't  zuerst  nur  das  erste  Zeichen  der  Ungleichheit, 
hierauf  nur  das  zweite  Zeichen  der  Ungleichheit  durch  eiu 
Oleichheitszeichen  ersetzt  wird* 


§  62.    P«rtleUe  nifftrenzsn  und  I>l£Fereiitlalqitotieiiten 
TersoU edener  OrdxiitmgeiL. 

Durch  die  in  §  44  angestellte  Betrachtung  der  voUstäudi- 
^en  Differenz  einer  Function  mehrerer  Variahein  ergaben  sich 
<lie  Begriffe  der  in  Bezug  auf  eiue  einzelne  Variable  und  auf 
mehrere  Variabein  genommenen  partiellen  Differenzen.  Da  fUr 
Jede  Variable  immer  nur  eine  einmalige  Differenz  gebildet 
wurde,    waren  die  nach  einer  einzelnen  Variable  genommenen 

t  partiellen  Differenzen  von   der  ersten,   die  nach  mehreren  Va- 
xiahelu  genommenen  Differenzen  von  einer  mit  der  Anzahl  der 
Yariabeln  gleichen  Ordnung. 
Bei  der  in  §  45  mitgetheilten  Darstellung  des  vollstilndt- 
^en  Differentials  einer  Function  kamen  Jedoch  nur  solche  par- 
_    tielle   Differentialquotieuten   vor,    die  nach  einer  einzelnen  Va- 
P  liable  genommen  sind.    Man  kann  nun   die  Bildung   der    par- 
tiellen Differenzen   und  der  partiellen  Differentialquotienten  auf 
^lie  Weise  wicderholenj    dass    man    zuerst    mit   einer  Variable, 
•sEilsdann    mit    einer    anderen    und    wieder    mit    einer    anderen 
■  Variable  mehrfach  operirt,  und  hierauf  zu  einer  oder  zu  raehrern 
'^Ut  früher  angewendeten  Variabein  ziirtlckkehrt;  die  Ordnungs- 
"2ahl  ist   hierbei  gleich  der  Anzahl    der    silmmtlichen    einzelnen 
"Torgenommenen  Operationen.    Ohne  die  so  erzeugten  partiellen 
I    Differenzen  verschiedener  Ordmingeu  specieli  zu  erfirtero,  fuhren 
wir  den  Satz  an,  dass  der  Wertli   einer  au«  einer  bestimmten 

IUeihenfolgc  von  einzelnen  Differenzenforniationeu  hervorgegan- 
genen partiellen  Differenz  sich  bei  einer  beliebigen  Vertauschung 
der  einzelnen  Differenzenforniationeu  nicht  ändert.  Dieser  Satz, 
welcher  in  §  44  für  die  daselbst  auftretenden  Differenzen  raehr- 
tacher  Ordnung  bewiesen  ist,  lässt  sich  mit  Hülfe  des  gleichen 
Verfahrens  allgemein  beweisen.     Von  den  |)artiellen  Differential- 
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quotieuten  der  viTscliiedenen  Ordmiiigcn  wird  dagegen  aiisfUhr- 
licher  za  spreche.D  sein. 

Wir  beginnen  wie  in  §  i<^  mit  einer  Funetion,  die  durch 
Maltiplication  von  lauter  Functionen  der  üiiiüeluen  Variabelu 
a:,,  a^j, . .  .a:„  entsteht, 

(1)  f  (^1,  ^2,  •  ■  •  x„)  =  -y,  (a:,)  (p.,  {x.^  ...(p„  (xj. 

Es  möge  nun  f(x^j  x^,  •  •  •  ^w)  ^"  *^^^  folgenden  Anordnung  par- 
tiell differentiirt  werden:    zuerst  A,  mal   nach  :rj,    dann  A,  mal 
naeh  x.,,  • . .  l„  mal  nach  x^,  hierauf  »,  mal  nach  jr„  /i^  mal  naeli 
jr.^,  ...//^  mal  nach  x^.     Da  jede  partielle  Differentiation  immer 
nur  einen  Factor  des  Producta  berührt,   so  bekonnut  man  uael^ 
einander  die  AuadrUeke 


(2) 


d.^  ' 

2  ^-^2^  •■■  h'h  y-" 

d\{x,) 

d^"^ 

dx^ 

d^' 

d        Y,U,) 

da^ 

d.v^ 

cf.r, 
d        (Pi{T^) 

d'^'f    ix  ) 

d/;^''' 

d^^"f,{x,) 

d'-^'W.i^,) 

dx 


M  f'i 


dx 


i»+/«» 


dx 


1«  +  Mh 


Es  rauas  der  letzte  Ausdruck  stets  derselbe  bleiben,  wie  aucl 
die  Reihenfolge  der  suceessiven  partiellen  Differentiationen  nhge^ 
ilndert    werde,    weil    dii'    ^., +/*,    naeh    x^    /m   vollziehende! 


icli 
►e- 


1% 


Differentiationen  nur  den  ersten  Factor,  die  X^-i-ft^  naeh  x,  t\ 
vfillKieliendeu  Differentiationen  nur  den  zweiten  Factor  angehe*::^^' 


J 
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u.  s.  f,,    iiriii    vvril  sich  il;i.s  m   Inltlendc  Enilproilm-t   iiiiiiiur  aas 
(kiiisfllH'ii  l^irttireii  zusainmeiiHetÄt. 

Der  in  tlor  Formel  (lü)  des  8  45  enthaltLuic  Satz,  (iass  der 
uttch  eintT  eiozelnwi  Variable  geiiomniciie  partiellt;  Üifierrntiul- 
qootient  einer  Stimme  von  Fiiuctioiion  gleich  der  Summe  der 
lietreflTetidL'n  partiellt'«  Dirtereiitialquotientcu  der  einzelnen 
Suuiiiiaiifleii  ist,  zieht  den  Satz  nach  sieb,  dai>8,  um  den  [lar- 
tiellen  Differentialqnotienten  einer  Summe  nach  niebreren  iu 
einer  bestinimten  Rcibeufolge  gegebenen  Variabein  zu  bilden, 
für  die  einzelnen  Sunimanden  dfis  entsi>reebende  Verfahren 
aufiziinihren  und  von  den  st)  cntflandenen  partieüen  Differcn- 
tialniiotienten  die  Summe  zu  nehmen  ist.  Für  eine  Summe  von 
Produeten,    bei    denen  Jeder    Factor   nur    von    einer    einzigen 

(Variable  abhängt,  wird  daher  ein  auf  eine  bcsttminte  Reihenfolge 
von  Varialichi  be/ügiieher  partieller  Ditlerentiabjnotient  hervorge- 
hraeht,  indem  man  jeden  Summanden  wie  die  obige  Funetion  fl) 
behandelt.     Es  hat  sit-b  aber  he^al!!^ge^^tellt,  dasH  die  so  erzeug- 
ten  einzelnen   partiellen   DitlerentJahiuotienten   bei   einer  belie- 
bigen Vcrtauychüiig  der  erlorderlicheu  partiellen  Dil^'erentiatroueu 
nicht  geändert  werden;  die«e  Eigenschaft  geht  auf  die  Summe 
von  mehreren  inirtiellen  Differentialqnotienten  tiber.     Mithin  ii*t 
der   Wcrth   (les    partiellen   Ditleremialquotienten  einer   Summe, 
dvrvn  Summanden  Produete   aus  Functionen  der  einzelnen  Va- 
riabein sind,  von  der  Vertau-schung  der  Ordnung  der  einzelnen 
partiellen    Differentiationen    unabhängig.      Hierauf   darf    man, 
iiliiilicb    wie    in   §    45,    den    Schluss   gründen,    dnss    bei   alleu 
rationalen   ganzen  Functionen  mehrerer    Variabein  die  säramt- 
üehen    [Kirtiellen    Differentialqnotienten    die   Eigenschaft   haben, 
Von    der   Reihenfolge  der   einzelneu  partiellen  Differentiationen 
Unabbäugig  zu   sein,    und  kann   alle  Functionen   mehrerer  Va- 
t'*iabelu,  welche  au  dieser  Eigenschaft  Tbeil  nehmen,    als  regel- 
^i»äs?sige    erklären.     Indessen  lästjt   ^ich    auch    ein  System    von 
^»esonderu    Vt>raus.setzungen   der   Stetigkeit   aufstellen,   die   für 
■©inen    weiten  Inbegriff  vnu   Functionen   die   in  Rede  stebeude 
Eigenschaft  zur  Folge  haben. 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  bei  einer  gegebenen  Function 
/■(3P,,  J?2, . .  .^„)    die   suecessiveu   partiellen  Differentiationen  aus- 
xufUhreu    sind,    sei    durch    die    Reihenfolge    der    betreffenden 
Variabein  bezeichnet, 
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WO  die  aus  der  Reihe  von  1  bis  n  ^enonmieneii  Zeiger  in 
beliehi«:en  Wiederhol iiujren  auftreten  dilrfon.  Durch  irgend  eine 
Vertauschung  der  Zeij^'L-r  enbtelie  die  Auordnunj^ 

(4)  X^n   ^b'r   ^t'>   ^\n   ^t','-i 

es  kommt  nnn  darauf  nn,  die  zu  den  Anordnungen  Iß)  und 
(4)  {gehörenden  partiellen  Diff'erentialfiuotienten  zu  vcrgleiehen 
und  deren  Ueliereinstinimung  zu  begründen.  Zunäehst  lässt 
sich  zeigen,  das«  jede  Pemiutatian  erhalten  werden  kann, 
indem  eine  hinreichende  Anzahl  von  Malen  immer  nur  solehe 
Elemente  unter  einander  vertauselit  werden,  die  neben  ein- 
ander stehen.  Nach  I,  §  73  ist  en  möglich^  jede  gegebene 
Perniutation  durch  lauter  gegensei tij^e  Vertausehungen  von  je 
zwei  Zeigern  hervorznliriugen;  man  hat  daher  nur  noch  den 
Beweis  zu  führen,  dass  jede  gegenseitige  VertauHehung  von 
zwei  Zeigern  durch  eine  Auzahl  von  Vertausehungen  nebun 
einandergtehender  Zeiger  erzeugt  werden  kann.  Ein  zu  diesem 
Zwecke  geeignetes  Verfahren  möge  an  einem  Beispiel  ausein- 
andergesetzt werden.  Um  in  (3)  die  Elemente  jr^  und  x^  mit 
einander  zu  vertauschen,  lassen  sich  die  folgenden  Permuta- 
•tionen  von  der  vorgeschriebenen  Besehaflfenheit  benutzen,  bei 
denen  die  vor  x^  und  nach  jc^  vorkomnuMiden  Elemente  unge- 
ändert  bleiben  und  deshalb  nicht  notirt  werden, 


^t. 

^c 

^» 

■^t 

^r 

^6 

•^b 

•^c 

^r 

*«. 

^b 

^» 

•^c 

^i 

**c 

^'t. 

*c    ^i    *^ 

X,    X,     X, 


Die  Anzahl  von  Permutationen  benachbarter  Elenienie 
welche  gebraucht  wird,  um  das  Element  x^  von  der  ersten 
Stelle  der  aus  4  Elementen  bestehenden  (irnp])e  au  die  letzte 
Stelle  zu  bringen,  betrügt  \\\  die  Anzahl,  welche  ferner  noch 
nöthig  ist,  um  x^  an  die  erste  Stelle  und  die  mittleren  Elemente 
an  ihre  urspUuglichcn  Plätze  zu  rücken,  beträgt  2,  so  dass  im 
ganzen  5  Permutationen  beuacli harter  Elemente  zur  Anwendung 


ile,      I 
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koiiiiueii.  Däiiint  xwci  Elt'iiiL'nk'  {;cj;ensLntig  ihre  Plätze  vcr- 
taii>«-'lien,  die  dsw  vxMc  lunl  U't'/An  Elemcat  einer  Gruppe  von 
q  auf  einander  folgenden  ludividnen  fiiiHniaelien,  hat  iwtui  l'ür 
den  ersten  der  besrbrieljenen  Processe  die  xVuKalil  </^l,  tlir 
den  zweiten  die  Anzahl  q — 2  von  Vertauselmngen  neben  ein- 
anderstchender  Elemente  zu  benutzen,  womit  die  anfprestellte 
Behauptung:  vullstandig  erwiesen  ist.  Wenn  man  daher  von 
der  Anordnung  (3)  zu  der  Anordnung  U)  durch  eine  Folge  von 
Permutationen  'je  zweier  beniiehbarter  Elemente  tibergeht,  nnd 
fllr  die  sämnitlicben  aufgestellten  Anordnungen  die  zugehrtrigen 
partitdL'n  Dirterentiab|Uotienten  «ler  Funetinn  f(x^y  x^,  .' . .  xj 
bildet,  80  genügt  der  Nachweis,  dass  jedes  Mal  zwei  partielle 
DiflerentiaUjnotienlen  einander  gleich  werden,  bei  denen  die 
nach  zwei  hcnaehbarten  Elementen  genommenen  DiÖerentia- 
tioDCn  vertauscht  sind,  um  das  allgemeine  Resultat  abzuleiten, 
dass  die  auf  die  Anordnungen  (3)  und  (4)  bezüglichen  partiel- 
len Differentialquotienten  einamk-r  gleich  werden.  In  letzter 
Instanz  sind  also  immer  nur  zwei  Elemente  x  und  f/  zu  be- 
trachten und  die  Bedingungen  aufÄUsueheu,  unter  denen  eine 
Function   gi^',y\   derselben  die   Eigenschaft  besitzt,   dass   der 

nach   y  genommene  partielle  Differenttalquotient  Ton 

dem   nach  x  genümnieuen  partiellen  Difterentiatquotientea  von 

^^i^  gleich  wird. 

Des  bequemern  Ausdrucks  wegen  setze  man 

(5)  ^^=,.(.,,),     ^  =  ,J,,y). 

Für  das  einmal  gewühlte  Werthsystem  x,  j/  möge  die  Variablem 
da»  Increnient  /*,  die  Variable  p  das  Iticrement  k  erhalten,  uud 

es    werde    von    der    Function   gix.y)  wie  in  (0)  und  (10)  des 

§  44  die  auf  beide  Variabein  bezügliche  partielle  Diflerenz  der 

zweiten  Ordnung  gebildet 

(ö)      g{x-^h,y-\-U)-g {x,  y-\-k)-  g [x  +  //, y)  +  g {x, g) ; 

dieselbe   ist  sowohl   gleich   der    nach  //  genounnenen  DitfereuK 

der  Differenz 

(7)  g{x  +  h,g)-g{x,tj) 

wie  auch  gleich  der  nach  x  genommenen  Differenz  der  Differenz 
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(8)  (jU:,f/+k\-'g(x,j/). 

Der  AustlriRik  (7|  hat,  als  Function  der  einzigen  ViirJahle  y 
aufgcfasöt,  den  naeb  y  güuonimeueu  Differentinlii«ottenteu 

(9)  tJÄ^  +  Ky)  -  ffA^^Vh 

der  Ausdrack  (8),  als  Function  der  einzigen  Variable  x  betrach- 
tet, den  nacb  x  genommenen  Differeutialqnotienten 

Nun  enthalten  die  §§  2-1  u.  f.  Httlfsoiittel,  nm  die  Differenz  einer 
Function  einer  Variable  F{z  +  l)  —  F{z)  vermittelst  des  nach  z 
genommenen  Differential qnotieuten  F'  [z]  auszudrücken.  Weim 
die  Function  F'(L')  flfr  das  von  1."=^  bis  'l=z-¥l  ausgcdt'hnte 
Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  wird  die  heÄcich- 
netc  DiffercuK  nach  (16)  des  §  24  durch  das  folgende  beätinimte 
Integral  dargestellt 

(11) 


F{ß  + 1)  ^  F{£)  =  /  F'C:)  d':. 


Sobald  ferner  die  Function  F*{C)  in  dem  gt^nanntcn  Inter- 
vall nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Malen  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  übergeht  und  in  der  Weise  stetig  ist,  dasK  bei  der 
Einschaltung  einer  Folge  von  Werthen  -?,  !^,,  C,, . . .  u„_,,  * +^, 
bei  der  je  zwei  aufeinanderfolgende  Werthe  nm  weniger  als  eine 
kleine  C4rösse  d  differiren,  die  entsprechenden  Differenzen  dyr 
Werthe  der  Function  F'(C)  numerisch  kleiner  als  dieselbe  k'- 
liebige  kleine  Grösse  ?.  ansfallen,  dann  lässt  sich  nach  §  26  die 
rechte  Seite  der  obigen  rrleichuug  (11)  durch  das  Prodnet  der 
Grösse  l  und  eines  Mittelwerthes  der  Function  F'i^l)  ersctou, 
80  das8  die  Gleichung 

(12)  F{s^l)  -  F{ß)  =  lF'[£-\-Hl) 

entsteht,  in  der  f)  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Untc 
der  Voraussetzung,  dass  der  Ausdruck  (9)  alü  Function  von  ^ 
nud  der  Ausdruck  (10)  als  Function  vou  x  die  für  die  Fnnctio" 
-F'(l)  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllt,  folgt  also,  iiidrui 
fl,  und  fl,  positive  echte  Brüche  bezeichnen,  fUr  die  Differeui 
(6)  die  zweifache  Darstellung 

(13)  ffix+h,  y^Jc)  —  g{x,  tj+J:)  —  gix+h,  y)  +  (j{x,y) 

(14)  g{x+h,  y+k)  -  g{x,  y+k)  -  g{x+h,p)  +  ij[x,  y) 

^  h  ig,  {x+H^  h,  y->rl}  -  !/,  U+ö, h,  y)}. 


\ 
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JJividirt  mau  beide  Awsdrllcko  durch  das  Prudukt  hk  und  setzt 

sie  einander  gleich,  so  kommt 

(15)  ff^ix  +  h,  y  +  ii^k)  —  g^{x,  y  4- B^k) 

_  g,  (j?  +  ^Jh  !f  +  k)  —  fft  ('^ + ^1  ^  .y) 

~    "  k 

IDer  Quotient  links  differirt  für  einen  helipbig  kleiueu  Werth  h 
Um    beliebig    wenij?    von    doui    ptirtifllon   Differcntiiil<iuotientea 

—  *     '     t  bei   dem    daw    L^rsto   Ar^juiiient    gleich  .i;   das   zwi^ite 

-Argument  gkii-h  i/  +  <Kji  ist,   der  Quotient  rechts  flir  einen  be- 
liebig kleinen  Worth  /.;  nm  beliebig  wenig  von  dem  partiellen 

IDiflFerentiaiquotieiiteu  — *y-'  -»    hei    dem    da«   erste  Argument 

g^leicb  x-\-fiyk  daj^  /.weite  Argument  gleich  y  ist.  Es  wird  jetzt 
fVrner  vorausgesetzt,  dass  sich  der  partielle  Differentialquotient 


stetig  nnt  der  Variable  y,  und  der  partielle  Di (fo rciitial- 


^^uotie 


.'ut  --*.r^    stetig  mit  der  Variable  x  ändere.    Dann  erhält 


uf! 


^^laii  die  m  heweiwende  Gleichung 

*    ....  i^9iWJ)_^9My} 

^*    '  f).r       ~       öy 

Aus  dei!  (Sidtigkfntsbedingungen  von  fH>)  ftiesst  das  System 

"Xr-on  Bedingungen    flir    den    allgemeinen  Sat/,,   dass    der    Werth 

^^ines     partiellen     Difterentialquotienten    einer    beliebig    hohen 

^^rdnung   durch    keine   veränderte  Anordnung   der  zugehörigen 

einzelnen    Ditferentiationen    verändert    wird.     Die    Anzahl    der 

_^^artiellenDit!erentiiüquotieuten  einer  gewissen  Ordnung,  welche 

^^•on    einer   Function    einer   beüitimmteu  Anzahl    von  Varialjcln 

^^^ebildet    werden    künuen ,     lässt    sich    leicht    angelten.     Bei 

^iner  Function    von  n  Variabein  /'(a^j,  x^^. . .  jcj  existiren  die  n 

^^r wähnten    partiellen  Diderentialquotienten  der  ersten  Ordnung 

df  df  Bf 

— r 1     - — ;; — -  j  *  •  •  — ^         • 

Die  partiellen  Difliereutialquotienten  der  zweiten  Ordnung  wer- 
ben entweder  zwei  Mal  uuch  derü^elben  Variable  oder  nach  zwei 
'verschiedenen  Variabein  genoiutnen;  von  den  ersteren  giebt  es  w, 


des  Mfeadtm  Bettpielea 

''!^  .,  iü.)    ., 

ex,  CJt\  C'X,  ifX^^JKf 

wo  Hl  Folge  des  obigen  Satus 

^x,  ex,  c'x,  ex, 
ist  Vm  die  fSnmtlichen  partieDeii  DüTereBtüUqeotieiitcu  der 
ßl€n  (hämamg  xm  erhalten,  kann  man  dieselbe«  ia  solche  ein- 
tiietleiiy  die  »icb  aaf  eise  etuige  Variable.,  aif  zwei,  auf  drei 
Variable  beziehi^o  xl  ».  t  Nach  einer  einsäen  Variable  z.  H. 
x^  mam  pmal  differentürt  werden,  es  existirt  also  nur  ein  ku- 
gehdri^er  partieller  Difrerentialqootient 

(IT)  4^- 

In  Beza«?  auf  zwei  Variable  z.  B.  j:,  and  x,  hat  man  die  jiar- 
tielleu  Üiffert-utialqaotienten 

ex,  ^xf 
wo    die   ganzen   poi^ltiven  Zahlen  a^  ,i  die  Gleichung  u-¥  ^=f 
erfüllen;    in   Bezii«,'  auf  drei  Variable  z-  B.  a-j,  x,,  x,  die  par- 
tiellen Difliereiitiahniotienten 

wo  die  ganzen  positiven  Zahlen  «,  j^,  7  die  Gleichong  o4-,^+7=/' 
befriedigen,  u.  >*.  f.  Es  ergiebt  sich  deiunach  die  Anzahl  üer 
partiellen  Differentialquotienten  von  jeder  der  bezeichneten  Arten 
beziehungsweise  gleich  der  Anzahl  der  Auflösungen  der  Glei- 
chungen 

(2(1)  u->r^-^p,    «  +  ii+7=ii,... 

woliTii  tr,  ß^  y  lauter  von  der  Null  verschiedene  ganze  positive 
Zahlen  bedf'titen.  Die  erste  der  Gleichungen  (20)  besitzt  j)  —  l 
Auflösungen j  weil  die  GruBse  o  successive  gleich  den  Zahlen 
1.  2,  3, .,./)  — 1  gesetzt  werden  Itann,  und  die  Grösse  ß  dureb 
den  Wcrth   von  u  vollHtilndig   bestimmt   wird.    In  der  zweiten 


Gleiihung  (20)  darf  n  >successivo  gleicfa  di^u  Zuliltn  I,  2,  3,  .  .j)  —  2 
genommen  werden,  wälirend  für  J  und  7  jedes  Mal  die  »äinmt- 
lichcn  Autlösiingcu  der  (ileit'lmn^  ^i  +  y^{p — a)  zu  bilden 
sind,  deren  Anzaid  mxvh  dem  V'urliergeheudcn  |>  — « —  1  Uetriij;t. 
Die  Änzaid  der  HämndHclu'n  AuHösutigen  wird  deshalb  durch 
ciic  Snmme 

{p—2)  +  (7*-3)  +  ...-f  1 


j  aasgedrUekt,  deren  Wcrtli  {gleich 


(p-l){p-2)  , 


1.2 


ist. 


Be/eii-hiiet  mau  dii*  Auzald  der  AiiHiJsiinij^en  der  {»ten  Olei- 

I  ehung  (20),  in  der  p  +  1  Sunininndcu  vftrkomnicu,  durch  7?,^^,  (p), 

SSO   ist   die  Anzahl  der  Antiüsungen  der  (ß  +  l)ten  Gleiehiin^% 

"WO    die    Gr^issc   et    veraictge    des    anj^egehenen  Verfahrens    die 

^Verthe  I,  2,  ...p  —  Q-—1  bekomracn  darf,  gleich  der  Summe 

<21)     E,,^,(j,-i}-^£^,^^{j^-2)  +  ...+^^^^{g+l)=E^^,ip). 
Darrh  direete  Betrachtnng  hat  sieh  gezeigt,  dass 
,  C22.)  E,  ip>  =p-\,E,  <  R.  =  i"--lHp2) 

ist.     Wegen    der   Gleiehuug    (21)    muss    die  Function  £^^{p) 
«ier  DiffereiiKeugleichuug 

<23)  E^^^^ip  +  1)  -  E^,^.^ I»  =  E^,^,  ip) 

^enUgen,  und  «ach  der  gegebenen  Definition  itir  p=^q  +  2  gleich 
<\eT    Einheit    sein;    diese    Eigenschaften    enthalten    einer    voll- 
^  «tändige  Bestinininng.    Es  wird  die  gesuchte  Anzahl  der  Auf- 
fl^nngen  der  (p  +  llten  Gleiehtnig  in  (20)  oder  die  Anzahl  der- 
jenigen partiellen  Dirterential«iuotienten  der^>ten  Ordnung,  welche 
sich  auf  e-fl^    von    einander    verschiedene  bestimmte  Variable 
beziehen,  durch  den  Ausdruck 


(24) 


v     /„,_  (p-i)(P-2i.-.(p-y-l) 


dargestellt,   welcher  fllr  />  —  o  +  2   gleich   der  Einheit    ist  und 

vermijge  der  Relation 
[  p(p-l)...(p-p)  _  (p-l)(p-2)...(p-p-l) 

^^  1.2.3... fp+1)  1.2.3...(p+l) 

B  =    (p-l)(p-2)-..iP~C>) 

■j^  1.2.3...P 

!    die  Gleichung  {2S)  befriedigt.  Wenn  man  jetzt  hiuzuniiumt,  was 


Anzahl  dtr  inH-tk-lli-ii  DinVreritialquotienten. 

in  I,  vj  U)  all  sei  minder  j^esetzt  ist,  dasH  hol  n  KIcmeuten 
x'j,  x^,....i;^^  diu  Anzahl  iler  ohne  Wiederholung  gebildeten  Cura- 

hinatianen    ku    einem   Element  «,  zu  zwei  Elementen  i 

zu  ff  Elementen  — ^^ \9 betnlj^t,  m  (ijulet  man  flir 

die  Gesanmitzahl  der  partiellen  Ditlerentifihiuotienten  der  //len 
Ordnung  den  Ausdniek 

(25)  »•^'■^(.--■.-.'^"-■^^r'^^^^^^Ty^--^- 

Dersellie  läset  sich  in  der  Ibigenden  Weiwe  zuHanimenfaiisen.  B« 
niö^e  Kii  den  w  Elemente n  j:,,  x^,  • .  •  ^«  *Jint'  zweite  Gruppe  von 
ip—i)  neuen  Elenjenten  ^j,  ^a>  •  •  • '/--i  hinzugefügt  werden,  so 
dass  das  System  von  (»h-jj  — 1)  Elementen 

entsteht.  Nach  dem  Obigjen  ist  hier  die  Anzahl  iler  säninil- 
Ik'hun  (diiie  Wiederhol nng  gebildeten  Condiinationen  zu  />  Ele- 
menten gleich  dem  Wertb 

«(«-H)(»  +  2J...(»  +  |>  — 1) 

Man  Itanu  aber  diest'  sänmitlichen  f'anibinfitionen  aueh  da- 
duri'l)  hervurhringen,  dass  man  je  ein  Element  der  erstun  (SrHppu 
nrit  allen  Elementen  der  zweiten  Gruppe,  hierauf  jede  Amhe 
aus  der  ersten  mit  jeder  Combinntion  zu  p  —'2  aus  der  zweitiru. 
überhaupt  Jede  Cumbination  zu  o  Elementen  um  der  ersiteu  mit 
jeder  Combinatien  zu  p — o  Elementen  aus  der  zweiten  Gnippf 
verbindetj  wobei  die  Wiederholungen  stets  ausgeseblossen  sind. 
Nun  sieht  num  leicht,  dass  die  Anzahl  der  so  entjitehendeii 
Verbindungen  durch  den  Ausdruck  (20)  dargestellt  wird;  also 
rnuss  derWerth  desselben  gleich  dem  in  (26)  angegebenen  Aus- 
drucke sein,  welcher  denitiaeh  die  Oesamnitzahl  der  partielleu 
DifferentialijUütienten  der  ^ten  Ordnung  einer  Function  von  n  Vii- 
riabebi  bezeichnet. 

Der  vorliegende  Gegenstand  hat  eine  nahe  Verwandtschaft 
mit  der  Lehre  von  den  rationalen  ganzen  hfiuiogcnen  Functionen 
der?  jtti'n  Grades*  von  u  Varlabelu.  Jedes  Glied  einer  solchen 
Function  ist  ein  Froduct  von  ganzen  positiven  Potenzen  der 
einzelnen  Variabein,  wobei  die  Summe  der  Exponenten  bestän« 


(2t)) 


53. 


Vüllsländigc  DiflünMitialc  vürsoliiiHlrnrr  Oriltianffcii. 
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dig  den  Wertli  tier  Zalil  p  hat,  Soitald  dahur  die  n  Variahehi 
der  homogenen  Function  (iurch  j;„  x^,  -  •  •  ^«  bezciclinet  werden, 
so  entspricht  jedem  der  oben  betraehteten  partiellen  Differeu- 
tialquotienten  ein  bestimmte«  Cüicd  der  erwäimten  homogenen 
F'uDeti<»n  in  der  Weise,  dass  die  einzelnen  Variabelu  hier  so  oft 
zu  einem  Froduct  vereinigt  .sind,  als  dort  nach  ilmen  ditfcrentiirt 
wird.  Die  Anzahl  der  sämmtlielien  verschiedenen  (llieder,  die 
in  der  bumogenen  Function  des  i>ten  Grades  vorkommen  können, 
tallt  deshalb  mit  der  Anzahl  der  sämmtliehen  partiellen  DJtfe- 
Tentialrinofienten  der  /yten  Ordnung  zusammen;  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  aller  aus  Ji  Elementen  unt  Wiederholung  gebildeten 
Combinatioiieu  zu  p  Elementen  und  wird  durch  die  obige  For- 
Tnel  (2^))  ausgedrückt. 


I 


§  53.    VoUständlg«  Differentiale  m&d  Dlfferenttalquotieiiteii 
v«ri€lil6dexier  Ordmiuiffea. 


Die  Darstellung  des  vollständigen  Ditferentials  einer  Func- 
tion von  mehreren  Variabein  beruht,  wie  in  §  45  bervorgehobeu 
ist,  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  bezligliehen  Differentiale 
der  Variabelu  sUmmtlieh  kleine  finfsKen  derselben  Ordnung 
sind;  alsdann  ist  das  vollständige  Diftereutial  gleich  dem  bis 
auf  kleine  Urössen  dieser  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  voll- 
Btäudigen  Differenz  der  Function.  In  Uebereinstimmung  mit 
demjenigen,  was  in  §  41  über  die  Differentiale  verschiedener 
Ordnungen  ansgettlhrt  wurde,  ist  das  zweite  vollständige  Diffe- 
rential der  Function  gleich  dem  bis  auf  kleine  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  zweiten  Differenz  der 
Function,  welcher  für  die  Annahme  gebildet  wird,  dass  die 
zweiten  Differenzen  der  einzelnen  Variabelu  kleine  OrövS!<en  der 
zweiten  Ordnung  seien;  die  höheren  Differentiale  der  Function 
werden  durch  ein  entsprechend  fortscb reitende»  Verfahren  de- 
finirt.  Während  die  ersten  Differenzen  der  Variabein  a,,  i;^?--- ^« 
als  kleine  Orögsen  der  ersten  Ordnung  die  Differentiale  der 
ersten  Ordnung  rfxp  dx,,^ . . .  rfa;^  lieissen,  werden  die  Differenzen 
der  zweiten,  dritten  Ordnung  n.  s.  f.  als  kleine  Grössen  der 
eutHprechenden   Ordnung  beziehungsweise   die  Differentiale  der 
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ist,  und  weil  Jeder  von  zwei   Kolclien  par- 


tion  fix^y  x.,, . . ,  xj  sind.  Wtnl  die  auf  zwei  verschiedene  Va- 
rialieln  Imzüf^lielien  partiellen  Ditferentialqnotientoii  vcnniige 
des  im  vorigen  §  erörterten  Satzes  einen  von  der  Anordnnng 
der  Differentiationen  unahliängigen  Werth  Iiaben,  so  dass  z.  B. 

tietlen  Differentialquotienteii  mit  dem  Product  derselben  beiden 
Differentiale  inultiplicirt  wird,  ho  treten  in  der  vorliegenden 
qu.ulratisehcn  Form  die  mit  dem  Prodiiet  von  zwei  verschiede- 
nen Ditl'erentialen  multiplieirten  Glieder  doppelt  auf,  während 
die  mit  den  Quadraten  der  einzelnen  Differentiale  multiplieirten 
Glieder  nur  ein  Mal  vorkommen.  Die  quadratische  Form  erhält 
daher  eine  mit  I,  §  81  tlbereinatimmende  BezeiL-hnung.  Indem 
mau  die  mit  den  zweiten  Difterentialen  der  Variabein  multipli- 
eirten Glieder  hinzufügt,  liefert  die  Gleichung  (3)  für  das  zweite 
vollständige  Differential  der  Function  /"(^p  %,  ...x^j  den  Aoe- 
driick 

(5,dVK,.„...,„)=;i;;i;^;*-^d.,rf.,+;i;i^d.x, 

Wir  wollen  die  Entwickelung  der  voll  stand  igen  Differen- 
tiale von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  nur  unter  einer  Ein- 
schrilnkung  durchführen,  welche  auch  bei  den  Functionen  eiiiiM- 
Variable  zur  Sprache  gekommen  ist  und  darin  be?teht>  das^s 
flir  alle  Variabein  die  ersten  Differentiale  conntant,  mithin  die 
Differentiale  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ver{?chwindiMi<i 
sein  sollen.  Bei  dieser  Annahme  fallen  auf  der  rechten  Seite 
von  (3)  alle  Glieder  mit  Ausnahme  derjenigen  fort,  die  in 
dx^j  dx^,...dx^  multiplicirt  sind;  gleiches  gilt  fUr  die  dem- 
nächst zu  bildenden  {p — l)tcn  Differentiale,  und  mau  crliUH 
demnach  das  in  Rede  stehende  jjte  Differential  gleich  ciiipr 
/j  fachen  Summe,  bei  der  jeder  der  p  Zeiger  (i,  6,  c, . . .  f  flir  sifb 
die  Zahlen  von  l  bis  »  durchläuft, 

(6)  /  f(jr^,  x.^, . .  ^ J  ==  '1"  '  v" . .  /J  -n-r^-f^.-  äx^  dx^ „dx, 

So  entsteht  eine  ganze  homogene  Function  oder  Form  des 
pteu  Grades  von  den  n  Differentialen  dx^,  dx^^.  ,.dx^,  hei 
welcher  jedes    aus    diesen  Differentialen  gebildete  Product  den 


I 


§  53.  Vollstündige  Differentialo  vernebicdener  Onlnimgo«. 

(8)      //•(a:„a:„...arj 


4-      . 


&■■ 


p-i.F-3(^l 


1 


*i'^  U^ 


(g^.— If/^.^ 


die  verschiedenen  Differentiale  der  partiellen  Differentialqiio- 
tieuten    .     >  ^  -  •  •  •  ^~  wie  auch  der  Variaheln  x,,x„...x, 

sind  kleine  Grössen  von  derjenigen  Ordnung,  welche  durch  die 
Ordnung  der  Differentiation  angezeigt  wird,  und  folglich  ist  das 
zu  hildendii  Aggregat  gleieh  einer  kleinen  OrOsse  der  ptcu 
Ordnung. 

In    dem    Fitlle  p  =  2    bat    man    die   Entwiekeluugoii   aus- 
zuführen 

.ff  . 


(4,     d(-f  )  =  -''' f     d^,+  ^|_rf. 


+  ...+ 


")■ 


JLL 


da?2  -f , 


+ 


-      .    -dx,  + 


dx^Bx,       ' 


aV 


öa?! 


dar. 


lind  hierauf,  nachdem  die  einzelnen  Aüsdrflcke  der  Reihe  nach 

mit  den  Differentialen  dx^,  dx^  . . .  dx^  raultiplicirt  sind,  von  allen 

Produclen  die  Summe  m  nehmen.  Das  Ergebniss  läset  sich  als 

"f  f 
eine  doppelte  Summe  darntellen,   2!  ^  -^ — ^ —  dx^  dx^^  hei  der 

jeder  der  beiden  Zeiger  n  und  &  fLlr  sich  allein  die  Reihe  der 
Zahlen  von  1  bia  n  durchläuft.  Diese  Summe  ist  eine  ganze 
homogene  P'nnt-tion  des  zweiten  Orades  oder  quadratische  Form 
in  Bezug  auf  die  n  Differentiale  dx^^  dx^, . . .  dx^,  während  die 
zugehörigen  Coefticienten  die  nach  den  gleichnamigen  Variabein 
genomuienen  zweiten  partiellen  Differentiahiuotienten  derFuuc- 


Sfl8 
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tion  f{x^y  x^j,..xj  sind.  Weil  die  auf  zwei  verschiedene  Va- 
riabein beKlif^lidien  partiüllen  DiÜerentialqtiotienteii  vermöge 
des  im  vorigen  §  enjrtt*rten  Satzes  einen  von  der  AnordmiDg 
der  Üiftercutiatioiieu  unaljliängij^en  Werth  haben,  so  dass  z.  B. 

-       —  =  -^ — .    ^  ist,  und  weil  jeder  von  zwei  solchen  par- 

^ät^  flsc^  d.T^  IVA',  " 

tiellen  Differentiahiuoticntcn  mit  dem  Product  derselben  beiden 
Differentiale  multiplit-irt  wird,  ho  treten  in  der  vorliegenden 
qntidratisehen  Form  die  mit  dem  Froduet  von  zwei  verschiede- 
nen Dirterentialen  muUiplieirten  Glieder  doppelt  auf,  während 
die  mit  den  Quadraten  der  einzehien  iJift'ercntiale  mnltiplieirteii 
Glieder  nur  ein  Mal  vorkommen.  Die  quadratische  Form  erhält 
daher  eine  mit  I,  §  81  übereinstimmende  IJezeiehnung.  Indem 
man  die  mit  den  zweiten  Ditferentialen  der  Variabein  mnltipli- 
cirten  Glieder  hinzufügt^  liefert  die  Gleichung  (3)  fUr  das  zweite 
vollständige  Differential  der  Function  /*(jt',,  x^,...xj  den  Aus- 
druck 


(5)  d-f{x,,x,,...x,)^  2: 


a  =  «  h  =  (» 


^V 


=  1  b  =  I  t)"^*«  t)«, 


d'x.. 


Wir  wollen  die  Entwickelung  der  vollBtliudigen  Differen- 
tiale von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  nur  unter  einer  Eiti- 
sehriinkung  durchfithren,  welche  auch  bei  den  Functionen  einer 
Variable  zur  Sprache  gekommen  ist  und  darin  besteht,  dass 
fllr  alle  Variabein  die  ersten  Differentiale  constant,  mitbin  die 
Differentiale  von  liöherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwindend 
sein  sollen.  Bei  dieser  Annahme  fallen  auf  der  reebten  Seite 
von  (3)  alle  Glieder  mit  Ausnahme  derjenigen  fort,  die  in 
dx^,  dx^f . . .  dx^  multiplicirt  sind;  gleiches  gilt  tlir  die  dero- 
näcbf^t  zu  bildeuden  (j? — l)teu  Differentiale,  und  man  erhält 
demnach  das  in  Rede  stehende  jate  Differential  gleich  ctu<»r 
|)fiic1ien  Summe,  bei  der  jeder  der  p  Zeiger  a,  b,  c, . . .  f  ftlr  si<'l! 
die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft, 

(6)  dt  fix,.  x,,..x:}=X  'J. .  /J ;.-  ^r-f^  ^^^  ^^-^^' 

S(*  entsteht  eine  ganze  homogene  Function  oder  Form  des 
^ten  Grades  von  den  n  Differentialen  d-x^,  dx^y..,dx^^  bei 
\A'elcbcr  jedes    ans    diesen  Differentialen  gebildete  Froduct  den 


L 


;nacb  den  entsprechenden  Variabein  genommenen  piexi  partiellen 
'l>ifferentiaI<iuotteiiteii  der  Function  f{a;^,  x^j.,.xj  zum  Coefli- 
eieuten  hat.  Jede  Verbindung  von  Zeigern  a,  b,  c, . . .  f  kommt 
Itier  ein  Mal  und  nur  ein  Mal  vor;  wenn  nun  zwei  solche  Ver- 
tiinilnngen  n,  b,  r, . . . !  und  n',  h\  c\  . . .  f\  abgesehen  von  der 
pAnordnung,  einander  ^i^leidi  sind,  so  fallen  erstens  die  Prodiictc 

fi  :r^  r/ .r^ .  . .  ff  j-,  und  dr^    dx^, dit^,    wegi^n    der  (Irundeigen- 

»ehntt  eines  Produet:«t,   und  zweitens  die  partiellen  DiftVieiiHal- 

onotienten  —'' 


^—  und 


r—  nach  dem  Satze  des 


origen  §  zusammen.    Es  kommt  daher  das  Glied 

in  der  homogenen  Function  so  oft  vor,  als  verschiedene  Ver- 
l>indungen  v<m  Zeigern  q',  b", , . .  f\  abgesehen  von  der  Anord- 
nung, der  Verbindung  Q,  b^  C, f  gleich  werden   können.    Uie 

Anzahl  aller  mögliehen  Pennutationen  der;)  Elemente  a,  b,  c, , . ,  f 
l>etrilgt  1.2.3,..^  oder  p\.    Sobald    unter  diesen   o   gleich 
<?inem  bestimmten  Zeiger,  ferner  ß  gleich  einem  Kweiten,  und  y 
gleich   einem  dritten  Zeiger  sind  u.  ».  f.,  so  giebt  es  otYenbar 
^ie   Anzahl    von    a\ß\y\.,.t\   Permutationen,    die   Überhaupt 
;lLeine  Veränderung  in  der  Verbindung  hervorrufen  und  deshalb 
liier   nicht  mitxureehnen  sind.     Die   Anzahl    der  Verbindungen 
<i*,  h\  c' . . .  I',   die   mit  dt-r  Verbindung  Q,  b,  c, . . .  f,  abgesehen 
"von  der  Anordnung,   Ubereinstiramen,   wird  somit  gefunden,  in- 
dem mau  die   Anzahl   der  sUmmtlichen  Pennutationen  p\  durch 
die  Anzahl  der  unwirksamen  it\  (i\  y\ .  . .  t\  dividirt;  sie  ist  da- 
her gleich  dem  Quotienten 

P] 

Durch  die  augestellte  Ueherlegung  leuchtet  es  ein,  dass  die 
auf  der  rechten  Seite  von  (t>)  befindliche  homogene  Function 
des  pten  Grades  so  viel  verschiedene  Glieder  enthält,  als  eine 
solche  Function  nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  §  gegebenen 
Ausftihrung  überhaupt  enthalten  kann.  Die  so  eben  bestimmten 
Zahlencoefticienten  treten  schon  bei  der  vorzugsweise  einfachen 
homogenen  Function  des  ^Jteu  Grades  hervor,  die  entsteht,  in- 
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dem  die  Summe  von  n  vcrändefiich^^i  Grössefi  oder  das  Polynom 
r,  -¥8.^+  . ,  .  z^  auf  die  ^tc  Potenz  erhoben  wird.  Mit  Anwendung- 
der  bei  der  Gleichung  (t3)  gebraucbteii  Bezcichnmig^en  crbUlt  man^ 

a  =  w  b—v  t  —  I» 

da  die  zu  potenzireiide  Suinine  durub    ^  s.,  ^  s ^  z*  be- 

zeichnet  werden  kann,  die  Gleidjunj; 

(7) 


fl— n    b  — «  \-=n 

(^, + ^, + . . .  +  ^ j'  =  2:  ^  . .  V  g  .  ^ . 

a  =  ]    b  —  I  f—  1 


Wenn  mau  jetzt  diejenigen  Glieder  vcreinii:;t,  welche  iu  dasselbe 
ProdiK't  vnii  Patonzeu  der  einzelnen  Variabehi  niulfiplieirt  sind, 

so  bekoiJinit  ein  Glied  e^  /^  e] . . ,  ^\  den  oben  bostinitnten  Zab- 

lencoefticienten   -,  _,    ,^ , »  der  sieh  auf  die  Einheit  reducirt, 

wofern  nur  ein  einziger  der  Zahl  /j  g:leicher  Exponent  vorban- 
deu  ist.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  Entwickelung  der  ptcn 
Foiais  des  Folpwins  z^-^ z^  +  . .  .e^, 


(8)  (^,  -f  ^2  + . . .  +  JiJ'  =^J  +  . .  .  + 


S\...B,   +,.. 


a\ß\y\.,.i\ 

welche  unter  dem  Namen  des  pohfnomincheti  Lehrsatzes  bekannt 
ist,  und  fdr  eine  Summe  von  zwei  Grl>ssen  in  den  in  I,  §  46 
angefahrten  binomischen  Lehrsatz  übergeht.  Die  Zahlcncoeffi* 
cientcn  der  verschiedenen  Produete  von  Potenzen  der  Variabein 
werden  Poh/mmiakoefßciitikn  genannt.  Man  darf  demnach 
sagen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6j  befindliche  Form 
des  pten  Grades  als  Coefrtcienten  der  verschiedenen  Verbindun- 
gen dx^j  dx^j..  .dx^  Producte  enthillt,  deren  jedes  aus  dem  be- 

d''  f 
treflTenden  partiellen  Ditferentialqiiotienten    . — = — - — ^ 


d 


und 


dem  zugehörigen  Polynomialcoeftieienten 


gebildet 


ulß\yL,.s] 

ist.  Eine  entsprechende  Darstellungs weise  läset  sich  fUr  jede 
Form  eines  beliebigen  Grades  anwenden;  sie  ist  im  Vorher- 
gehenden fllr  die  quadratischen  Formen  mit  beliebig  vielen 
Variabelu  benutzt  worden,  und  zwar  sind  die  Zahlencoeftieienten 
Eins  bei  den  Quadraten  und  die  Zahleucoefficienten  Zwei  bei 
den  Produeten  der  Variabein  die  aus  dem  Quadrate  eines  Poly- 
nttms  stammenden   respcetivcn   Polynomialcoeffieienten.    Dnrch 
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das  angefülirte  Princip  entsteht  aiipli  lieispiclsweise  für  eine  ho- 
jiiogeue  FiiiK'tioii  des  pten  Graden  mit  zwei  Varial>elii  die  Dar- 
stellung 


fix, S^)=a^,„ x^'^pa^_^,  :^  'y  + 


P(p-l). 


^'jU..-^a,y. 


Der  all^eiiieino  liogriff  den  UcHel»i^  oft  genommenen  voll- 
stiindigen  DiffiTeiitials  einer  Fnnetiou  nielirercr  Variabt'Iii  lie- 
y.ieht  sicli  auf  nnaUliätigige  Vcriuulenmgeii  der  Ict/teru.  Dt-iikt 
man  sitli  die  n  Variabein  .tj,  x^, .  .  ,  a:^  in  irfijend  einer  Weise 
von  einer  Variatde  f  nliliängij?,  so  werden  die  siinimtlirben 
nach  t  genümmeneti  vollständigen  Diö'erentialqnotieiitcn  der 
Function  fix^^  x^,...z'J  duri'li  Diviision  deti  vollstiindigen  DifTe- 
rentials  ^({x^,  x^,...xj  mit  der  j?ten  Potenz  des  Dift'erentiats 
ät  ebenso  erhalten,  wie  in  §  4r>  der  erste  vollständige  Differen- 
,  tia!<[itotiL'nt  aas  dem  ersten  vollständigen  Differential  abgch'itrt 
ist.  Mithin  folgt  ans  (5)  für  den  /Avt*iteu  vollständigen  Difi'e- 
rentialquiitieuten  der  Ansdruck 
(9)  d^n^,,x,,...x^) 


dt* 


0— n  b  =  « 

=    ^     £     ^ 

0=1  &=i  oX^dx^ 


ß*f       dx^  dx^         a-n    i)f     d 


+    £ 


dt    dt        „^1  Bx^    dt* 
^  Die  Voranssetzung,  das»  die  ersten  Differentiale  der  sännntliehiMi 
Variabein  eoiistant    sind    und    alle   folgenden  Diffcn/ntiale    ver- 
sehwinden,   deekt   sieh,    fall»    die    sUmnitlichen    Variabein    von 
einer  Variable  t  abhängen,  damit,  das»  die  sämmtliehen  Differen- 


d.T^ 
Itiahiuotienten    — 


dx^ 


eonstante    Werthe    haben. 


dt   '"'    dt 

Dies  geschieht  aber  nnr  dann,  wenn  jede  Yariahle  ü:^  in  Bezug 
auf  t  eine  Function  des  ersten  Orades  ist.     FUr  diese  Annahme 

folgt  aus  (ö)  die  Gleichung 


(10) 


df 


^V 


^  2;  2; ...  -2:  .    ^ 

0=1  b  =  i        !■=!   dx^dx^. .  .oa-f 


dx^  dx^ 
dt     dt 


im  uäehsten  Capitel  benutzt  werden  wird. 
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Capitel  VT. 

Entwickelun^  von  Functionen  mehrerer  Yar fabeln 
in  Fotenzreihen. 

§  64.    AaBdelutnng  dea  Taylor* «oben  Batsei  auf 
FmLotloneii  melireTeT  Varlabein. 


i 


Die  Än^be;  den  Würth  einer  Function  einer  Variable 
f{x  +  h)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  Grf^sse 
Ä  geordnete  Reihe  zu  entwickeln,  ist  in  4j  27  durch  den  Tay- 
^'schen  Satz  geliist  worden.  Bei  Functionen  von  mehreren 
Variabein  f  {x^J  x^j...xj  kann  man  jede  Variable  durch  einen 
zweigliedrigen  Ausdruck  ersetzen  und  jene  Aufgabe  dahin  er- 
weitern, dass  der  Werth  fix^+h^^  ^'j  +  Ä.i.  •  •  .a'„  +  \)  in  fine 
Reibe  entwickelt  werden  soll,  die  nacb  den  ganzen  positiven 
Potenzen  und  den  Prodncten  aus  den  ganzen  positiven  Potenzen 
der  Grössen  A,^  ky,...h^  fortschreitet;  eine  solche  Reihe  wird 
ebenfalls  eine  Potenzreibe  genannt.  Es  lässt  sich  aber  die  zweite 
Aufgabe  dadurch  auf  die  erste  zurückführen,  dass  man  mit  Hülfe 
einer  neuen  unabhängigen  Variable  t,  welche  die  Werthc  von 
der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  zu  durchlaufen  hat,  den 
Functionswertb  fix^-{-i /*^,  äc^+th., ..  .x^+i hj  bildet,  in  dem- 
selben sowohl  die  Grftssen  a:„  x^j  •  •  •  ^„  wie  auch  die  Grössen 
Ä„  A^,  ■ .  •  A„  als  fest,  hingegen  die  GrÖsKe  t  ala  veninderlich  an- 
sieht, und  den  betreffenden  Werth  durch  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  der  Grösse  t  geordnete  Reibe  darstellt.  Eine 
Function  ff  (Oj  welche  für  das  von  Null  bis  Eins  ausgedehnte 
Intervall  der  Variable  t  mit  Einschluss  derauf  einander  folgeiiden 
nacb  t  genommenen  Differentialquotienten  ff'{t}.  ff'"{t\  ...</>''  (<) 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  kann  nach  §  28  durcb  den 
Mae  Z-äwrtn'schen  Satz  folgendermasseu  eutwickelt  werden, 


^'-=/ 'S  ('-")""«■ 


wo  der  lU-st  11, 


.^,^,  mit  Hülfe  cint'H  positivcu  cchtcu  Bruches  fl 
auch  durch  den  Ausdruck 


(2) 


\6t) 


t 


/»  +  ! 


ersetzt  werden  kann.    Dauiit  nun  der  Fuiiftionswerth 

an  die  Stelle  von  ffit)  treten  k?lnne,  muss  derselbe  sanimt  seinen 
vollständigen  naeh  t  genonimeuen  Ditferentialquotientcn  von  der 
ersten  f)is  zu  der  {^  +  l)ten  Ordnung  für  das  von  Null  bis 
Eins  reichende  Intervall  der  Variable  /  eindeutig,  endlich  und 
«tetig  sein.  In  der  n  fach  ausgedeliuten  Mannigfaltigkeit  der 
n  Variabein  x^^  x^, , . .  x^  durchläuft  das  Werthsystem 

.Tj  +  Äj  ^,  X.J  +  Ä,  t,  .  .  ^'„  4-  /»^  t, 

während  t  van  der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  fort- 
Bchreitet^    eine  bestimmte  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 

die  mit  dem  Wertheystem  jj,  äj, x^  beginnt  und  mit  dem  Wcrtli- 

systcni  Xi  4-  A^  x.,  +  A^,  ..x^  +  h^  schliefst.  Wenn  man  für  «=^2 
die  Variabein  x,  und  x^  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Panktes  in  einer  Ebene,  fUr  n^S  die  Variabein  a:,,jc„fl;,  als  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume  deutet,  so 
wird  die  bezeichnete  Manuigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  durch 
diejenige  gerade  Linie  vertreten,  welche  beziehungsweise  den 
Punkt  (JCj, xj  mit  dem  Punkte  .(a;,  +  A,, .  .a:^ +/*J  ver- 
bindet. 

Die  auf  einander  folgenden  vollständigen  DitferentiaU 
quotienten  von  fix^  +  Ä, i, x^ -vh^t^. . x„  +  hj}  in  Bezug  auf  die 
Grösse  t  liefert  die  Gleichung  (10)  des  vorigen  §,  da  die 
einzelnen  Argumente  x^  -f  h^t^  x^  +  \t^  •  •  ^„  +  ^, '  Functionen 
des  ersten  Oracles  von  t  sind  und  beziehungsweise  die  eon- 
stanten  DirtV.'r<r>ntialfiuotientcn  ^,,  /f..  .  • .  ä^  ergeben.  Bei  dem 
einzuführenden  Werthc  ^  =  0  geht  das  Werthsyslera 
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(4)  <f 


in  das  Wcrtbsystoni  x"j,  x^j..x^  über,  so  dass  man  fttr  die  auf 
di^T  ix'('l)k'ii  Spitc  von  (li  vorkonimeiKleu  Ausdrucke  dii-  ftdgcn- 
dcn  Bestimmungen  erhält, 

</'  (0)  =   V  ^^^' V^ ^  A„ 

(3)  ^      rf/'(0)=    V      V^-V^   L  ^*oV 

wtihci  nie  im  vorigen  §  angenommen  ist,  dass  die  Au/alil  der 
Zeiger  »i,  l>, . .  f  gleieli  der  Zahl  p  sei.  Der  Mitteiwerth  '/'"*' '*'«0, 
dem  das  WerthMstem 

x^  +  A,  H  t,  u:^  +  h^ftt, . .  ic,,  +  h^  H  t 
entspridjt,  lässt  sieb  alsdanu  so  darstellen 


'\Ht)—  2:  j:  ...  i: 


7(;c,+/ii^/,...;r^+;i,Ö0 


KK-f^K 


Sobald  in  der  Gleielmng  (l)  der  Wertli  Ml  eingefiilirt  \vir<l,  bringt 
die  linke  Seite  den  Fiinetionswertb  fix^  +  A,,  x^  +  Aj, . .  x^  +  hj 
bervar,    und    es    ergieht    sich    die    gesiielite   Ausdehnung    des 
Tatjlor^L'hen  Satzes  auf  n  Variable 
(5)        fi^x-^hr  x.^  +  h.^,...x^'¥hj 


i2..,  =  .- 


1 


^  j; V  ^ 


*  +  l  2.3...(i>  +  l)a  =  lb'^r"'t^ll'^l 


iSj;^  ^a;j,..,^Xj^^j 


L 


TaylorWier  Sütj',  für  FiinctJMiiLji  mehrerer  Variabel 
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Die  Glieder  der  Entwit'keluiijj  sind  iiarli  den  Potenzen  tU'r 
f  nrreiiiente  h^,  A,, . .  h^  in  der  Weiwr  ^uunlnet,  dw»  das  tTütu 
vuii  denselben  uiialdiäiigig  ist,  dasa  hicniut"  ila.s  Aggre"J!;at  der 
Glieder  des  ersten  Gradce,  dann  das  Agj^regat  der  Glieder 
des  zweiten  Grades  bis  zu  dem  Aj^gregat  der  Glieder  des 
p  ten  Grades  folgt,  wodurch  nacb  einander  lauter  homogene 
Fiinetioneu  der  lut-reruente  h^Ji^,...h,^  von  bestlindig  watdiöcn- 
dem  Grade  auftreten,  deren  Cnefticienten  aus  den  /Aigeordnetcn 
partiellen  Diflferontialquotienteii  der  Fundion  fiäc^y x^, . .  x^)  ent- 
epringen.  Wie  man  durch  den  Taiflor'mheu  Satz  fUr  eine 
Fmutimi  einet*  Vuriablc  eine  naeli  den  ganzen  Potenzen  des 
Increments  fortschreitende  einfache  Summe  erhalten  hat,  so  liefert 
die  Gleichung  (r>)  hei  einer  Function  von  «im,  dreiy  n  Vana- 
bcln  respective  eine  doppelte,  dreifache,  n  faeJie  Summe.  Der 
Restausdruc-k  72  ,  hat  ein  ähnliches  Ilildungsgesctz  wie  hei 
einer  weiter  fortgesetzten  Kntwiekelung  du8  Aggregat  des 
(ji+liten  Grades  haben  wtlrde,  und  nnterHclieidet  sich  von  dcju 
letzteren  nur  dadurch,  das:*  in  den  sannntlichcu  vorkommenden 
partiellen  Differentiah|Uotienten  der  (;)  +  l)te.n  Ordnung  statt 
des  Werthsystems  x^yX,,.,x^  das  mit  dem  positiven  echten 
Bruche  fi  hergestellte  Werthsysteni  a:,  +  fiA^,  jt,  +  Bh^,  ■  ■  -f«  +  ^K 
sn)>stituirt  ist.  In  ilenj  Falle,  das«  der  Kestausdruck  i2^^^,  die 
Eigensehaft  besitzt,  für  eine  wacbsende  Zahl  p  nnmcriscli  be- 
liebig klein  zu  werden,  liefert  die  mitgethcilte  Entwickclung 
einen  Ausdruck  der  Function  f{x^  +  Aj,  x^  +  h.,^ . . .  ,r^  4-  A,)  durch 
eine  convergente  n  taeh  unendliche  Pntenzrcihe. 


§  SS.    Daritelluiii^  einer  rationalen  ganzen  Funotlon  mehrerer 

Varlabeln  durch  den  Taylor  sctien  Satz.    Darstellung  einer 

■Olohen  Fnnotlon  dnroh  eine  Verallgemeinerung^  der 

Sewto&'iohQn  InterpolattoiiHformel. 

Aus  dem  l'nistande,  dass  jede  rati(»ualc  ganae  Function 
eines  hestimmtcn  Grades  von  mehreren  Variabein  gleich  einem 
Aggregat  von  Producten  der  positiven  Potenzen  der  Varia- 
bein ist,  bei  denen  die  Summe  der  Exponenten  hijchstens 
den  Grad  p  der  Function  erreicht,    lässt  sich   leicht  scliliessen, 
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dass  jeder  von  di?r  Function  in  Heziij;  awf  die  Variabein  i;e- 
nomnienc  partielle  Diftcreiitiakiuotient  von  der  ptcn  Ordnuog 
j;lcicli  einer  Constante,  von  höherer  als  der  pten  Ordnung 
jjdeieh  Null  sein  miiss.  Wenn  man  daher  den  in  der  Gleichung 
(5)  des  vorigen  §  enthaltenea  Tm/Wschen  Satz  auf  eine  rationale 
ganze  Fnnetinn  des  ^jteii  Grade«  von  »j  Variabein  anwendet,  so 
zeigt  sieh  dieselbe  Ersrheiuung,  die  in  §  27  hei  einer  Function 
einer  Variable  wahrgenimiiuen  ist,  <lat>s  nämüch  der  Restaas- 
druek  12^^^,  verschwindet  und  die  Function  unter  Weglassung 
desf^elbcn  genau  dargestellt  wird.  Eine  rationale  ganze  Function 
des  p  ten  Grades  fi,?,,  r,,, . .  .  gj  der  n  Varial>eln  £^,  s.,, ...  -ff,  niuss, 
wenn  ^,  =:=  .^•^  +  Ä,,  -s-j,  =  a;^  +  kjj  .,.-?„  =  .«„  +  A,,  gesetzt  winl, 
zu  einer  rationalen  ganzen  Function  des  ;jten  Grades  der 
Elemente  k^,  h.,.  ■../*„  werden,  und  lässt  sich  als  solche  wie  in 
T,  §  70  auseinandergesetzt  ist,  in  eine  Summe  von  Aggregaten 
zerlegen,  die  in  Bezug  auf  die  Elemente  ä,,  ä.^,  •  -  •  /*^  homogen 
sind  und  respective  auf  den  nullten,  Iten,  2ten  bis  ^ ten  Grad 
gehen. 

Der  Tay/or'sche  Satz  löst  nun  die  Aufgabe,  die  Coefficien- 
ten,  mit  denen  die  verschiedenen  Verbindungen  der  Elemente 
ÄpAj,  ...A^  behaftet  sind,  von  vorne  herein  zu  bestimmen,  und 
weist  nach,  dass  diese  Coeffieienten  bis  auf  gewisse  numerische 
Factor en  mit  dem  Wertbe  der  Function  f{z^^  z.^y . .  •  J^j  und  den 
Werthen  ihrer  siimmtlichen  nach  den  Variabelu  genomnieneu 
partiellen  Ditterentialquotienten  bis  zu  der  /Hen  Ordnung 
eingchliesslich  für  das  Werthsystem  s^^j^,  ^.,=x^, .  .  s^^^x^ 
zusammenfallen.  Die  Gcsaramtzahl  dieser  Coefhcienten  ist  der 
der  Gesammtzahl  der  Coefticienten  der  allgemeinen  Function 
des  p  ten  Grades  von  u  Variahein  gleich  und  hat  vermöge  der 
Formel  (26)  des  §  52  den  Werth 

/n      1  i  ni  "^^*  +  ^^   I   "(»+1)(»  +  -^)  ,        ,  nin  +  l}{n+2}...{n+p-\) 

Da  jedoch  nach  einer  in  I,  §  70  ausgeftlhrten  Bemerkung  die 
Gesamratzahl  der  Coefticienten  der  allgemeinen  Function  des 
^>ten  Grades  von  «Variabelu  ebeuj«io  gross  ist  wie  die  Gesammt- 
zahl  der  Coefticienten  der  allgemeinen  homogenen  Function  des 
picu  Grades  von  m+1  Variabcin^  so  lUsst  sich  die  in  (1)  an- 


j 


§  w. 
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gegebene  Summe  durch  den  Ausdruck 

,o^  {n+l){n-\-2)...{n  +  p) 

^"^  1.2,3,..;) 

ereetzen.  Denkt  mau  sieh,  dass  hei  einer  rationalen  ganzen 
Function  des  pten  Grades  von  n  Variabelu  der  Werth  der 
F'iimition  und  ihrer  Bämmtlicheu  partielten  Diiferentiahjuo- 
tiontcn  bis  tur  pien  Ordnung  einschliosslieli  fiir  das  einzelne 
Werthsystem  :r,,  j-,^, .. .  j,,  gcg:cl}en  sei,  so  Hegt  eine  mit  der  An- 
zahl der  sämmtlichen  Coeftieienten  der  Function  gleiche  Anzahl 
von  Daten  vor,  mit  deren  Hülfe  die  Function  durch  den  Taylor- 
schen  Satz  fflr  die  heUehigen  Argumente  3:^'^\,x^+h^^..x^+h^^ 
da,s  hoisst  volhtändig,  dargestellt  wird. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  eine  rationale  ganze  Func- 
tion des  pteu  Grades  von  einer  Variable  vollstUndig  ausgedrUekt 
werden  kann,  soltald  die  Werthe  hekannt  i^iud,  welche  sie  lür 
p-ir\  venscliiedene  Werthe  tler  Variable  annimmt.  Die  hierzu 
dienende  ^W/o?i'sehe  luterpohitionsformel,  die  in  (22)  des  §  B9 
aufgestellt  i«t,  möge  in  Bezug  auf  eine  Function  des  |)ten  Gra- 
des f{x^  wiederholt  werden,  deren  Werthe  für  die  von  einander 
verschiedenen  Werthe  J'==Oqj  a,,...a  gegeben  sind.  Die  Glei- 
chung lautet 


1 


wo  die  Factoren  /*„,  f\,...f^  folgende  Bestimmung  haben: 

f.  =  /'(«o) 

'•        a„  —  «,       ö,  — a^, 


I 

I      ^         fM         ^         /X«x)  ,  LM 

Sobald  die  Abkürzungen 
(5)     rf,{jc)  =  x  — a.„ 

eingeführt  werden,  lassen  sieh  die  vorkommenden  Producte 
von  DifteriMizen  durch  die  nach  x  genommenen  Diffcreutial- 
quotfcnten  'i\{x),  7t\{z),.  .  darstellen, 


r 

L 
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und  es  nehiiiiMi  (.3)  iitirl  (4)  bezieh ungsweisu  die  Gestalt  an 

f  =  -fiO  4.  /^KI 


(8)  ^ 


/■„= 


Nacli  eiöem  bei  Gelegenlieit  der  Gleichung  (10)  des  §  39  mit- 
gctljeilten  8atze  bat  der  Auedniek  /'„  die  Eigenscbaft,  wenn  für 
/U)  eine  rationale  ganze  Function  des  fften  Grades  genommen 
wird,  den  in  derselben  vorkoiiimendeu  Coetticieuteu  von  jc''   dar- 
zustellen,   und  zu  versebwinden,  *fohaUl  flfr  f(x}  eine  rationale 
ganze    Funetion    von    niedrigerem    als    dem    «ten    Grade   ge- 
set/i  wird-     Ausserdem   ist  ottenbnr  das  Bildungsgesetz  von  f^. 
go    hesebaffen,    dass,    wenn    die    he/.Ugliebe    Funetion   fix)    in 
Summanden  zerlegt  wird,  es  bei  der  H«^rstellung  von  f^  erlaubt 
ist,   den  vorgeschriebenen  Process  mit  jedem  Summanden  aus- 
zuführen und  von  den  j^slnnntliehen  Resultaten  die  Summe  zu 
neiimen.    Hieraus  geht  hervor,  dasH  bei  der  uaeh  den  Potenzen 
von  .1'  geordneten  Entwickelung  der  Function  des  pten  Grades 
f{x)  diejenigen  Glieder,    welche   in  Potenzen  von  a"  vom   aten 
und  viin  liühercui  Grade  Tiinltlplirirt  sind,    einen  Beitrag  zu  f^ 
liefern,   weleher  die  betreffenden  Coeflieienten  im  ersten  Grade 
enthält,    dass    dagegen    die    Coeflieienten    der    Potenzen    von 
niedrigerem    als*    dem    fften  firade  keinen  Beitrag  liefern.     Auf 
diese  That^aehe  gestützt  kann  man  aus  der  Gleiehung  (7)  eine 
zur    Darstellung    von   rationalen   ganzen    Funetionen    mehrerer 
Variabelu  dienende  Verallgemeinerung  der  Newton'scben  Inter- 
polationsforniel  ableiten. 
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Es  sei  fix,  yi  eine  ratiuuak  j;anzü  f'inictiun  des  p  ten 
Oracle«  von  dvn  l>cii1eu  Vnriaheln  j-  iinil  y.  Insoiern  (lii-sflbu 
eine  ratiiiiuile  gnnxe  Fuiicüoii  des  ^/teii  (irades  von  x  ist,  wird 
sie  unter  Anwunduii^^  von  jj  +  1  diflVrt'uten  Werttieii  «„,  «„  . . .  «^, 
dureli  die  rechte  Seite  von  \1 )  dargestellt,  waterii  man  die 
önnnielir  von  y  ahh;in{j:enden  Fiietttreu  foiy),  t\[y),  •  ^  fj,i!f) 
'nittelst  der  folgenden  Gleichungen  detinirt, 


f'o{y)=fiao,!f) 


fifiiilf) 


'  rc  +  1 


nn 


man   die  Fiinetiun  f\a:,y]  nach  den  steigenden  Potenzen 

^^'  Variable  x  onlnet,  &o  ist  der  Coet'fieient  von  a"  eine  Function 

*^^  -?>  ten,  der  Coefhcient  von  u'  nur  eine. Function  des  (p  — l)ten, 

^  ^**    Ooeftieient  von  i'"  nur  eine  Function  des  (;)  — wjten  Grades 

*i   Hti^u|;  auf  //.     Nach  der  obigen  Bemerkung  enthält  f„iy)  alle 

^^ffic'ienten  dieser  Entwickelung  von/'(.T, //}  und  ist  deshalb  eine 

*tUetion  des  pteii,  l\  (tf)  alle  CoefHcienten  mit  Ansnahrae  des 

****ten   und   ist  deshalb  eine  Function  des  (;j— I)ten,  fjtf)  alle 

^efticienten  mit  Ausnahme  der  «   ersten  und  ist  deshalb  eine 

"^^^ction  de»  <j;  — cf)ten  Grades  von  y.     Indem  man  also  p+\ 

^^*   einander  verschiedene  Werthe  y  =  b^,b,,...b„  wählt  und  die 

exeichnunge 


aren 


12^  ^'^^>^y-K.2M^(!/-K)iy-^h-Q„^i(i/)^(u-h)"i!t-h) 

»Wendet,  lassen  sieh  die  in  i9^  vitrkonnnenden  Functionen  mit 
*AfV3    ^1^^  Formel  (7j  wie  folgt  ausdrücken 


^   ^^  ier  angedeuteten  Coeftieienten  haben  die  mit  HinxuKiehung 
^^^     CS)  zu  bildenden  Werthe 
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IM 


'  /«t.i»        ^' 


Ai(feo) 


(12)/ 


PV  +  iW 


4-...+ 


/•„(V  ,  z:/*!) 


/■...  /;w./".,--:^(;j  +  ^r  ^^  -/.„.„-p^ 


(13) 


t 


Hieniat-h  setzt  sich  f^^^^  aus  den  Werthen  der  Function  f{x^vD 
folgendemiassen  zasanimen: 


/«.^  ;,' 


:-v  + 


+ 

+ 


+  . 


^n' 


«+i 


Somit  entgteht  für  die  Function  des  jjten  Grades  /"(^',y),  indem 
7iy(a:)  =  l,  ßo(^)  =  l  genommen  wird,  die  Darstellung 


(14) 


wo  die  Summe  liher  alle  Verbindungen  «,  ^if  von  ganzen  positi- 
ven Zablen  einschliesslich  der  Null  auszudehnen  ist,  deren 
Summe  kleiner  2X9,  p  oder  gleich  j?  ist.  Die  Anzahl  der  Grössen 
f^  ^  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Coefficienten  der  Function 
/■(x,  ^)  Ulicreiii  «nd  hat  nach  der  ohigen  Formel  (2)  den  Werth 
(;)  +  l)(j>4-2) 

1.2 

Ebenso  gross  ist  die  Anzahl  der  Weilh Verbindungen 
x=a^jfj^=b  ,  ttir  welche  die  Functiouswerthe  fia^J*  )  bekannt 
sein  mltssen,  un»  die  sätnmtlichen  /"  .  zu  erhalten:  denn  es 
kommen  in  einem  einzelnen  Ausdrucke  /*„  ^  nur  solche  Werth- 
verbiudiingen  vor,  bei  denen  die  Zeiger  ?.  und  u  den  Ungleich- 
heiten 0  <;.<(?,(:)<(/<(:?  genügen  j  folglich  in  allen  Ausdrücken 
nur  diejenigen,  bei  denen  die  Summe  der  Zeiger  l-hfi<Zp  ht 
Demnach    reprilsontirt  die  Gleichung   (14)  eine  Interpolation»- 
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t:: 


i 


for-mel,  yenuöge  welclier  eine  rationale  ganze  Function  des  jJten 

G-T"a.<ics   ausgedrückt  wird,    sobald  die  betreffeudou         ^  -T    — 

Fiiiictionswertlie  gegeben  sind.  • 

Durch  Wirderbolung  des  angewendeten  Verfahrens  gelangt 
ina-u  zu  einer  luternolationsforniel  für  eine  beliebige  rationale 
ga^nzic  Function  von  beliebig  vielen  Variabein;  es  wird  ge- 
nlt^etu,  noch  den  Fall  einer  Funetion  des  j?ten  Grades  von  drei 
jVi*.i*i-i|jeln  f(x\if,£)  auszuttlbren.  Die  Systeme  von  ;^+l  diffe- 
nt^n  Werthen,  welche  der  ersten  und  zweiten  Variable  beizu- 
ie^^xi  sind,  mögen  wie  im  Vorstehenden  bezeichnet  werden,  filr 
clie  dritte  Variable  habe  man  das  System  von  /)  +  1  differenteu 
^V'ex^then  j?=Cp,  Cj, . .  c^,  und  es  sei 

i(^^>  iT,(j)=ir-c..,  a,U)  =  (^-0(ir-c,),  ... 

L  •  •  •  tf;,+i  W  =  (^— Co)  ('-c,)  . . .  (.^-c^\ 

-^^®       eine  rationale   ganze  Function  des   pten  Grades  von  der 
'^^i'ialjle  .r    kann  f{x,f/,£)  durch    die   Formel   (7)  ausgedrückt 
^^^*"<lcn,    und  zwar  sind  aus  den  angegebenen  Gründen  die  auf 
'^^^iider  folgenden  Faftoren  /'„  (if, '^), /*,  (y,  j? ),.../"  (^,  j?)  der  Ver- 
zückungen jf^{x)fn^{x),..Trp(x)  Functionen  der  Variabein  ij  und 
'^'      <leren  Grad  respective   durch   die  Zahlen  ^,  ^;  — 1,*  ..0  bc- 
^*^^lniet  wird.     Für  jede   einzelne  Function  f^^(jf,£)  liefert  die 
^  ^»TLel  (14)  eine  Darstellung 

^^  <*  >  L  (y, ') = £  L. ,. ,  t,  (y) ",  (»), 

^*^      welcher  sieh  die  Summation  auf  alle  Verbindungen  fi,  y  von 

Sa-m^^^jj    positiven    Zahlen    einschliesslich    der    Null    erstreckt, 

^^^^u   Summe  kleiner   als  die   Gradzahl  p  —  a  oder  höchstens 

elhen    gleich   ist.     Der   Ausdruck   /"„  ^     ist   durch   Ueber- 


^**;^-ung  der    in   (13)  für  f\ ^  aufgestellten    Regel    zu    bilden; 


«.  ,*,  r 


I 


^**^eibe  erscheint  als   eine  dreifache  Summe,   in  welcher  der 
^er  X  von  0  bis  «,  ft  von  0  bis  /^,  >'  von  0  bis  /  geht, 


Zei 


Fiinction  ({x^y^g)  erhält  dann  durch  Anwendung  von  (16) 
(7)  den  Ausdruck 


BCorT(^c^• 


Acv 


30^ 


cW^e» 


-*-»: 


.c^^-f^"'"'''n..«-'V-* 


-* 


I 


.bfvr-«» 


^^*'  t  r^^ ->  A>*-  „  eu.-- 


a. 


+ 


«öl 


,.«!.' 


4-  f>'* 


I 


da» 


GtösBe«  V     ^^„e 


ffeteu' 


jseo 


..•V 


saseo  c^ 


b, 


^t„  + 


rtr 


Volge 


I 


d»!''^' 


.cltf-'^.,...,.    ti«*''   .^^  da» 


det 


>A4e^«", 


deT 


tW*^" 


Vo^^^ 


,t\oix 


3C' 


.ide« 


\cr\>'«* 
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die  Punctiou  f{x,if)  in  (14),  und  die  ans  (1P\  (20)  und  (21) 
herrtihrendeii  Verbindnn^'i'in  ftlr  welche  die  Function /*(.r,  ?/,  jp)  in 
(18)  als  gegeben  fcilt,  liefern  bei  der  oft  «rebrauehten  ^'eonietri« 
seilen  Interpretation  ein  einfaches  Schema  von  Punkten  in  der 
Elieiie  und  im  Räume.  Fttr  zwei  Variabein  sind  die  Puulite  in 
ler  Ebene  nach  zwei  mit  den  beiden  Coordinatenaxen  parallelen 
Li*5litung;en,  für  drei  Varialieln  die  Punkte  im  Räume  nacli 
drei  mit  den  drei  Courdinatenaxen  parallelen  Riehtunj^en  in 
gleiohen  Abstanden  geordnet.  Die  durch  die  Ungleichheiten 
f <  ^^^^^  i\ß>^,it  ■\-  .i<.p  characterisirten  Punkte  der  Ebene  erfüllen 
parixllelagramniatiseh  das  Innere  und  die  Seitenlinien  desjenigen 
öreiecks,  dessen  Ecken  respective  die  Coordinateu 
ft  or  =  a^,  y  =  //„;  x  =  rt,,  +  pa,  tf  =  ?i,;  :/■  =  a„,  p  =  \  -h  pb 

nullen.     Die  diireli  die  irngleichheitcn 

et  >  0,  {i  >  n,  y>0,a  +  ii  +  y<,p 

ciiai-at-teiisirten  Punkte  des  Raumes  nehmen  parallelepipediseh 
ÜsxH  Innere  und  die  Seiteufliieheu  desjenigen  Tetraeders  ein, 
^lesBen  Ecken  respective  die  Coordinaten 

i»  =  «o,  !/  =  h^  +  pb,  0  =  e^\ 

«aben.     Gleichzeitig   sind  die   zu   einem   bestimmten   Ausdruck 

'ft,  ^    gehörenden  Punkte  der  Ebene,   deren  Zeiger  l  und  ft  die 

*^ '^Gleichheiten  0<A<Co,  0<//</":f  befriedigen,  in  einem  Paral- 

■    '^'<">grAntni,  die  zu  einem  bestinunteu  Ausdruck  f^  ^    gehörenden 

*^^nkte   des    Raumes,    deren    Zeiger    l^fi,v   die  Ungleichheiten 

*'^Ä<o, 0<;i</^,  0<i'<7  befriedigen,    in  einem  Parallelepi- 

P^Uon  enthalten,   von   denen   da»   erstere   in  dem   bezeichneten 

■  ^**eieck,  das  letztere  in  dem  bezeichneten  Tetraeder  liegt. 

■  Aus  der  Art,  wie  die  Ausdrucke  /*„,/*„,  y, /i^.  ^,,  ^t  sobald  tttr 
^^^  einzelnen  Variabein  Werthreihen  von  constanten  Diffe- 
renzen wie  in  (19),  (20)  und  (21)  angenommen  werden,  in 
"rlielie  übergehen,  bei  denen  der  Zähler  eine  gewisse  Differenz 

i  Oer  2^1  Ornnde  liegenden  Function,  der  Nenner  da«  Product 
H  ^^*  einem  Zalilcnfactor  und  den  entsprechenden  Potenzen  der 
H     '^^"^^tanten  Differenzen   der  Vartabeln   ist,    lUsst  sieh  scbliessen, 


erallgemein«rtiTig  der  Newton'schen  Interpoktionsfonne 

dass,  wenn  die  constaiiteM  Differenzen  üfh^c  der  Null  genähert 
werden,  f,.  .^egen  einen  durch  einen  Zahlenfjietor  dividirteii 
Dirtercntialquoticnten  von  /'(x),  /]^  ^  gegen  einen  durch  einen 
Zaiilenfaetor  dividirten  partiellen  Differentialquotienten  von 
A-*">y)j  f„,,t,Y  g*^gen  einen  dnrch  einen  Zahlenfactor  dividirten 
partiellen  Differentialiiwotienten  von  f{x,if,g)  fonvergirt,  deren 
Ausdrucke  die  folgenden  sind, 

1    ^M 


(22)  lim.y;      = 


«! 


für  a;s=n , 


da 
(23)  lim./;.,,  =„-,7!^ J^T^'  ^'  '="«-  V=*o. 

FUr  eine  Function  einer  Variable  f{x)  ist  in  §  »^9  nnter  Voranp- 
setzung  ihrer  Entwiekehing   durch  den  Ta^or'schen  Satz  nach- 
gewiesen, dass  der  uüt  einer  Werthrethe  -i— a„,  a„  . .. «^  gebildete 
Ausdruck  f^  sich  dem  so  eben  angeführten'  Grenzwerthe  auch 
dann  nähert,   wenn  die   Differenzen  «j  -—  a^, a,  —  a^   >  - a,—  «o 
als  kleine  Grössen  derselben  Ordnung  auf  eine  beliebige  Weise  ^^ 
gleichzeitig    abnehmen.      Sobald  filr  eine  Function  /'(^,  y)  \onM^:m 
zwei  Variabelu  und  f{x,if^e)  von  drei  Variabein  auch  eine  uachÄiÄ^ 
dem  Taylor  HchQU  Satze  erfolgende   Entwiekehing  angenomroe: 
wird,  zeigt  sich  auf  demselben  Wege,  dass  die  mit  lliuzufllgung  dei 


Werthreihcn  p=h^^,  Aj,...6^,, ä'^t^,  c 


wofern  auch  die  Differenzen 


.  c    gebildeten  Ausdrücke 


b,  - \,  b^-~ &o, . . .  \-b,,,  und  c,-c,^ c,  - r„, 


■^.-^0 


in  der  bezeichneten  Weise  beliebig  abnehmen,    ebenfalls 
die  in  (23)  und  (24)  angegebenen  Grenzwerthe  coD?ergiren. 

Dem  Vorgange  des  §  3<)  entsprechend  kann  man  fem' 
untersuchen,  wie  sich  die  zur  Darstellung  einer  rational 
ganzen  Function  dienende  Interpolationsformel  (14)  und  (1 
verhält,  wenn  die  Differenzen 

«1  -«01  Oj-  «0.  •  ■0;.— «o;  ^i~^.  K—K  ■  •  b^—K\ 

^1  ^~  ^Ml  ^'i         ^0»  •  •  ^/i         ''0 

auf  die    angegebene    Weise    gleichzeitig    abnehmen.      Alsdaw«^ 


\fl. 
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convergirt  das  Prodnct  7r^(x)  gegen  die  Potenz  (x — %TfQfl(y) 
gegen  (y—hy,a^(e)  gegen  {s—cj ,  und  aus  (14)  und  (18) 
werden  respective  die  Gleichungen 

an  die  Stelle  des  Zeichens  einer  Zahlenfacultät  hat  man  bei 
verschwindendem  Argument  die  Einheit  zu  setzen.  Die  her- 
vorgehende Darstellung  ist  genau  dieselbe,  welche  bei  der  be- 
treffenden rationalen  ganzen  Function  der  in  der  Gleichung  (5) 
des  vorigen  §  ausgedrückte  ToyZor'sche  Satz  ergiebt,  und  von 
der  im  Anfange  dieses  §  die  Rede  war.  Die  vollständige 
Uebereinstimmung  leuchtet  ein,  sobald  man  bedenkt,  dass  in 
der  nach  (5)  des  vorigen  §  auszuführenden  Entwickelung  der 

partielle  Differentialquotient  —  P^  die  Anzahl  ^"tfr  ^^^ 
Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  (a  +  z'^)!  dividirt  werden  muss, 

der    partielle    Difl'erentialquotient    ■  -  i—  Jr  ■    die   Anzahl 

Bx  djfBe^ 

'^^S^\       von  Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  (a  +  jtf  +  y)! 
zu  dividiren  ist. 


Capitel  VII. 

Xaxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  Tariabeln. 

I  M.    Absolut«  Mudma  und  Hbüma. 

Der  Begriff  des  Maximums  und  Minimums,  der  bei  einer 
Function  einer  Variable  in  §34  entwickelt  ist,  wird  auf  Functionen 
mehrerer  Variabein  dadurch  übertragen,  dass  man  festsetzt,  eine 
solche  Function  habe  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  Va- 
riabein dann  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  der  zugehiirigc 
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Functionswerth ,  mit  düiijenifjieii  Fnnctiüiiswcrthcn  verglichen, 
welche  einer  innerhalb  gewisser  Greuzea  eingeschlossenen  steti- 
gen Aenderung  der  Variahein  entsprechen,  beziehungsweise 
der  gröste  oder  kleinste  ist.  Da  die  stetige  Aenderung  eines 
Systems  von  mehreren  Variabein  entweder  so  geschehen  kann, 
da8i<  dieselben  von  ciiiaudcr  unabhänirig  bleiben  oder  so,  Aas» 
sie  durch  gegebene  Bedingungen  eingeschränkt  werden,  so  giebt 
es  auch,  diesen  beiden  Annahmen  entsprechendj  zwei  ver* 
schiedene  Arten  von  Maximis  utid  Minimis,  die  nach  einander 
zu  behandeln  sind;  die  erste  Art  umt'asst  die  ahmluien,  die 
zweite  Art  die  relativen  Mou-ima  und  Minima. 

Eine  Function  /"(ar^,  ar^, . . .  x^  erreicht  für  das  Werthny stein 
iCj^Cj, a:3,  =  C3, . .  ,x^  =  c„  ihrer  w  Variabein  ein  absolutes  Maxi- 
mum, sobald  innerhalb  der  stetigen  Mannigfaltigkeit  der  nteu 
Ordnung  dieser  Variabein,  das  hcisst,  für  alle  Incremente 
A,,Äj,  ...A^,  die  bei  einem  gegebenen  System  von  positiven 
kleinen  Grössen  w,,  w^,  ■  •'i^„  den  Ungleichheiten 

(1)  —  Wj  <  A,  <:  Wj,  —  w^  <:  Äj  <:  Wj, . . .  —  w„  <  A„  < 

genügen,  die  Differenz  der  Functionswerthe 

(2)  f{G,  +  \,  c,  +  A,„  . . .  c„  +  A„)  -  ({€,,  c,, , . .  rj 

stets  negativ  ist;  sie  erreicht  für  das  genannte  Werthsysteii 
ein  absolutes  Minimum,  sobald  die  zugehörige  Difterenz  (2) 
stets  positiv  ist.  Es  versteht  sich  von  selbst,  diiss  die  Differenz 
(2)  fllr  das  Werthsystena  A^=0,Äj=0, . . .  A^=0  verschwindet; 
die  aufgestellte  Forderung,  negativ  oder  positiv  zu  sein,  ist 
aber  so  aufzufassen,  dass  die  Differenz  für  kein  andere« 
Werthsystem  gleich  Null  werden  darf.  Ein  Mittel  zitr  Auf- 
suchung der  Maxima  und  Minima  einer  Function  /*(a?„ar3,...«c,) 
bietet  der  in  §  54  unter  (5)  angeführte  7rty^or'sche  Satz.  Wir 
wenden  denselben  an,  um  eine  Differenz 

/■(«!  +  Aj,  x.^-^  h^, . . .  x^  +  hj  -  f(x^,  a:,, . . .  a:J 

durch  ein  nach  den  Grössen  Aj,  Ag, . . .  h^  lineares  Aggreg:at 
unter  Hinzu fUgung  des  Restausdrncks  B^  darzustellen,  einer 
Function  der  zweiten  Ordnung  von  den  Grössen  A^A.^,  .-.*,, 
deren  Coeffieieiiten  Mittelwerthe  sind, 


r 
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(3)  fix,  +  ;*i,  X,  +  Ä„  ,..x„+  K)  -  fix,,  Xa, . . .  x^) 

=  j; ^^ A,  +  K. 


'21 


2  .  = ,  b^^ 


3x  a.t. 


Für  da»  in  (2)  mit  c„  c,, . . .  c^  bezei(?hnete  Wertlmystem,  bei 
(kni  ein  Maximum  oder  Minimuni  auftreten  soll,  ist  hier  die 
BeiK'iiniiTii;  a-j,  i'.j, ,.  .a"„  beibehalten.     Dtunlt  die  linke  Seite  von 

(3)  für  alle  WerthvcrbinduBgen  Ap  A.,, h^^  die  ein  System  von 

Unji^leicliheiten  (1)   erfüllen,    entweder  stetn  negativ  oder  steta 

positiv  sein  kÖime,   muss  das  Aggregat    £ h^ 

für  jedes    beliebige  System    von   Werthen  A^,  oder  mllssen  die 

in  dem  Aggregat  auftretenden  einzelnen  i^'actoren  von  A„  A^, . , ,  A^^ 

verschwinden.     Denn    geschähe    dies    nicht,    so    krmnte    dureh 

hinreictiende    Verkleinerung    der    Grössen   w,,  ü;j,...w^  bewirkt 

werden,    dass   der   uunierisehe    Wertli    des   Uestausdmck-^   i?j, 

welcher  in   Bezug  auf  h^,k^^.,Ji^  eine   Function   des   zweiten 

Oradea  ist,  nnbedingt  kleiner  würde  al«  der  nunieri^cbe  Werth 

0=: M  df{a!,f  Xm  .  .  .X  ) 
des  Aggregats    ^  — — ^r ~-  A  ,  und  es  stttnde  frei,  weil 

0  =  1  d.r, 

dasselbe  die  Grössen  h^  in  der  ersten  Potenz  enthält,  dureh 
eine  Aenderung  der  VorzeieUen  die  rechte  Seite  von  (3)  nach 
Willkür  positiv  oder  negativ  au  machen.  Eine  Forderung, 
welche  in  gleicher  Weise  bei  dem  Vorhandeuneiu  eines  Maxi- 
mums wie  bei  dem  eine«  Minimums  erfüllt  sein  niuss,  besteht 
also  darin^  daas  für  das  betreffende  Werthsystem  a:,,  a:„ . , .  x^ 
die  n  ersten  partiellen  Difterentialquotienten  der  Function 
f{x,y  x„ . . .  xj  verschwinden,  oder  die  n  Gleichungen  gelten 

{4} =  0    — ~ =0,.,   ^ =  ü. 

ö.r,  dx^  ox^ 

In  Folge  derselben  wird  die  linke  Seite  von  (3)  dem  Restaus- 
dnicke  7?,  gleich,  und  dieser  ist  es,  welcher  in  dem  Falle 
eines  Maximums  stet«  negativ,  in  dem  Falle  eines  Minimums 
stets  positiv  zu  sein  bat  Da  es  vernirtge  der  gegebenen  Defi- 
nition eines  Maximums  und  Minimums  erlaubt  int,    die  in  den 
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Ungleicliheiteu  (1)  enthaltenen  Grössen  w^  w^, . . .  w,  so  klein 
anzunehmen,  alß  es  die  üinßtünde  veilan^j;eii,  und  da  ftlr  die  in 
dem  Ausdruekc  /?,  auftretenden  partiellen  Differentialqnotieuteu 
die  Eigciii?eliaft  der  .Stetigkeit  vurausgesetzt  wird,  so  betraebtet 
man  den  Ausdruek  7?^  mit  der  Veränderim*r,  dass  die  in  den 
|iartiellen  DitTerentialquotienten  erseheinendon  Variabein  statt 
der  mit  dem  echten  Brnuhe  »  gebildeten  Werthö 

beziebungawcisc  die  Wcrthe  x^fä:^,,..x^  erbalten.  Dadurch 
kommt  statt  TJ,  die  homogene  Function  des  zweiten  Grades 


(5) 


,.^,.^,   S'fiy.       .J 


2  a^l  t>  = 


cl.«   dx^ 


und  ea  Idcibt  zu  entscheiden,  unter  welclicn  Bcdin|j:ungen 
diese  tür  die  ztiUlssigen  Werthverbinduugen  Aj, A,^, .../»^  stets 
negativ,  unter  welchen  sie  stets  positiv  ist  Hierbei  ist  der 
Um.stand  von  grossem  Belang,  dass  S^  eine  homogene  Function 
des  zweiten  Grades  der  Griissen  ä,, /<„,..,  ä„  ist.  Wenn  eine 
solche  Function  fllr  ein  bestimmtes  Werthsysteni  der  Variabeiu 
Ä,,Aj, .../*,,  einen  gewissen  Werth  ii  annimmt,  so  erhält  die- 
selbe, fiills  jeder  Variable  der  mit  demselben  Factor  q  multipli- 
cirte  frühere  Werth  beigelegt  oder  das  Werthsysteni  g/fj,  p /*.„.. ^Ä^ 
suhstitwirt  wird,  den  dureii  Muitiplicatiun  mit  dem  Factor  q* 
entstehenden  Werth  ^''ß.  Gegenwärtig  sind  die  Grössen 
Aj./ij,  .../*,,  an  die  Ungleichheiten  (1)  gebunden,  bei  welchen 
(Oj,  (d^,  •  •  .  %  angemessene  kleine  Werthe  erhalten  dürfen. 
Offenbar  lässt  sieh  aber  flir  jedes  gegebene  System  von  end- 
lichen W^erthen  A^,  A^,  .. .  h^  eine  Grösse  q  so  bestimmen,  dass 
die  Werthe  ßA,,  gkj, .  .  pA^,  den  vorgeschriebenen  Ungleichheiten 
(1)  genügen.  Sobald  daher  die  Function  S^  für  irgend  ein 
System  von  endlichen  Werthen  gleich  einer  Grösse  £1  wird,  so 
nimmt  sie  tttr  das  die  Ungleichheiten  (1)  befriedigende  Wertb- 
system  pA,,  pA,, . , .  ßA„  den  Werth  e*ii  an.  Der  Werth  Q*iS^ 
hat,  wenn  Li  von  Null  verschieden  ist,  mit  11  dasselbe  Vorzeichen, 
und  verschwindet  mit  il  zusammen.  Damit  also  die  Functio! 
S^  die  Eigenschaft  habe,  für  jedes  die  Ungleichheiten  (1 
erfüllende     Werthsystem     mit    Ausnahme     des     Werthsystei 


^^    66.  Absolute  Maxima  und  Minima.  309 

-^^j=o,Ä2=0, . . .  Ä^=0  negativ  zu  sein,  muss  5,  dieselbe  Eigen- 
schaft  für  jedeB  Werthsystem  h^, h^,... h^  überhaupt  besitzen, 
~«iind    damit    die    Function    S^    für  jedes    die    Ungleichheiten 
C^l)    erfllllende   Werthsystem   mit  Ausnahme  des  Werthsysteras 
,Äj  =  0,  Äj  =  0, . . .  Ä^  =  0  die  Eigenschaft  habe,  positiv  zu  sein, 
TKiinss  sich  wieder  S^  fUr  jedes  Werthsystem  ä,,  ä^,  . . .  h^   tlber- 
Tftianpt    ebenso   verhalten.     Nach  I,  84   heisst    eine   homogene 
^Vunction    des   zweiten    Grades    oder   eine    quadratische  Form 
^von    n  Variabein,   welche   für    alle    möglichen    reellen  Werth- 
^ysteme    der    Yariabeln    Werthe    von    demselben    Vorzeichen 
.atnnimmt    und    nur    verschwindet,    wenn    jede    einzelne    Va- 
:x-iable  gleich  Null  wird,  eine  wesentlich  positive  Form,  sobald 
asie    nur    positive    Werthe,    eine    wesentlich    negative    Form, 
sobald    sie    nur   negative    Werthe    erhalten    kann.      In    dem- 
selben   §   werden   die   Criterien   aufgestellt,    welche    erkiennen 
lassen,   ob  eine   gegebene  quadratische  Fonp   von  n  Variabein 
"wesentlich    positiv    oder   wesentlich   negativ   oder   keines  von 
l)eiden   sei.    Wie   man   gesehen  hat,   hängt  nun   die   bei  den 
Aufgaben  de  maximis  et  minimis  zu   treffende  Entscheidung 
^avon  ab,   ob  die  in  (5)  definirte  Function  S^  der  Variabein 
Äj, Äj,...Ä^  wesentlich  negativ,   wesentlich  positiv  oder  keines 
von  beiden  ist    Die  Function  f{x^, x^j... x^  hat  fUr  ein  Werth- 
system,  das  die  Gleichungen  (4)  befriedigt,  ein  Maximum,   ein 
Minimum  oder  keines  von  beiden,  jenachdem  sich  die  Function 
S,  in  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falle  befindet;  die  in  I 
entwickelten  Criterien  des  Verhaltens  einer  quadratischen  Form 
liefern  daher  zugleich  die  Bedingungen,  unter  denen  der  erste, 
zweite    oder   dritte  Fall  eintritt.     An   der   Stelle  der  Forde- 
ning,    dass   die  n  Gleichungen   (4)   erftillt   sein   sollen,   stand 
Vorher  die  zusammenfassende  Forderung,    dass   das  Aggregat 

^ -^ Ä^  ftlr  jedes  beliebige  System  von  Werthen 

ÄjjÄg,  ...Ä^  ZU  verschwinden  habe;  es  leuchtet  ein,  dass  aus 
Jeder  der  beiden  Forderungen  die  andere  mit  Nothwendig- 
^eit  folgt  Werden  die  einzelnen  Incremente  \  durch  die 
gleichnamigen  Differentiale  dx^  ersetzt,  so  geht  vermöge  der 
Formeln  (1)  und  (6)  des  §  53  das  genannte  Aggregat  in  das 
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vollständige  erete  Differential  dfix^,  x.j,  — cj,  die  obi^c  Summe 
(5)  in  den  halben  Werth  des  vallj*täudigen  zweiten  Differeutial» 
(Vf(jc^,x,jf ,.  .xj  über,  welcher  mit  eon&taiiten  ersten  DiflTereuti- 
aleu  dx^,  dx^y . . .  dx^^  gebildet  ii^.  llieruaeh  rechtfertigt  »ich 
die  Aussage,  dass  die  gegebene  Function  fix^fX^^. .  .x^)  fUr 
ein  Werthsystem  jc,,  ä;^,  . . .  ;c„  daAii  ein  Maxiimini  oder  Mininmni 
wird»  wenn  das  vollytilndige  erste  UitTerential  d f'(x^,x^,.,xj 
unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale  r?./ „  r/ic.,, . . .  rfj:^ 
versehwindet,  und  das  mit  eoustanten  DirtVientialen  dx^,dx.^,..dx^ 
gebildete  vnllKtäudige  zweite  Ditlerential  rf'A^u  ««".ij  •  •  •  ^.)t 
respectivc  eine  wesentlich  negative  oder  eine  wesentlich  imsitive 
qnadratistdic  Form  dieser  Elemente  ist.  Auf  den  Fall,  in 
neh'heiii  die  säiinutliehen  partiellen  Differentialqnotienten  der 
»weiten  Ordnung  für  das  Werthsystem  j-j,  j;.j,  .  ..x^  verschwinden, 
mithin  die  Function  H^  unbedingt  gleich  Xull  i.st,  wird  unsere 
Uuterf?nchung  nicht  ausgedehnt  werden. 


§  57.    AbKOlate  Maxim«  und  Hijilma  von  Fttnotloii«!!  von 
zw«i  und  drei  V&rt&beln. 

Ans  der  im  vorigen  <$  angestellten  Enirternng  geht  hervor, 
da88  die  Anzahl  der  Variabein,  von  denen  die  Function,  die 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  abhängt,  zugleich  dir 
Anzahl  ilcr  Elemente  der  (luadratischen  Form  bestimmt,  deren 
Beschaffenheit  Über  das  Aulltreten  eine«  Maximums  oder  Mini- 
mums entscheidet.  Da  nun  die  Bedingungen,  welche  eine 
([uadratische  Form  zu  einer  wesentlich  pttsitiven  <ider  wesent- 
lich negativen  machen,  um  so  einfacher  sind,  je  kleiner  die 
Anzahl  ihrer  Elemente  ist,  bo  mt>gen  die  Functionen  von  zwei 
und  drei  Variabeln  zur  Erleichterung  der  Uebersicht  Rpeciell 
behandelt  werden.  Die  Fnnctiou  S^  in  (>>)  des  vorigen  §  läüst 
sich  in  der  Weise  darstellen,  da«s  anstatt  jedes  daselbst  vor- 
kommenden partiellen  Differentialquotieuten  ^^  J"    * 

Zeichen  a^^  gebraucht  wird,  tMr  welche«  die  (ileichnng  o^  6=aj 
besteht;  sie  nimmt  dann  bei  der  Voranssetznag  von  «we 
Variaheln  die  Gestalt  an 
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(1)  Ä,  =  2  (a,j  Aj  +  2  a,,  h,  h,  +  a,,  äJ). 

Damit  5,  wcHuntlich  positiv  oder  negativ  oei,  ninss  nach  I,  §  70 
die  Detenninantü 

(2)  ai,aM-öL 

einen  die  Null  Übertreffenden  Werth  haben;  5,  ist  wesentlich 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  GoefHcient  a^^J  der  als- 
dann nicht  verschwinden  kann,  positiv  oder  negativ  ist. 

Nimmt  man  wie  in  §  48  an,  dass  eine  Fläche  im  Räume 
dadurch  bestimmt  sei,  dass  von  den  rechtwinkligen  Goordinaten 
eines  Punktes  derselben  die  eine  z  als  Function  der  beiden 
anderen  gegeben  ist,  welche  jetzt  x,  und  x^  heissen  mögen, 
so  bezieht  sich  die  in  Kode  stehende  Aufgabe  auf  die  Punkte 
der  durch  diu  Gleichung 

(3)  z=f{x,,x,) 

characterisirten  Fläche,  in  welchen  der  Abstand  von  der  x^  x^ 
Ebene  ein  gröster  otler  kleinster  ist.  Die  von  dem  Werthsystem 
x^y  x^  jedenfalls  zu  erfüllenden  Gleichungen 

welche  ans  (4)  des  vorigen  §  hervorgehen,  drücken  dann  aus, 
dass  die  in  (7)  des  §  48  vorkommenden  Grössen  tga  und  tg/9 
zu  verschwinden  haben;  demnach  muss  die  in  dem  betreffenden 
Punkte  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene  mit  der  x^  x^ 
Ebene  parallel  sein.  In  Folge  dessen  bezeichnet  die  Differenz 
f(x^'^h^JX,+h^)—f{x^yXt)  den  Abstand  eines  Punktes  der 
Fläche  (af,  +  Ä,  aj,  + /»„  £)  von  der  erwähnten  Tangentialebene; 
diese  Differenz  wird  aber  nach  dem  Taylor'scben  Satze  bis 
auf  kleine  Grössen,  die  in  Bezug  auf  A,,  A,  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  durch  den  obigen  Ausdruck  S,  dargestellt. 
Bei  einer  wesentlich  negativen  Function  S^  liegt  die  ganze 
Fläche  mit  Ausnahme  des  Maximumspunktes  auf  der  Seite 
der  Tangentialebene,  auf  der  die  e  Coordinaten  abnehmen, 
bei  einer  wesentlich  positiven  Function  S^  mit  Ausnahme  des 
Minimumspunktes  dagegen  auf  der  Seite,  auf  der  sie  wach- 
sen. Wie  in  1,  §  79  gezeigt  ist,  erfüllt  die  Function  5,  weder 
die   eine  noch  die  andere  Forderung,   sobald  die  Determinante 
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(2)    gleich   Null    o(kr    negativ   wird.     Verschwindwl   dit'selhe, 

80  ist  Ä'j  gleicli  oinoin  iniizigen  Quadrat,  das,  falls  «j,  uicht  aucb 
verschwindet,  durch  die  Gleichung 

(1*)  ^>=2»..(*-+ä;:'0' 

oder,  falls  Ojj  verschwindet  und  folglich  auch  a^^  gleich  Null  Ist," 
durch  die  Gleichung 


(1**1 


&'..= 


«,a  K 


dargestellt  wird.    Beide  Male  kann  S^  kein  anderes  Vorzeichen 
als  da?  der  Coefticientcn  «,,  oder  a^^  annehmen,   verschwindet 


aber  im  ersten  Falle  für  A,  4-  — A,=0,    im   zweiten   B^alle   für 

«II 

Aj=0.  Jede  dieser  Gleichungen  hestimmt  eine  von  dem  vorhin 
detinirten  Punkte  {x,fX,,,e)  ausgedehnte  gerade  Linie,  Ulngs 
welcher  die  construirte  Tangentialebene  mit  der  gegebenen 
Fläche  bei  einer  bis  auf  kleine  Grßssen  der  zweiten  Ordnung 
gehenden  Genauigkeit  ziisammcnfällt,  das  heisst  zufolge  §  37 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  bat.  Insofern  liefert  als- 
dann die  £f  Coordinate  weder  ein  absolutes  Maximum  noch  ein 
absolutes  Minimum.  Wenn  die  Determinante  (2)  einen  negativen 
Wertb  hat,  so  kann  die  Function  S^  sowohl  positive  wie  aucli 
negative  Werthe  annehmen.  Sie  verschwindet  für  zwei  notli- 
wendig  unter  einander  verschiedene  Verhältnisse  der  Grössen 
A,  nnd  h^\  diese  bestirmnen  zwei  in  der  Tangentialebene  tles 
Punktes  U';,  J,,^)  durcli  denselben  laufende  gerade  Linien, 
in  Bezug  auf  welche  sich  die  Function  S^  so  verhalt,  dass,  wer 
die  vier  von  dem  Punkte  (j-,,  x^^  ^)  ausgebenden  halb  nn- 
endliehen  Linien  nach  einander  überschreitet,  regelmässig  ah- 
wechselnd  von  positiven  Werthen  von  S^  zu  negativen  und  von 
diesen  wieder  zu  positiven  gelangt. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  ein»-  Function  des  zweiten 
Grades  von  A\,x.^f  die  absicbtlieh  so  geschrieben   wird,   dass 
die  ftir  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  eingeführten 
Bezeichnungen  0,^  a,^,  a^.^  tibereinstimmen, 
(5)         f{x„j^,) 
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I>ie    obigen  Gleichnngen  (4)  werden  dann  zu  den  folgenden 

(O)  Ol,  x^  +  a^2  x^  +  e^^~  0, 

a^x^  +  a^x^-he^  =  0, 
^«^^l<3he  nach  I,  §  71  ftlr  a;j,:r,  ein  einziges  ToUständig  bestimmtes 
^V'^xihsystem  ergeben,  so  lange  die  Determinante  o,ja^  —  a,^ 
i^^c^liMt  gleich  Null  ist.  Zu  dieser  Bedingung  kommt,  damit  ein 
^sL^^imum  oder  Minimum  vorhanden  sei,  noch  die  Torhin  nach- 
g'^'vv- iesene  Bedingung  hinzu,  dass  die  in  Rede  stehende  Deter- 
»f^i^Äainte  positiv  sein  muss;  für  einen  negativen  Werth  von  a,j 
**"i"fc"fc  dann  ein  Maximum,  fUr  einen  positiven  Werth  desselben 
^o  ^üficienten  ein  Minimum  auf.  Die  bei  der  Function  (5)  durch 
*^*^       Gleichung  (3)    dargestellte    Fläche    wird    ein   Paraholoid 

In  dem  Falle  von  drei  Variabein  geht  die  Function  5, 
"  ^"^  *"«h  die  abgektirzte  Bezeichnung  der  zweiten  partiellen  Diflfe- 
*'^*^'t;ialquotienten  in  den  Ausdruck  Über 

In  I,  §  85   sind  dafür,   dass  5,  eine  wesentlich  positive 
**^^^r  eine  wesentlich  negative  Form  sei,  verschiedene  Systeme 
^*^    Bedingungen  angegeben  und  verglichen;   bezeichnet  man, 
*  ^^  dort,  bei  dem  symmetrischen  Schema 

«11       «12       «13 

«21       «W       «28 

^^  «31       «32       «88 

^^    adjungirten  Elemente  beziehungsweise  mit 

Al       -^12      As 

Al       Ai2      -^23 

--J    ^  -^1       -^32       -^33, 

*■  ^^^  Determinante  mit  D,  so  ist  ein  System  von  nothwendigen 
^-^^^^3  hinreichenden  Bedingungen  für  den  wesentlich  positiven 
*-^~^«racter  von  S^ 

)^^  a„>0,4,3>0,2)>0, 

^Zr^^^  den  wesentlich  negativen  Character 
^^^  a„<0,^33>0,D<0. 

^  ^  Beispiel  diene  die  Function  des  zweiten  Grades,  die  nach 
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demselben  Gesichtspnnkte  wie  die  Fanction  (5)  bezeichnet  ist, 

(10)  t'{x„x^,x^) 

=  2  Ki-'*^?  +  vi  +  «33^1  +  -  «23^a*"3  +  203,  x^x,  +  20,^0;,  x.^ 

Zaerst  sind  dann  die  Gleichungen  (4)  des  vorigen  §  za  bilden; 
sie  nehmen  die  Gestalt  an 

(11)  a,i  x^  +  a,.^  ür,  +  a,,  x.^  +  e,^  =  0 

«21  ^I    +  '»W  ^2  +   *»23  ^3   +  ^24  =  ^ 
«31  ^,    +  «:«  ^2   +  «3:.  «3  +  «34  =  ^' 

Dieselben  liefern  nach  I,  §  72  dann  und  nur  dann  ein  einziges 
vollständig  bestimmtes  Werthsysteni,  wenn  die  so  eben  deiinirte 
Determinante  B  nicht  gleich  Null  ist.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung entstehen  mit  llUlfe  der  eingeführten  adjangirten  Ele- 
mente die  Ausdrücke 

02")  a;  =  ~  ^ "  ***  "^  ^""  --  ~^~  ^^ 

_  ~*  -^12  «14  "*  -^22  «24  ~  -^92  «M 
~  -^13  «14  ~  -^23  «24  -^»8  «34 

^-  = z. 

Dieses  eine  Werthsysteni  bringt  ein  Maximum  hervor,  falls  die 
Bedingungen  (9),  ein  Minimum,  falls  die  Bedingungen  (8)  er- 
füllt sind.  FUr  die  Darstellung  des  Werthes,  welchen  die 
Function  /'(^,)  -c^,  x^)  bei  dem  Wertbsystem  (12)  annimmt, 
ergiebt  sich  eine  Vereinfachung,  indem  in  (11)  der  erste  Aus- 
druck links  mit  ä„  der  zweite  mit  x^,  der  dritte  mit  x,  mnlti- 
plicirt  und  von  den  Producten  die  Summe  genommen  wird^ 
Sobald  man  zu  dieser  Summe  noch  den  Ausdruck 

(13)  ej,  a?i  +  e^  x^  +  63,0:3-^  e^ 

hinzuaddirt,   so  ergiebt  sich  der  doppelte  Werth  der  Fnnetior 
f{x^iX^yX.^\  derselbe   muss   deshalb   für  das   den  Gleichaagei 
(11)  genügende  Wertbsystem  gleich  dem  Ausdrucke  (13)  werdei^ 
woraus  die  Bestimmung 
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(14)         f(x,,x^,x,) 

'  D 

folgt.  Auf  entsprechende  Weise  kann  mit  der  Function  (5) 
von  zwei  Variabein  und  auch  mit  einer  Function  des  zweiten 
Grades  von  beliebig  vielen  Variabein  verfahren  werden. 

I  58.    BaUtiTt  Kaadma  vbA  Minima. 

Nach  der  in  §  5()  aufgestellten  Definition  nimmt  eine 
Function  von  ti  V.iriabeln  /'(ar,,  j;,, . . .  xj  fttr  ein  bestimmtes 
Werthsystem  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  an,  wenn 
der  Functionswerth  fUr  eine  solche  stetige  Aenderung  der 
Variabeln  ein  grttster  oder  kleinster  ist,  bei  der  sich  die  Va- 
riabeln  nach  gegebenen  Bedingungen  richten.  Solche  Bedin- 
gungen sind  Gleichungen,  vermittelst  deren  man  eine  mit  der 
Zahl  der  Gleichungen  übereinstimmende  Zahl  von  Variabein 
als  Functionen  der  übrigen  Variabein  darzustellen  vermag. 
Während  die  n  Variabeln  ajj,  ar^, . . .  x^,  für  welche  die  Function 
f(x^yX,j,...x^)  gegeben  ist,  eine  Mannigfaltigkeit  der  w  ten  . 
Ordnung  ausmachen,  bewirkt  das  Auftreten  der  in  Rede  stehen- 
den Bedingungsgleichungcn,  deren  Anzahl  l  genannt  werden 
mifge,  dass  nur  n  —l  Variabeln  unabhängig  veränderlich  bleiben; 
hiermit  wird  innerhalb  der  ursprünglichen  Mannigfaltigkeit 
der  nten  Ordnung  eine  Mannigfaltigkeit  der  («~-Z)ten  Ord- 
nung bestimmt,  auf  welche  sich  das  relative  Maximum  oder 
Minimum  bezieht.  Wir  denken  uns  die  l  Bedingungsgleichun- 
gen, deren  Zahl  offenbar  kleiner  sein  muss  als  die  Zahl  n 
der  Variabeln,  so  ausgedrückt,  dass  jede  der  Functionen 

(1)  tjTi  (a?!, . . .  a:J,  (/),  {x^,  •  •  •  a:J,  . . .  y,  (a;„  ...x„) 

einen  vorgeschriebenen  constanten  Werth  habe,  und  setzen  vor- 
aus, dass  die  Variabeln 

(2)  ^«-1+1  >  ^11-2+2  »•••■^11 

diesen  Forderungen  gemäss  als  Functionen  der  übrigen  Variabeln 

(3)  a?,,  a?2, . . .  x^_, 

bestimmt  werden  können.    Indem  die  Ausdrücke  der  Variabeln 
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(2)  in  die  Fnnctiou  /"(a;,,  Xj, . . .  xj  substitiiiil  werden,  verwandelt 
sich  dieselbe  iu  eine  Function  der  n  —  l  Variabein  (3).  Die 
anfzusiichenden  relativen  Maxima  und  Minima  der  Function 
/■(j'j,  j-j,  .  .  .  xj  sind  aber  nicLt8  .inderes  als  die  absoluten 
Maxima  und  Minima  der  so  eben  bestimmten  Function  von 
n—I  Variabelu.  Wenn  man  dalier  durch  Anwendung  der  in 
den  vorig-en  §  mitpetheilten  Rep^eln  die  Maxima  und  Minima 
der  letztem  aui'sucbt,  so  it*t  damit  die  betretteade  Aufgabe  der 
relativen  Maxima  und  Minima  gelöst 

Aus  der  vorstehenden  Ueberleguufi;  geht  hervor,  dass  die 
Behandhing  der  relativen  Maxima  und  Minima  keine  principiellen 
Sehwierigkeiteu  eondern  nur  Sei>vvierig:keiten  der  Darstellung 
enthalten  kann.  Bevor  wir  eine  eigenthümliehe  Methode  aus- 
einander setzen,  welche  zur  Ueberwindung  der  in  der  That 
vorhandenen  Schwierigkeiten  aufgefimden  ist,  behandeln  wir 
den  Fall  einer  Function  von  zwei  Variabein  /*(.r,,a;,),  für  welche 
eine  Bedingungsgleichung  iy>(a:„a;,)  :=r  conat.  gegeben  ist,  auf 
die  angedeutete  directe  Art. 

Naclideni  die  gegebene  Function  f{oc^^x^)  durch  Einsetzung 
des  aus  der  Bediugungsgleiehung  (^{j'i,.r,)  =  const.  genommenen 
Wcrthes  von  x^  in  eine  Function  von  x^  altein  übergegangen 
ißt,  sinil  die  Kegeln  für  die  Maxima  und  Minima  einer  Function 
von  einer  Variable  anzuwenden.  Mau  hat  folglich  den  Werth  ^r, 
so  zu  bestimmen,  dass  der  vollständige  nach  x^  genommene 
erste  DifferentialQuotient  der  Function  /V-u^«)  vers^chwindet; 
bei  dem  zweiten  nach  x^  genommenen  vollständigen  Differeutial- 
quotienten  t/fcdeutet  da«  negative  Vorzeichen  ein  Maximum, 
das  positive  Vorzeichen  ein  Minimum-  Der  vollständige  DilTe- 
rentialquotient  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  der  Func- 
tiüH  fi.v^yXj  in  Bezug  auf  a;,  ist  nach  den  Regeln  zu  bilden, 
vermittelst  deren  eine  Function  mehrerer  Variabein  vollständig 
nach  einer  einzigen  Variable  ditferentiirt  wird,  von  der  die 
Variabein  der  Function  in  einer  bekannten  Weise  abhängen; 
die  bezfigliclien  Regeln  sind  unter  (9)  in  §  45,  und  unter  (9) 
in  §  53  angegeben.  Gegenwärtig  fällt  aber  die  Variable,  nach 
welcher  vollständig  difl'erentiirt  werden  soll,  mit  der  einen 
Variable  //',  zusamtiieu,  weshalb  in  den  genannton  Formeln 
tUlr  die  DiHereutialquotießteu 
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dt'      i"  ' 

respective  die  Ausdrucke 


dt  '      dt'      dt*   '      dt* 


1    _?_*•_      0   ^^» 
''  di,  '      '  dx\ 

eintreten.    Hiernach  erhält  man 
^^         dx,  Bx,  a«,       dx,' 

Die  Werthe  der  Diiferentialqiiotionten    -   *  und         *  sind  ans 

der  Bedingungsgleichnng  r/>(a;,,a;,)=con8t.  zn  entnehmen.  Der 
erste  ergiebt  sich  dem  §  40  entsprechend  aus  dem  Umstände, 
dass,  weil  die  Function  sich  nicht  ändern  darf,  das  erste  voll- 
fltändige  Differential  der  Function,  mithin  auch  ihr  nach  ar, 
genommener  erster  vollständiger  Differentialquotient  verschwin- 
det, der  zweite  ans  der  Bemerkung,  dass  auch  der  zweite 
uach  a;,  genommene  vollständige  Differentialquotient  der  Function 
gleich  Null  werden  muss. 

Es  gelten  also  die  Gleichungen 

rfi^       0  —  £5LfeL'3J  4.  ^  (^«>^«)  ^  •'^« . 

^^  Bx,        ^        dx,        rf.r/ 

^^  d'x*        "*"  "    dx,  dx^     dx,  'dxl'      \dxj 

^  d(f(x,,x^)  d»jf,  ^ 
dx^  dx\ 

deren  erste  zn  der  Bestimmung 

d  f 

d  x^ 
fahrt;   die  Argumente  aJi,ic„  werden  hier  wie  im  weitern  Ver- 
laufe  fortgelassen.    Das   nothwendige  Verschwinden   des   voll- 
ständigen ersten  Differential(|uotienten  (4)  liefert  demnach  die 
Gleichung 


3     B^r     d.v,  ^d*f/dx,Y 
«9.T,  öiTg  da,       dxl\dx,/ 

Jü 


^x^  dx^  dx^       d 


aus  (8)  einzusetzen  ist.  Bei  der  ge- 
troffenen Annahme,  dass  die  Variable  a:^  mit  Hülfe  der  Be- 
diögungggleieliung;  (f'{x^,x^}  —  ^toü»t  al8  Function  von  x^  aus- 
gedrückt sei,  bestimmt  die  Gleicbung  (9)  die  Werthe  x^J  für 
welche  /*(a;,,  ar,)  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  werdeu 
kann,  während  da*  Vonseichen  des  vollständigen  zweiten  Diffc 
rentialquotieuten  in  der  angegebenen  Weiße  über  das  Vor- 
handensein eines  MaximumH  oder  Minimum!^  entscheidet,  liiso- 
feni  aber  die  linke  Seite  von  (9)  noch  die  beiden  Variabelo 
a^i  und  j.\  enthält,  hat  man  sieh  vorzustellen,  dass  durch  die 
Verbindung  dieser  Gleichung  und  der  gegebenen  Bedingungs- 
gleichung die  Werthsysteme  {x^,x^)  bestimmt  werden,  welche 
der  gegebenen  Aufgabe  genügen.  FHr  den  im  Nenner  vor- 
kommenden partiellen  Diflerentialquotieuten -r-'^  wird  angenom- 
men, dass  er  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhalte. 

Wird    die    Aufgabe    wie    im    vorigen    §   auf   eine   Fläck 
bezogen,  deren  Gleichung 

^  =  /-(a:,,ar,) 

lautet,  so  drückt  die  Bedingungsgleichung  ff  (Xj,  r,)  ^eonst. 
eine  in  der  j-,  a\  Ebene  gegebene  Linie  aus;  es  bandelt  sieb 
dann  um  die  gnV.sten  und  kleinsten  Werthe  des  Abstaudes  i  ftlr 
diejenigen  Punkte  der  Fläche,  bei  denen  das  herabgelassene 
Loth    einen    Punkt   der  bezeichneten    Linie    Irifft.     Man    kann 
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sich  auch  umgekehrt  in  den  sämmtlichen  Punkten  dieser 
Xiinie  Lothe  errichtet,  und  durch  deren  in  die  Fläche  fallende 
^Endpunkte  die  Linie  bestimmt  denken,  für  welche  die 
grösten  und  kleinsten  Werthe  der  e  Coordinate  gesucht  wer- 
den. Der  Unterschied  zwischen  dem  absoluten  und  dem  re- 
lativen Maximum  oder  Minimum  zeigt  sich  also  darin,  dass 
l)ei  der  ersten  Gattung  von  Fragen  ein  Punkt  der  Fläche 
sUen  in  der  Nähe  befindlichen  Punkten  der  Fläche,  bei  der 
sfiweiten  Gattung  nur  denjenigen  in  der  Nähe  befindlichen 
f  nnkten  der  Fläche  gegenübergestellt  wird,  die  in  einer  be- 
stimmten Linie  liegen.  Als  vorzugsweise  einfach  zeichnet  sich 
der  Fall  aus,  in  welchem  (f<{x^^x^  gleich  einer  rationalen 
ganzen  Function  des  ersten  Grades  von  x^  und  x^  ist;  dann 
erhalten  die  partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung 
«konstante  und  diejenigen  der  zweiten  Ordnung  verschwindende 
^Werthe.   Mithin  wird  der  aus  (8)  folgende  Werth  des  DiflFeren- 

d  X 
^ialqnotienten     ,-'  gleich    einer   Constante,    und   in    dem   fttr 

*  % 

— 'Sa AI  aufgestellten  Ausdrucke  (10)  bleibt  nur  das  Aggregat 

Vk  X^ 

der  drei  Glieder 

d x\  dxyBx^   dx^         Bx\  \dx^  j 

tlbrig.    Da  die   gewählte    Bedingungsgleichung   die    geometri- 
sche Bedeutung  hat,  dass  der   Punkt   der  Ebene  (2,,  x^)  auf 
^iner  bestimmten  geraden  Linie  Hege,  so  bilden  die  in  den  be- 
tireffenden  Punkten  errichteten  Lothe  eine  auf  der  a;,  a;.  Ebene 
senkrecht  stehende  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  jg=f(x,y  x^ 
In  derjenigen  Linie  geschnitten  wird,  fttr  die  das  relative  Maxi- 
Tnnm  oder  Minimum  der  z  Coordinate  au&usuchen  ist.    Durch 
ATergleichung  der  betreffenden  Resultate  ergiebt  sich  auch  leicht 
folgendes.  Wenn  die  Function  /"(a;,,  a;,)  für  ein  gewisses  Werth- 
system  x^,  a?,  ein  absolutes  Maximum  erreicht,  und  wenn  den  Varia- 
l)eln  x^  und  x^  eine  Bedingungsgleichung  vorgeschrieben  wird, 
Mrelche   wie  oben   in  Bezug  auf  a;,  und  x^  vom   ersten  Grade 
ist   und  durch  jenes  Werthsystem  erftlllt   wird,   so  bildet   die 
Function  /"(a?,,  x^)  für   dasselbe   Werthsystem  gleichzeitig   ein 
zu    der   erwähnten   Bedingungsgleichung    gehörendes   relatives 
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Maximam.    In  Betreff  des  Minimums  einer  Function  findet  selbst- 
verständlich die  entsprechende  Erscheinung  statt. 


I  69.    M«thod«  der  imbtstiiiuiiteii  Mnlttplioatoren. 

Im  Eingange  des  vorigen  §  ist  die  allgemeine  Aufgabe 
des  relativen  Maximums  oder  Minimums  einer  Function 
/*(iCj, ajj, . . . oj^)  für  die  /Bedingungen 

(1)  (jf), (x^,x^,.,x^)=const,tp^ (x^, x^,. .a;J= const.,. .<]P,(a:„ r^,. . a:J= const. 

darauf  zurtickgeftthrt,  zuerst  die  Varialieln 

durch  die  ttbrigen  Variabein 

(3)  a?!,  x,^,,..  x^_, 

auszudrücken,  dann  die  Werthe  der  erstem  in  die  Function 
f{x^,  x^y . . .  x^)  einzusetzen,  und  nun  fUr  die  hervorgehende 
Function  F  der  n—l  Variabein  (3)  die  absoluten  Maxima  und 
Minima  zu  ermitteln.  Hierbei  darf  man  der  letztem  Aufgabe  die 
gegen  das  Ende  des  §  56  bezeichnete  Gestalt  geben  und  ver- 
langen, dass  das  vollständige  in  Bezug  auf  die  unabhängigen 
Variabein  (3)  genommene  erste  Differential  der  betreffenden 
Function  F  unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale 
der  Variabein  gleich  Null  werde;  das  Verhalten  des  mit 
den  Constanten  Differentialen  dx^,  dx^j . . .  dx^_  gebildeten  voll- 
ständigen zweiten  Differentials  der  Function  F  entscheidet 
dann  über  das  Auftreten  des  Maximums  oder  Minimums.  Das 
vollständige  Differential  dF  entsteht  aus  dem  nach  den 
sämmtlichen  n Variabein  x^, x^j.., x^  genommenen  Differential 

(4)    dnx„  x,,...x,)  =  l^^dx,+ §1^  dfv,+..:+  jL^  dx, , 

indem  die  D^erentiale  der  l  Variabein  (2)  veimittelst  der  Diffe- 
rentiale der  n — l  Variabein  (3)  dargestellt  werden.  In  Folge 
der  gegebenen  Bedingungsgleichungen  (1)  hat  das  vollständige 
Differential  jeder  einzelnen  Function  ^p  ^Tg'  -  **  9  t  ^^^^^  ^^i*' 
schwindenden  Werth.    Wenn  daher  jeder  der  Ausdrücke 


ex, 

gleich  Null  g:esetzt  wird,  so  entsteht  zwischen  den  «  Differentialen 
(/Xp  Jjt.^j.  ,  .f/.r^  die  Anzahl  i  von  homogenen  GIeiehtmg;en  des 
ersten  Grades,  wekdie  nufb  den  in  I,  §  74  entwickelten  Regeln 
in  Hezu^  auf  die  l  Ditt'erentiaie  dx, 
Unbekannte  anfj^ehtst  werden  können-  Die  01eichung:eu  liefern  i'ttr 
jede»  der  l  Dirt'erentiale  einen  eindeutigen,  nach  dx^^dx.^^ . .  dx^^_f 
homogenen  Ausdruck  vom  ernten  Grade,  wofern  die  Üetenni- 
nante  des  Systems 


(6) 


^f^ 


dq>,           B<f>, 

d% 

Bx_ 


Bx. 


Sx^ 


einen  von  Null  verschiedenen  Wertli  besitzt.  Durch  die  Ein- 
ilihrang  der  gefundenen  Werthe  von  dx^^_f_^^rdx^_,_^^, .  .dx^ 
in  das  vollständige  Differential  (4)  wird  dasselbe  gleich  dem 
zu  bildenden  nach  den  Differentialen  d'x^^  dx.,, . . .  dx^^^  liomo- 
geneo  Ausdruck  des  ersten  Grades:  man  befriedigt  die  For- 
derung, da«s  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  den  Werthen 
der  betreffenden  Differentiale  vergehwinden  soll,  indem  man 
den  Factor  jedes  einzelnen  Differentials  gleich  Null  setzt.  Die 
auf  diese  Weise  erhaltenen  n  —  l  Gleichungen  dienen  in  Ver- 
einigung mit  den  KTleicbungcu  (l)  zur  Bestimmung  der  Werth* 
Systeme  Zj^x.,, ..  .j;„,  welche  den  gesuchten  Maximis  oder  Mini- 
inia  entsprechen. 

Der  Ausdruck,  in  welchen  f//"  durch  die  auf  die  Gleichungen 


Sds 


ünlreatimrote  MuUIpIicatoren. 
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dq>^,  —  Qj  dtfy==0,  ,  . .  d(pf=0  gegründete  EUmination  der  Diffe- 
rentiale ffr„_^^,, ..  .äs^  Übergeht,  kann  aber  ancb  dadurch  er- 
zeugt werden,  dass  man  ein  System  von  MultiplicAtoren  1,  für 
d(p^,  l^  für  dif'^jy . .  Ag  flir  df^  aufsucht,  welche  so  eingerichtet 
sind,  daas  in  dem  Ausdrucke 
(7)  df+l^dff^  +  A,d(f,  4-  ...  +  A^rftjT, 

nach  ausgeführter  Entwickeluiig  die  Z Differentiale  dx^_,^j^...dx^ 
berausfiilleu  und  nur  die  n  —  i  Differentiale  di\,dT^,..,dx^_, 
zurlick  bleiben.  Die  bezeichnete  Forderung  liefert  das  System 
von  rOleichungeu 


(8) 


Bf 


Bx^, 


Bx. 


n—t-¥i 


+  A, 

^K 


BfPi 


Ba^ 


Bx, 


n— /+Ü 


+  .  .  .  4-  A^ 


B^i 


dx_ 


=  0 


dx 


^0 


«-/+» 


Bf 


+  K 


dffj 


+  . . .  +  A, 


^*P'     =0, 


Bx^  ""'  B^^  ^"'  '  •'  B^^ 
in  welchem  die  Coefficieuten  der  ?  Muitiplieatoren  Aj,  Xj,..,i, 
bei  Vertauschung  der  Horizontal-  und  Vertikalrcihen  das  Schema 
(6)  hildcn.  Wenn  daher  die  nach  I,  §  74  von  einer  sok'hen 
Vertau8clmng  unabhängige  Determinante  des  Schemas  (6)  nicht 
gleich  Null  ist,  so  werden  die  l  Multiplicatoren  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  (8)  eindeutig  bestimmt.  Der  Ausdruck,  iß 
wek'hen  (7)  vermiige  der  Substitution  der  bezüglichen  Werlhe 
^,,  Aj,  ...  If  übergeht  und  der  nur  noch  die  Differentiale 
dx^,  dx^f  . . .  äx^_f  enthält,  ist  unter  der  Voraussetzung  der 
2  Glcicbuiigeu  d(jrj  =  0,  f/<^^  — 0,  . . .  rf(y>^=0  dem  vollständigen 
Differential  df  gleich  und  kann  deshalb  nicht  von  demjenigen 
Ausdrucke  difl'eriren,  welcher  aus  df  dnrcb  die  vorhin  be- 
sprochene Elimination  der  Differentiale  dx^_f_^^^,  . ,  .dx^  ent- 
springt. Ntifb  dem  entwickelten  Verfahren  rauss  nun,  damit 
ein  Maximum  oder  Minimum  zu  Stande  komme,  der  durch 
Einftlhrung  der  Werthe  Xj,  l^,...  ^,  aus  (7)  entstehende  Ausdrnck 
unabhängig  von  den  Wertheu  der  in  denselben  eingehenden 
DilTerenttale  dx^,dx^,j. . ,  dx^^j  gleich  Null  sein,  das  beisst,  es 
müssen  respeetive  die  Factoreu  der  einzelnen  Differentiale  ?^ 
aehwinden.     Hieraus  folgen  die  n~l  Gleichungen 


I 


üril bestimmte  MuUipliofttorcn. 

^f  +X    ^^J  +       +1  ?^  =0 


Fügt  man  zu  deiiselffcn  dk-  /  Glricluiiigeti  (8)  hinzu,  so  leuchtet 
©in,  daHS  alle  einzelnen  Factoreji,  mit  denen  in  dem  Ausdruck 
(7)  die  Differentiale  (ljr^,dx.,,,..d.i-^  muJti|tlieirt  werden,  nadj 
einander  gleieli  Null  geseM  sind.  Die  Systeme  von  Gleichungen 
(8,)  nnd  (8)  baben  mithin,  zusammen  {jennmmen,  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  n  Glciehungen  (4)  des  §  5H,  welche  zu  dem 
Auftreten  eines  absoluten  Maximum«  oder  Minimums  der  Func- 
tion f(x^,Xy,,  .xj  gehören.  Man  kann  daher  die  in  Rede 
stehenden  n  Gleichungen  vennittelst  der  folgenden  Regel  hervor- 
bringen : 

Wenn  die  Function  /"(a?,,  A',,  "  ^J  ttntei^  der  VoraussetJiung 
der  l  Bediwjunysglekhunffen 
^ (Xp  x^, .  .X J  =  const.,  cf 2  U, ,  j:„  . . a; J  =  conHt., . .  (f^  (x, , x^, . .  xj  =  const, 
SU  einem  Maximum  oder  Minimmn  wci-den  soll,   so  versehe  man 
jede  der  Utetern  Funcfkncn  mit  einrm  unhestimmten  MuUiplicaior 
A,,  A,, '  ..Ify  addire  die  Producie  ^,9)^,  Kf-v  •  •  •  K^t  "^*  einander 
eu  der  Function  f,  und  Ulde  in  Bezug  auf  den  Ausdruck 
(9)  /'+^'i7'i  +K^,  +  ■■■  +K^'i 

di^enigen  n  Gleichungen,  welche,  falls  die  MulÜplicatoreti 
?^y  Aj, . . ,  Xf  tele  Ckmstanien  hehxndelt  werden,  zu  einem  ahsohtlvti 
Maximum  oder  Minimum  des  Ausdrttcls  gehören;  ihre  Ge- 
stalt ist 

UfO  a  die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft.  Aus  der  Comhinaiian 
dieser  n  Gleichmitfcn  und  der  l  gcgehctien  Bcdingungsgleichuntttm 
sind  die  Werthe  der  Mtdtiplicaioreti  l^,  /.,.  .  . .  A,  und  der  Variabein 
x^jX^y...x^  Sit  bestimmen;  die  letetem  genügen  der  gesfcJlteti 
Aufgabe  des  Maximums  oder  Minimums. 


Unbestimmte  Multiplicatoren. 

Auf  diese  Regel  j;;rl1ndet  sieh  die  Methode  zur  Behandlung 
der  relativen  Maxhna  und  Mininut  vermit feist  unheatimnüer  Multipli- 
catoren. Ein  wesentlicher  Vorzu|^  des  mittelst  der  l  Multiidicatoren 
^1,  Äj^, ,../,  gebildeten  Systems  vod  «Gleichungen  (lüj  bestellt 
darin,  dass  iu  demselben  der  Unterschied  zwischen  den  l  Vari- 
abeln  x^_^^^y . . .  .r^  und  den  n—l  Variabein  Xj,a:,^, . . .  x^_,  aus- 


gelöscht ist.  Geht  man  bei  der  vorgenommenen  Untersuchung 
von  der  Annahme  aus,  dass  die  «Variabein  'X^,'X\,y...x^  auf 
irgend  eine  andere  Weise  in  zwei  Gruppen  getheilt  werden, 
deren  erste?  und  deren  zweite'«  — ?  Variable  umfasi»t,  und  dass 
vennitge  der  Bedinf^utigsgleichungen  (1)  die  Variabelu  der 
erste»  Gruppe  durch  die  Variabein  der  /.weiten  Gruppe  ausge- 
drückt w^erden,  sn  ist  für  diejenige  Determinante,  welche  aus 
(6)  durch  Eiufflbrung  der  Varialjcln  der  ersten  Gruppe  entsteht. 
ein  von  Null  verschiedener  Werth  vorauszusetzen ;  die  Gestalt 
der  «Gleichungen  (10)  bleibt  jedoch  genau  dieselbe.  Mau  darf 
demnach  in  dem  System  (10)  eine  beliebig  heransgehoben*" 
Gruppe  von  ?  Gleichnngen  zur  Bestimmung  der  /Mnltipliealoren 
verwenden,  wenn  nur  die  zugehririge  Detenninante  des  Hen 
Grades  nicht  verschwindet.  Ein  anderer  Vorzug  des  Systems 
(10)  ist  der,  dasB  es  freisteht,  die  nWerthe  t^^x^^.^.x^  al» 
Fnnctionen  der  Hrrössen  A,,  A.., ..  .1,  aufzufansen,  und  durch  die 
Substitution  der  betreffenden  Ausdrücke  in  die  l  Bedingnugs- 
glcichungen  zu  einer  Bestimmung  der  Grössen  A,,  A,^, .  .  k,  zu 
gelangen,  aus  der  eine  UbersiehtlicUe  Darstellung  der  Werthe 
aTj, a.-.^, .'  -x^  Hiesst. 

Anch  die  Entscheidung  über  das  Vorbandensein  eines  Maxi- 
mums oder  Minimums,  die  oben  von  der  Beschaffenheit  des  mit 
den  conatanten  Ditl^rentialen  dx^^  dx^j..dx^^_,  gebildeten  voll- 
ständigen zweiten  Diticrentials  der  daselbst  definirten  Function  F 
abhängig  gemacht  war,  läset  sieh  mit  lltilfe  der  eingeführten 
Multiplicatoren  zusammen  ziehen.  Ein  ftlr  constante  Ditierentiulf 
d^j,  dx,,y .  ,  dx^_^  geltender  Ausdruck  d^  F  entj^teht  aus  dem  flir 
beliebige  Differentiale  gebildeten  Ansdruek  d^  F,  indem  die 
zweiten  Differentiale  d- x^, . .  d^ x^_f  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Der  für  beliebige  Differentiale  gebildete  Ausdruck  d^  F  kann 
aber  aus  dem  vollständigen  zweiten  Differential 
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CH) 


(i  =  H    b=l» 


d'f=i:  2: 


ö'f 


^'-'^^MM'''^ 


fl'^i  ^^l  dx^  dx^ 

dadurch  i'rhalte«  wenleii,  dass  man  die  zweiten  Dißercnüale 
<:i'*.6-^_,^,,  . . .  fi^j^;,,,  den  j^ogcbenen  Bedinguny:sj;leichuii^en  \:ni- 
ssprechend,  vermittelet  der  Differentiale  (f^j:,, . . .  d^  3^„_,  ausdruckt 
H^r  die  vollständigen  zweiten  Differentiale  der  Functionen 
«^P  Tio  •  •  •  T/j  welche  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen  aueli 
^j^leich  Null  sein  niUsyen,  bestehen  die  wie  (11)  gebildeten  Aiis- 
<drüeke 


C12) 


d>,-  Z,  ^Z 


a«y. 


=^1  6  =  1   ^.r„  dXf^ 


dxdj-,  +  2: 


V*  ^Vi 


=  1   Sx, 


d'x. 


AVeil    mm    in  Jedem    von    diesen    die    einzelnen    Differentiale 
«J^  jr ^  res|>ective  mit   ilennelljen    |iartiolIen    Differentialqnotienteu 
:»iiiiltiplieirt    sind    wie    <lie  Differentiale    dx^  in  den  in  (5)  ant- 
^estellten  Differentialen  f?ff ,,  d<f^, . . .  dip^  so  erfordert  die  Auf- 
gabe,  aus  den  (ileiehungeii  (P  (jp,  =  0,  d*  (p^  =  0, .  .  .  d'  <f,  =  0 
^ie  Werthe  der  Differentiale  d^  x^,  <f*^^, . . .  ti*  a'^_,  zu   finden, 
"mar   eine   Wiedcrbolung  des    Verfahrens,  das   zu    der   Daratel- 
laog    der  Differentiale  dx^_f^^,  . .  .  dx\^    aus    den   Gleichungen 
<if|ij  =  0,  d(f^==  (),...  flf/>^ss=o  gedient  hat.    Man  erreicht  des- 
'halb   den  beabsichtigten  Zweek  auch    dadurch,    dass    man    mit 
^\n\vendung  der  vorbin   bctstimmteu   Multiplicatoren  l^t  A^, . . .  A, 
^en  Ausdruck 
<13)  d'f+  l^  rf-ffi  +  Kd'f^  +  . .  .  +  l,d'q>, 

aufstellt,  in  nelcbem  die  Differentiale 

51US  den  angefllhrten  Gründen  fortfallen.  Derselbe  wird,  subidd  die 
Cileiehnngen  rf*  tf^  =  U,  d'^  tp.^  =  i\  . . .  d' tp^ ^ ö  in  Kraft  treten, 
gleich  dem  Ausdruck  d^f  und  reprilsentirt  daher  das  gesuchte 
vollständige  Differential  d^  F,  wobei  die  noch  voThandeneii 
Differentiale  rfx^_^^,,. ,  .f?;i'„  in  der  angegebenen  Weise  durch 
die  Differcntiaie  rfj:,,  r/.r.,,  ., .  dx^  ,  auszudrücken  sind.    In  deni 

Ivo]l.<tUndigen  zweiten  Differential  r?- /•'  waren  noch  die  eingehen- 
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den  zweiten  Differentiale  rf'-Cj, . .  d^^„_,  gleicli  Null  zu  setzen; 
tlies  rauss  gegenwUrtig  in  dem  Ausdruck  (13)  gescliehen.  Weil 
aber  die  zweiten  Differentiale  rf*a;„_/^j, . . .  rf*j:,,  schon  aus  dem- 
selben verschwunden  sind,  so  fallen  alle  zweiten  Differentiale 
herauSj  und  man  darf  statt  (llV)  einen  Ausdruck  hetracbten, 
der  nach  demselben  Gesetz,  aber  mit  lauter  verschwindenden 
zweiten  Differentialen  d^x^,  d*x^, . ..  d^x^  gebildet  ist. 


(14)      V    V      t^ 


a^jtt»^«      (5* 


dx^dx,+  ^,  ^  j: 


dx^  dx^  + 


Auch  in  diesem  Ausdruck  ist  die  Sonderuug  der  n  Vnriaheln  in 
die  Gruppe  von  ?  Vnriabchi  ^'„_,^,,  . . -^p,  und  die  Gruppe   von 

n  —  l  Variabclu   t,,  x.,, 1;,,_^  nicht  mehr  sichtbar,  so  dass  statt 

der  zuerst  gewäblteu  Gruppiruug  irgend  eine  andere  genommen 
werden  darf.     Sobald  aus  den  l  Gleichungen 
(15)  ä  q^  ^  0,  d  ff,  =  0,..  ,dipf=ö 

die  Differentiale  von  l  Variabein  als  Functionen  der  Differentiale 
dK'v  n  —  l  übrigen  Variabein  bestimmt  und  in  den  Aasdriick  (14) 
suhtitituirt  werden,  so  zeigt  die  hervorgehende  (luadratische 
Form  der  n—l  betreffenden  Differentiale,  falls  sie  weseDtlich 
negativ  ist,  ein  Maximum,  falls  sie  wesentlich  positiv  ist,  ein 
Minimum  an.  Es  liegt  in  dem  Wesen  einer  Mannigfaltigkeit  der 
(«-'/)ten  Ordnung,  welche  fllr  j;  Variabein  durch  Miloichungen 
bestimmt  wird,  da^s  auf  verschiedene  Arten  Gruppen  von  n^l 
imabhMngigen  Variabeln  ausgewählt  werden  k(3nnen,  um  die 
Übrigen  l  Variabeln  darzustellen;  an  die  hierbei  zulässige  Will- 
kür schliesst  sich  die  cutwickelte  Methode  der  unbestinuulco 
Multiplicatoren  auf  das  genaueste  an  und  nimmt  darum  in  der 
Analysis  eiuen  hervorragenden  Platz  ein. 


§  60.    Bevondere  Aufgaben  dtr  relativen  Majdma  nad 
Minima.  Hanptaxenproblem  einea  Keg^elACtmltta. 

Als  Beispiele  der  entwickelten  Theorie   wählen  wir  zwei 
Aufgaben,  die  sich  auf  Functionen  von  zwei  und  drei  Variabeln 

beziehen  und  eine  mannigfache  Anwendung  linden. 


Aufgrabe  mit  zwei  quadratischen  Formen. 


tm 


iw 


1.    Es  soll  die  Quadratsiimme  der  beiden  Variabelii  2,,a;, 
zu   einem  Maximum  oder  Minimum    gemacht  werden,    während 
^ine  beliebig  gegebene  ganze  homogene  Funeüon  der  Variabein 
^'om  zweiten  Grade   eiiieu   unveranderliehen  Werth  behält. 
I  Nach  den  im  vorigen  §  gebrauehten  Bezeichnungen  ist 

«lie  constant  zu  setzende  Function  sei 

|r2)  fp  {ar„  sc,)  =  «jj  a;,'  +  2  a,^  :t^  x,  +  <i^^  x] , 

%lir    vorgeschriebener   Werth   werde   gleich    der   Einheit   ange- 
jinnimen.    Dann  liat  mau  zufolge  der  Regel  des  vorigen  §  ver- 
rmnittelst  eines  unbestimmten  Factors  X  den  Ausdruck 
i<3)  /'(a;„a:,)  + A^(x„a:,) 

I aufzustellen  und   dessen  nach  a:,  und  x,  genommene  erste  par- 
"tielle    Differentialquütienten     zum    Verschwinden    zu     bringen. 
rHieraus  entstehen,  indem  der  gemeinsame  Factor  2  weggelassen 
wird,  die  Gleichungen 

I     Xj  +  l  ( «1,  :f,  +  o^,  x^)  =  0 
I     a:3  +  A(a„a-i  +  a.^^x^)  =  0, 

in  denen  wieder  a.^j  =^  0,,^  ist.  Diese  Gleichungen  sind  in  Bezug 
SLiifXi  und  Xj  homogen  und  vom  ersten  Grade;  sie  haben,  nach 
den  Variabein  geordnet,  die  Gestalt 

{\  +  l  a^j)  x^  +  X  a,2  x.^  =  0 
+  (1  +  A  a.^.,)  Äj  ^  0. 

In  einem  solchen  Systent  kthinen  die  Grössen  x^  und  x,^,  wie 
in  I,  §  75  bemerkt  worden,  keine  anderen  als  verschwindende 
Wertbe  erhalten ,  wenn  die  betretfende  Determinante  nicht 
gleich  Null  ist.  Die  Verbindung  der  Werthe  x,  — 0,  ^^  =  0 
widerspricht  aber  der  gegebenen  Bedingung,  dass  die  homogene 
Function  (2)  gleich  der'  Einheit  sein  soll.  Mithin  muss  die 
Determinante  des  Systems  (5)  gleich  Null  werden,  falls  die 
gestellte  Aufgabe  überhaupt  eine  Auflösung  besitzt.  Hieraus 
folgt  für  X  die  Gleichung 
(6)  (\+ka,,){l+Xa^)~X\],  =  <}. 

Die    weitere   Behandlung   gewinnt  an  DurchHichtigkeit,    sobald 
|4tatt  X  der  negativ  genommene  reciproke  Werth  dieser  Grösse 


(5) 


)  Xa.„x, 


Aufgabe  mit  zwei  quiwlrutiBohe«   Foiinci). 


mit  dem  Wt'rtJisystem  xf\  x\^^  vertauscht  wird.  Wenn  daher  das 
Systt^m  der  Gleichungen  (5»)  für  das  za  der  Wurzel  (o^*^  gehörende 
Wcrths)  stein  x^^\  xf  gebildet  und  das  Werthsystera  x^^\  Jr"^  för 
die  MnUiplifutoriMi  verwendet  wird,  so  ht  das  Resultat  aus  dem 


mit  tlen»  Ausdrucke  .r'/'  .r,    -f  r[:  4"'  niultiplieirteu  Wcrthe  <-/-' 

und  dem  negativ  genoinmeneu  Ausdrucke  (11)  zusammengesetzt. 

Aus  dem  Verschwinden  der  beiden  Ergebnisse  folgt  durch  Sub- 

traction  die  Gleichung 

(12)  (oA'>-^,t=>)U•;'^^f +  a:i'^^f)-0, 

mithin,  weil  nueh  der  bestehenden  Voraussetzung  die  Wurzeln 


jii 


Vi"  und  (0^     von  einander  verschieden  sind,  die  auf  die  Werth- 
systeme  jJ**,  aij'  und  xj**,  a//'  bezügliche  Gleichung 

113)  a;"4"  +  4";.f  =  0. 

Die  Gleichung  (10)  kann  ebenso  wie  die  Bedingnngs- 
gleiehung  dazu  dienen,  fltr  das  zu  einem  bestimmten  Werthe  w 
gi^hiirende  VerhäUniss  von  ^',  und  j^,  die  Werthe  selbst  zu  er- 
mitteln, und  zeigt  zugleich,  dass  unsere  Ao%abe  nur  dann 
eine  reelle  Auflrvsung  gestjUtet,  wie  hier  allein  verlangt  wird, 
wenn  «ü  einen  positiven  Werth  erhält.  Die  Vonteichen  der 
Wurzeln  «•/"  und  «j"^  lassen  sich  leicht  beurtheilen,  indem  man 
die  linke  Seile  der  Gleichung  ((3»)  nach  la  geordnet  darstellt 


IH) 


ut 


-  («11  +  O  <**  +  «II «« - ««  =  ^• 


Da  nach  1.  §  28  die  Snmmc  der  W^urzeln   gleich   der  Verbin- 
dung ti,,  +  rtjj,   das  Product  derselben   gleich   der  Verbindung 

tt|,  «jj  —  rtj,,  der  Determinante  der  qumlratisehen  F'orm  ^(x,,  x,) 
ist,  «o  hüben  Wide  Wurzeln  d*^  positive  Zeichen  ftir 

OS)  «u  St -<4>«»  ««><*. 

hfide  Wnrseln  dM  ■^gative  Zeichen  flir 


Vl6> 


«ltS.-«l,>'>     «M<^ 


dagegt^n  cntgvgengx^selsle  Zeichen  fttr 

Die  VorametiiVf  «,,  «^  —  «^  =  <l,  bei  der  eine  dex  Winela 
ftnchwindot,  wird  tvh)  hier  ah  nicht  vrNKr  iwMgt  ^e  wir 
IM  wtenera,  tease   die  qnadratiMhe  Fora  f{x^yS^)  bei  dea 
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IVeil  nun  dieser  Ausdruck  für  keine  reellen  Elemente,  von 
denen  hier  allein  die  Rede  ist,  verschwinden  kann,  ohne  dass 
gleichzeitig  a,,  —  o.^^  =  0  und  a,^  =  0  ist,  so  ist  diese  Vonius- 
setzttng  ebeniaüs  auHgescbbssen;  wir  ktlnnen  daher  nur  zwei 
von  einander  verschiedene  reelle  Wertlie  w''^  und  w^^'  erhalten. 
Zu  f'/  und  zn  w^'*  gehört  nach  dem  Obigen  ein  bestimrates 
Verhältüiss  der  Variabelu;  dnrcli  die  Bedingungsgleichung  be- 
stininien  sieh  fllr  jedes  solche  VerhäUniss  zwei  Werthpaare,  von 
denen  das  eine  aus  dem  andern  durch  Multiplication  mit  der 
negativen  Einheit  hervorgebt.  Mitbin  entsprechen  der  Wurzel 
w***  zwei  Werthsysteme  irj'^  jcj'^  und  —jc\^\  —  iCj'^  der  Wurzel 
o/'^  zwei  Werthsysteme  xf\  4'*  und  -  xf\  -  xf. 

In  Betreff  dieser  Werthsysteme  sind  noch  mehrere  Be- 
merkungen zu  machen.  Multi|t]icirt  man  die  erste  Gleichung 
(5»)  mit  J.',,  die  zweite  mit  a:,,  und  addirt,  so  tritt  als  Factor 
von  (>t  die  Fiuictidn  :»]  +  j*  anf,  während  die  von  c*  freien 
Glieder  den  negativen  Wertb  der  Bedingungsfunetion  ff*(Xj,x^) 
liefern.  Weil  diese  gleich  der  Einheit  sein  soll,  eo  muss  dem- 
nach ftlr  jedes  unsere  Aufgabe  lösende  Wcrthsystem  x^,  a?,  die 
Gleichung 

(10)  oj(x;  +;rj)=l 

^Iten.  Wenn  man  ferner  die  fJleicbungen  (5»)  ftjr  ein  zu  der 
Wurzel  *'j<"  gehörendes  Werthsystem  x\^\  j,^^^  reproducirt, 

hierauf  die  erste  Gleichung  mit  der  ersten  Variable,  die  zweite 

Gleichung  mit  der  zweiten  Variable  eines  zu  c/*^  gehörenden 
Werthsystems  x^^^\  x^^^  tnultiplicirt  und  addirt,  so  bekommt  *-/'* 
den  Factor  .tj"  .rj'^ -f  a::*^^  x.^'',  und  das  Aggregat  dt^r  von  uP^ 
unabhängigen  Glieder  wird  gleich  dem  negativ  genommenen 
Ausdrucke 

n  1»         («„  ^',"  +  «»•<"")  'f  +  («>, 4"  +  ««4") 4"'. 

Nach  einer  in  !>  f^  81  mit  (^)  bezeichneten  Relation  bleibt 
der  Ausdruck  (11)  ungeändert,  sobald  das  Werthsystem  x^\  x^^ 
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Wann  ein  Maximum,  wann  ein  Minimum  vurhandcn  sei, 
hängt  nach  der  Formel  (14)  de»*  vorigen  §  von  dem  Verhalten 
den  Ausdruckes 

(22)  rfjj  -i-dx!^  +  A(aj,rZ.T'  +  2  a,^  rf ^^rf:r,  +  a.^rfa:') 

ab,  in  welchem  dag  Verhältniss  der  Diftcrentialc  dx^  und  rfx, 
durch  das  Verschwinden  des  Differentiale;  d(f, 

bestimmt  wird.  Vermöge  der  Gleichungen  (4)  darf  statt  (23) 
die  Gleichung 

(24)  x,dx,  +  x„dx^=^0 
eintreten,  um  derentwüleo 

(25)  dx^-.dx,^  —  X,:  Xt 

ist.  Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  in  (22)  die  Differentiale 
dXj  und  dx^  durch  Grössen,  die  in  dem  hezeichneteu  Verhält- 
nisse stehen,  und  daher  respective  auch  dureh  —  jc^  und  -i', 
selbst  zn  ersetzen,  wodurch  der  Ausdruck 

(26)  xl-^x]  +l{a^^x^  —  2  a,,  x^  x^  +  a^ x]\ 

entsteht.    Indem  nach  (7)  fllr  l  die  Grösse eingefitihrt  wird 

verwandelt  sich  (26)  in 

Die  Substitution  der  Werthe  von  x]  x^^x^x.^  aus  (21)  gicbt  dann 
das  Resultat 

bei  welchem  der  Zähler  als  eine  Summe  von  drei  Quadratei 
der  Factor  cj  des  Nenners  nach  der  getroffenen  Voraussetzung 
positiv  ist,  folglich  das  Vorzeichen  durch  das  Vorzeichen  der 
Differenz  w^  —  •'n '*jj  +  "u  bestimmt  wird.  Da  die  Grösse 
ajjOjj— ajj  gleich  dem  Product  der  beiden  Wurzeln  w*"w^'Mst, 
so  hat  die  Differenz  unter  den  Bedingungen  (15),  wo  c^^  zwei 
verschiedene  positive  Wurzeln  giebt,  fHr  die  grössere  Wurzel 
das  positive,  filr  die  kleinere  das  negative  Vorzeichen;  dagcgeit^ 
hat   diu   iu  Hede   stehende   Differenz    unter   den    Ucdtiignu^en 
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(17),  wo  zwei  Wurzeln  vnii  entgegengesetztem  Zeichen  vor- 
handen sind,  für  die  zu  wählende  positive  Wurzel  stets  das 
pogitive  Vor/eiehen.  Demuaeh  liefert  in  dem  Falle  (15)  die 
i^Ti^ssere  Würze!  ein  Minimum,  die  kleinere  ein  Maximum,  wäh- 
rend in  dem  Falle  (17)  die  positive  Wurzel  stets  ein  Minimum 
hervorbringt. 

Die  so  eben  gcRtste  Aufgabe  berührt  sich  mit  einer 
Fundamentahtufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 
Fllr  ret'htwinklige  Coordinaten  a-,,^?^  stellt  die  Gleichung 

(29)  a,y,+2a,,x,x^-¥a„xl  =  l 

eiue  Ellipse  oder  Ihjpal/d  dar,  jenachdem  von  den  Coefficienten 
rt,,,  a,._j,  a,,,,  die  Bedingungen  (15)  oder  (17)  erfllllt  werden. 
Wenn  der  Gleiehung  (20)  ein  Wertbsystem  ic,,:;:,  genügt,  so 
genügt  ihr  auch,  wie  schon  oben  bemerkt  worden,  das  zuge- 
hörige Werthsystera  —  a:,,  — x^;  die  betreffenden  beiden  Punkte 
fler  Curve  liegen  auf  einer  durch  den  CoordinatenanfangB- 
puiikt  laufenden  Geraden  z«  beiden  Seiten  dcBselbeu  in  gleichen 
Entfernungen,  mithin  wird  jede  durch  den  Coordinatenanfangs- 
punkt  gezogene  Sehne  der  Curve  in  diesem  Pnnktc  halbirt. 
liinc  solche  Sehne  heisst  du  Durdftutsser,  und  der  zum  Coor- 
ciiuatcnanfangspunkt  gewählte  Punkt  der  Mittelpunki  des  durch 
^29)  gegebenen  Kegelschnitts.    Die  Function 

ICD  ^?+^1 

^jedeiitet  also  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (^i,^^) 
"Xfon    dem  Mittelpunkte   des  Kegelschnitts,    und  die  behandelte 
I  -Aufgabe    giebt    diejenigen    Punkte    des    Kegelschnitts    an,    fllr 
'  "^^velche   das  Quadrat  jener  Entfernung,   folglich  auch  die  Ent- 
fernung selbst,   einen  grösten  oder  kleinsten  Werth  erhillt.  Wie 
■  2^ich  gezeigt  hat,   liegen  bei  der  Ellipse  auf  einer  durch   den 
"Mittelpunkt  gehenden  Geraden  zwei  Maxiniaj    auf  einer  andern 
-^urch  den  Mittelpunkt  gebenden  Geraden  zwei  Minima,  während 
Xei  der  Hyperbel  nur  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden 
<jeraden  zwei  Minima  vorkommen. 

Bei  der  Ellipse  werden  der  Cosinus  und  fc^inua  des  Winkels, 
welchen  die  von   dem  Mittelpunkt  nach  dem  Punkte  {:r^^^,x^^^) 
izogene  Gerade   mit  der  positiven  a^,    Äxe  bildet,   respective 
durch  die  Ausdrucke 


bezeichnet;  flJr  den  Punkt  (a-f^icj''^)  gelten  die   entspreehendeu 
Ausdrücke 


iQ^ 


I    I  "^2  »Pj 


/  J^  ..^  _i_  J*>  «U) 


Wegen    der  Gleichung   (10)    darf  man   aber   statt   der   ersten 
Quadratsumme  den   Werth  — ^»  statt  der  zweiten  den   Wertb 


itfta) 


setzen,  und  erhält  liezieliungsweiae  die  Ausdrücke 


(32) 


jv 


L^^}  .CD    ,/,,u}  ^0) 


£'/    ar 


(1) 


)l'./"a:i",    !'<«"> 


Wenn  in  dem  Falle  der  Hyperbel  cj  die  positive  WuitoI  Ue- 
deutet,  80  gelten  die  ersten  beiden  Ausdrücke  ebeutaüs  in 
Bezug  auf  die  Verbindungslinie  des  zugehörigen  Punktes 
^i"j*a**  mit  dem  Mittelpunkte.  Die  andere  negative  Wurzel 
cj""  liefert  keine  AufUisung  der  Aufgabe  des  Maximums  oder 
Miniraums  und  wurde  deshalb  vorbin  ausgeschlossen.  Hält  man 
aber  die  rein  algebraische  Frage  fest,  so  finden  sich  fUr  j^/* 
und  x^^^  rein  imaginäre  Werthe,  aus  denen  für  (31)  reelle  zr 
sammengehrfrige  Werthe  des  Cosinus  und  Sinus  eines  von  einer 
gewissen  durch  den  Mittelpunkt  gezogeneu  Geraden  mit  der 
positiven  x  Axe  gebildeten  Winkels  folgen,  die  auch  durch  die 
beiden  letzten  Ausdrucke  in  (32)  darstellbar  sind.  Demiiacl] 
werden  sowohl  bei  der  Ellipse  wie  bei  der  Hyperbel  verinit 
telat  (32)  die  Richtungen  von  zwei  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Geraden  bestimmt;  dieselben  stehen  aufeinander  »euk 
recht,  weil  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  den  Werth 

(13*)  >'<;*"' »'<?^«':tf'+4";.J") 

hat,  also  in  Folge  der  Gleichung  (V^)  verschwindet-     Diese  za 

einander  senkrechten  Geraden  heisaen  die  heideti  HmiptcLTfii  dts 

Kegelschnitts. 

Nachdem   auf  dem    eingeschlagenen  Wege  die  Lage  der 


§  60.  Hatiptaxenproblem  eine«  KefrelschnitU. 

ffaiiptaxeii  gciuiHlen  ist,  kann  man  die  Gleitibung  des  Kegel- 
schnitts uniform L'n,  indt'ni  niiui  statt  der  UTsprüngiicUeu  Coor- 
dinaten  ar,  und  iC^  neue  einführt^  wcU'be  denselben  Anfangs- 
punkt baheu  und  sieb  aul"  tlic  Hauptaxen  als  Coonlinatenaxeu 
bezieben.  Wie  in  I,  §  80  hervorgehoben  iat,  gehören  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  (Xj  x^)  zu  der  daselbst 
entwickelten  Interpretation  der  obigen  quadratischen  Form  (l), 
welche  das  (Quadrat  des  betrelTenden  Punktes  von  dem  Coordi- 
natenanfangspunkt  ausdruckt.  Nimmt  man  bei  deniHetben  Coor- 
dinatenanfangKpunkt  ein  anderes  rechtwinkliges  Axensystem  ^^  ly, 
80  mus>i  das  Quadrat  der  Entiernuirg  dea  Punktes  (^,  ij  von 
jenem  Punkte  wieder  durch  die  Quadratsumme  i*  +  »/  darge- 
stellt werden;  ausserdem  hängen  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  in  den  beiden  Systemen  durcb  Gleichungen  des  ersten 
Grades  zusammen,  welche  mit  den  constanteu  Coefticientcn 
°t  ß>  Yf  ^  gebildet,  die  folgende  Gestalt  hat>en 

(33)  x,  =  a^'hßii 

^,  =  r^  +  ^K' 

Hier  entsprechen  die  Wertbe  o*,  ^=a,  x^  —  y  den  Wertben 
^=1,  V  =  f>,  die  Wcrthe  x^=ß,x,  =  ö  den  Wertben  t_o,i;  =  l. 
Auch  ist  a.a.O.  nachgewiesen,  dass  die  neuen  positiven  Axen 
f,  t,  die  gleiche  oder  entgegengesetzte  relative  Lage  wie  die 
ursprünglichen  positiven  Axen  a?,,  .r^  haben,  je  nachdem  die 
Determinante  der  Substitution 

(34)  a6-ßy 

einen  positiven  oder  negativen  Wertb  bat.  V'ermittelst  der 
Substitution  (33)  muss  die  Gleichung 

(35)  x\  +  z\  =  ^'  +  ij« 

erfüllt  werden,  oder,  wie  man  auch  sagt,  die  (juadratische 
Form  jcJ  +  j:'  in  sich  selbst  libcrgelien.  Weil  nun  nach  (28)  in 
I,  §  78  die  Determinante  der  neuen  Form  gleich  dem  Product 
aus  der  Determinante  der  ursprunglichen  P^'orm  und  dem  Qua- 
drate der  Substitutionsdeterminaute  ist,  die  Determinanten  der 
beiden  gegenwartigen  Formen  jedoch  gleich  der  Einheit,  also 
einander  gleicli  sind,  so  uiuss  das  Quadrat  der  Substitutions- 
determinaute ebenfalls  gleich  der  Einheit  sein;  sie  selbfit  ist 
also  entweder  gleich  der  positiven  oder  gleich  der  negativen 


(36)  \    i^'-f    ii*  =  l 

Aus  der  ersten   bestimmt  sich  ein  Winkel  x»   J^hs  der  zweiten 
ein  Winkel  \\\  wie  folgt, 

I «  =  eos  t    ,i  =  cos  t/' 

I  y  is  sin  ;f     tS  =  sin  V» 
nacU  der  dritten  muss 
(3S)  cos  X  cois  i/'  +  sin  x  s*«  V*  =  Cf*8  ('/'  ~~X)  ^=  *^ 

sein,  also  ist  die  Differenz  tft  —  y  entweder  ^Icieb  '—  oder 

—  ^.  Die  Siibstitiitionstletemuniiiite  (34)  verwaiuleU  aWh  in  dr^ii 

Ausdruck 

(:^9)  cos  X  sin  t/'  —  eng  it>  sin  x  =  «in  (U'  —  yX 

Je  nachdem  derselbe  gleich  der  iiositiven  oder  negativen  Eiubeif 


oder  —    '  1    so    dass 


ftlr   den  crsUii 


igt,  wird  iff  —  x  gleich 

Fall  ans  (33)  die  Formeln 
(40t)  a;,  =co8;f  .|  — 8tn;f . /^ 

a-,  =  8in  x-^'  +  cos 7./^, 
ttlr  den  zweiten  F'all  die  Fonneln 

(40b)  x,  =  cos  X  ■  ^  +  sin  Z  •  */ 

T^  —  smX'^  —  CO»  X  ■ ', 
entstehen-  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dem  ersten  Falle 
die  positiven  Axen  ar,  nnd  x^  durch  Drehung  «m  den  Winkel  ;f  mit 
Beibehaltung  der  Reihenfolge  in  die  positiven  Axen  der  i' nnd', 
übergeführt  werden  können,  was  in  dem  zweiten  Falle  nicht 
m (»glich  ist. 

Lim  bei  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  Coordinaten  t,  »^ 
einKuftthren^  welche  zu  den  Hauptaxen  gehören,  hat  man  als« 
die  Werthe  der  in  (37)  angeüihrten  Grössen  in  derselben  Reihen- 
folge aus  (rV2)  zu  nehmen;  den  beiden  ersten  Glciehungeti  von 
(36)  entspricht  die  mit  w  =  (»/*'  und  w  =  f/*^  gebildete  Glei- 
chung (Kl),  der  dritten  Gleichung  von  (36)  das  Verschwinden 
des  AusdruckK  (13*),    ,So  ergiebt  «ich  die  Substitution 


( 
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<41) 


a?, 


F^c.t'V^i'^lH-iy^'; 


H     !5 


a^,-^V^*"a:S^»l  +  lyV^ 


Die  daraus  liervo rächende  Transformation  der  quadratisclicn 
Form  (p{x^,x^)  vereinfacht  sich  durch  die  Bildung  der  halbge- 
noinmenen  partiellen  Düfercntialquotienten 

«„  X,  +  a„  X,  =  (' J"  (»„  ^i"  +  o„  ;t5'»)  I  +  l'o,®  (a„  ^'>  +  «„4'') ,; 

Welche  mit  Hülfe  der  auf  w  =  (a*^^  und  w  =  co'^'  angewendeten 
Gleichungen  (5»)  die  Gestalt  bekommen 

(43)  o,,  a:,  +  a,,x,  =  c.«"  f^cü^>a;i^^  +  fci^'>  }^a?>^f>  r, 

Multiplicirt  man  jetzt  bei  (41)  und  (43)  die  erste  mit  der  ersten, 

die  zweite  mit  der  /weiten  Gleichung,  und  zwar  einerseits  die 

Ausdrucke  links,  andrerseits  die  Ausdrücke  rechts,  und  addirt, 

so  geht  auf  der  linken  .Seite  die  Function  tf{x^f  x^)  hervor,  auf 

der    rechten  Seite   erhält   dagegen  nach    den    schon   mehrfach 

benutzten  Relationen  der  Coeftieient  von  ^"  den  Werth  a^^\  der 

Ooefficient  von  i/  den  Werth  f'j'^\  und  der  zu  2  £/^  gehörige  Coef- 

ticient  den  Werth  Null.    Man  findet  demnach  das  Resultat 

C44)  a,,  xl+  2  flj,  X,  X,  +  a.,.,  x]  =  w*'^  f  +  iJ''^  ,j\ 

XJasselbe   zeigt,   dass   die  Gleichung  der  Ellipse  wie   der  Hy- 

l>erbel,  wenn  die  llauptaxen  zu  den  Coordinatenaxen  gemacht 

Vverden,   dadurch   ausgezeichnet  ist,  dass  sie  nur  die  Quadrate 

^er  Coordiuaten  und  nicht  ihr  Product  enthUU.  Bei  der  Ellipse 

stellen  w^'*  und  w*"''  die    rcciproken  Wcrthe   der  Quadrate  der 

l:ialben  zu  den  llauptaxen  gehörenden  Durchmesser  dar,  welche 

^ibenfalls  llauptaxen   genannt   werden;    bei    der    Hyperbel   gilt 

<\er    gleiche  Ausdruck  eigentlich    nur   fUr   die   positive  Wurzel 


kT  ,  wird  aber  auch  von  beiden  Wurzeln  gebraucht. 


■  Hiernach  löst  die  so  eben  durchgeführte  Untersuchung  die 
-Aufgabe,  die  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts  nach  Lage  und 
^jrösse  zu  bestimmen,  oder  dessen  UmtptaxenproUmi.  Man  kann 
^en  Inhalt   der   Gleichungen    (35)    und   (44)    dahin  zusammeu- 

^fassen,    dass   durch    die  Substitution  (41)  die  beiden  quadrati- 

■  lapcchitz,  AD«J]r>iB  u.  ^ 
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sehen  Fonnen  a;' +  ic|  und  fp{x^^x^  gleichzeitig  so  tTausformirt 
werden,  dass  die  erstere  in  sidi  selbst,  die  zweite  in  eine  Form 
übergeht,  welche  nnr  die  Quadrate  der  neuen  Variabeln  enthält. 
Auf  diese  Weise  werden  die  beiden  Fonnen,  welche  in  dem 
gestellten  Probleni  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  vor- 
kouimeu,  gleichzeitig:  transfomiirt,  und  es  lUsst  sich  die  Aaf- 
Kisung  in  Bezug  auf  die  neuen  Variabeln  f  und  ij  so  aus- 
drücken, dass  die  zugehörigen  Werthsysterae  diejenigen  sind,  für 
welche  entweder  die  zweite  Variable  t?  oder  die  erste  Variable  ^ 
verschwindet. 


§  Ql.    Fort>etziiii^.    HasptaxenproblAin  einer  Fläche 
zw«&teii  Grades. 

Die  zweite  Aufgabe,  welche  wegen  ihrer  Analogie  mit  der 
ersten  eine  ktlrzere  Behandlung  zulässt,  ist  die  folgende: 

II.  Die  Quadrateumme  der  drei  Variabeln  x^j  ^„  x^  unter 
der  Bedingung  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  naachen, 
das«  eine  beliebig  gegebene  ganze  homogene  Function  der  Va- 
riabeln vom  zweiten  Grade  einen  unveränderlichen  Werth  behält. 

Es  ist  hier 

(1)  f{x,,  ar„  arj  =  a:«  +  x\  +  x\ ; 

die  gegebene  Function  sei  in  der  früheren  Weise  bezeichnet 

(2)  <p{x^,x^,x^ 

=  aji  x\  +  a^  x\  +  a^  x\  -f  2a^^  x.^  x^  +  2flj,j  x^  x^  +  2o,j  x^^  x,, 
ihr  fester  Werth  sei  wieder  gleich  der  Einheit.  Mit  Hülfe  eine« 
unbestimmten  Factors  A  bilde  man  nach  §  59  den  Ausdruck 

(3)  /'(fl;,,a?„a;,)  + A(jr>(a?,,a;„irJ, 
und  erzeuge  durch  Nullsetzen  der  nach  x^^x^.x^  genommenen 
partiellen  DifFerentialquotienten  die  Gleichungen 

[  ^1  +  '*'  («1,  ^1  +  £»12  x^  -4-  a,3  x^  =  0 

(4)  I   «a  +  ^  («ai  ^x  +  «22  ^3  +  »83  ^s)  =  ^ 

Dieses  System  von  Gleichungen  des  ersten  Grades  (llr  a;,,x^, < 
würde  aus  der  im  vorigen  §  angefllhrten  Ursache  nur  dnrot 
die  Werthe  aTj  =  0,  x,  =  0,  x^  =  0  erfüllt  werden,  wenn  die 
Determinante  des  Schemas  der  Coefleienten 


L 


(8) 


"11 


i'i  —  a.v 


«n. 


*1» 

nifhl  gleich  Null  wäre.  Mitbiu  niiiss  die  betretVcude  Deter- 
miuaiitc^  verschwiiiden  and  Itestimnit  auf  solche  Weise  den 
Werth  l.    Nun  werde  abermals 

(6)  -.  =  -; 
gesetzt,  80  dass  aus  (4)  diis  System  von  G!eieIiUMg:eu 

(7)  l   -  Oai^i +('^  — aw)^2-«28^s  =  f> 
(   —  Ö3J  ar,  —  a^^  x^  +  {lo  —  a^  a:,  =  0 

folgt,  dessen  Determinante 

w  — a.,        —  «,„        —  a,g 

-%,     =Z>(w) 

durch  ihr  Verschwinden  tllr  vt  die  Gleichung 

(9)  Z>H  =  0 

liefert.  Die  Wurzeln  dief^er  Gleichnng  kluinen  von  einander 
verschieden  sein,  oder  es  küiwen  unter  ihnen  gleiche  vorkomnieu; 
wir  Kchlieasen  die  Fälle,  in  denen  das  letztere  jresehieht,  von  der 
Betrachtung  ans.  Nach  l,  §  49  tritt  bei  einer  algehraiseben 
CUeiebnng:  dann  und  nur  dann  eine  doppelte  Wurzel  auf,  neun 
illr  deren  Werth  die  erste  Ableitung  der  gleich-Null  zu  setzenden 
Function  mit  der  Function  gleichzeitig  verschwindet.  Die  erste 
Ableitung  oder  der  nach  w  genommene  erste  Di tTerentialquotient 
der  Function  Z>{w)  ist  der  Ausdruck 

f>)  --J^^  =(w-aJ{(a-o^— a'^+((o-a33)(w— a^J-fl'^  +  fw— a^,)(w— o^)-o! 

Die  getroffene  Annahme  besteht  also  darin,  dass  derselbe  durch 
keine  Wurael  der  Gleichung  (9)  zum  Verschwinden  kommen  darf. 
Sobald  fUr  w  eine  Wureel  der  Gleichung  (9)  genommen 
wird,  dient  das  System  von  Gleichungen  (7),  wie  am  Schlüsse 
von  I,  §  75  auseinandergesetzt  ist,  dazu,  die  Verhältnisse  der 
Grössen  x^yX^,x^  zu  bestimmen.  Ei>  mligen  die  adjungirten 
Elemente  des  Schemas  (8)  in  der  entspreeheuden  Ordnung 
folgen  de  rmassen  bezeichnet  werden 
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(11)  Z)„W    D,,U.)   2)„(ca) 

n,,(to)    7),,H    Z?,,H 

n,,(c<i)  D^{w)  D,,M, 
wo  aii8  der  ♦Symmetrie  des  Rohemas  (8)  die  Symmetrie  des 
vorliegenden  folgt;  falls  nicht  alle  adjiiiigirteu  Elemente  ver- 
schwinden ,  werden  die  Verhältnisse  der  Grössen  scj,  x^y  x^ 
durch  die  Verhältiiisse  der  eiitsp rechend  geordneten  Elemente 
irgend  einer  Ilonzontalreihe  ausgedrückt.  Die  Möglichkeit, 
dass  alle  Elemente  in  (11)  gleich  Null  Averden,  ist  indessen  da- 
durch beseitigt,  dass  der  Ausdruck  (10)  für  keine  Wurzel  von 
(9)  gleich  Null  werden  darf;  denn  ea  leuchtet  ein,  dass  derselk' 
mit  dem  Aggregat  der  drei  Elemente 

(12)  D,,(irj)+I).^{i>i)-hD^(i0) 

Übereinstimmt,  und  daher  bei  dem  Verschwinden  aller  Elemente 
ebenfalls  verschwinden  müsste.  Demnach  gelten  die  drei  Pro- 
portionen 

j    x^ix^'.x^^  Dji  (w) :  D,,  (w) :  D^^  ( w) 

(13)  <^    x,:x,:x,^D^,{ia):D.^M:I>^{iü) 

I    T,:  X,:  X,  =  jD„  (w):  D,,  (w):  D,,  ((^) 
Wird    die   linke  Seite   der   ersten»  mit  x^,  der  zweiten  mit  af^, 
der  dritten  mit  x^  multii>licirt,  so  Uisst  sich  wogen  der  Glekli- 
ungen  D^^  (w)  =  D^^  (w),  u.  8.  f.  wieder  eine  fortlaufende  Propor- 
tion ableiten, 

Y^*/  •*'i  •  Xa  •  X~  .  Xn  X„  -  Xjj  X^  .  X,  x„ 

=  D„  M :  D,,  (vi):  D,,  (f.) :  Z>,,  (to) :  D^,  (ro) :  D,,H 
Ein  geeignetes  Httlfsmittel  zur  ferneren  Untersuehim^  tlfs 
Systems  (7)  besteht  darin,  die  erste,  zweite  und  dritte  Gleichung 
respective  mit  drei  unbesümniten  Grössen  «,  r,  w  zu  multiplicirvD 
und  hierauf  zu  addiren,  so  dass  die  Gleichung 
(15)  lt^(x^u  +  x,v  +  x^w) 

2\         dx^  öafj  5^3  / 

entsteht.  Kach  einer  im  vorigen  §  erwähnten  Bemerkung  hat 
der  in  der  zweiten  Klammer  befindliche  Ausdruck  die  Eigen- 
schaft, sich  niclit  zu  ändern,  wofern  die  Orüssen  x^^x^^x,  (l«r 
Reihe  nach  mit  den  Grossen  «,  v,  w  vertauscht  werden,  oder 
die  Relation 


P 


§  61. 


Aufgabe  mit  zwei  quatJratischeo  Formen. 


841 


öjr,  a«,  ö«„ 


tc 


zn  crfilllcn.  Sct/t  man  in  (15)  erstens  «^a:,,  y^a:,,  w=a:„ 
80  wird  das  zu  siilitriihirfnde  Aggregut  nAL-h  dem  Etder'schen 
Satze  von  den  lioniogenon  Functionen  gleit^li  der  Function 
9(jr,,z„ic,),  und  insofern  deren  Werth  gleich  der  Einheit  sein 
soll,  dieser  selbst  gleich ;  hieraus  gebt  für  jede  Wurzel  von  (9) 
die  Gloichung 

(17)  m(xl-hxl  +  xl)=\ 

hervor.  Die  drei  nach  der  bestehenden  Vorausaetziing  ver- 
schiedenen Wurzeln  von  (9)  mögen  mit  w^  ,  (ii^^\  er  bezeichnet, 
die  zu  einer  jeden  gehörigen  Werthe  .-r,,  x.^,  x^  durch  Hinzu- 
fUgung  des  ents|yrechenden  oberen  Zeigers  kenntlich  geniaeUt 
werden.  Es  werde  nun  in  (15)  einmal  für  w  eine  bestimmte 
Wur/,el  f'j"^  gewählt,  denizutblge  ;r,  =  asj'^ajj^^'^^a^^"  6«" 
nonimen,  ferner  mit  Anwendung  eiuer  zweiten  Wurzel  ^/^'  die 
Bestimmung  n  ^  xf  ,  v^x]^^,  w^=x^^  getroflen;  ein  zwei- 
tes Mal  werde  für  tu  die  Wurzel  f</''  substituirt,  so  dass 
x^^x^PyX^^=x^^\x^=x^P  sind,  ferner  umgekehrt  w=A"J*\i;  — a:^^\ 
w^x^^^  gesetzt;  dann  nimmt  die  erste  Klammer  und  wegen 
(16)  auch  das  zu  subtrahirendc  Aggregat  beide  Male  denselljen 
Werth  an,  so  dass  durch  Subtraction  der  Resultate  die  Glei- 
chung 

(18)  (M*"  -  J''}  (J^'  j^  +  x^''  x';'  -f  xfxf)  =  0 

entsteht.  Weil  aber  vcrmrige  der  getroffenen  Annahme  rn^^'  — w'** 
nicht  gleich  Null  sein  kann,  so  muss  die  Gleichung 


i*--  i*!  ~t         *Va  fct-g 


J')   m  _ 


=  0 


(19) 

erfUllt  sein;  in  derselben  Weise  gelten  Htr  die   zu  zwei  andern 

Paaren  von  Wurzeln  gehrirenden  Werthe  die  Gleichungen 

Ans  der  Verbindung  der  Gleichung  (17)  mit  der  Proportion  (14) 
folgt  filr  die  auf  der  linken  Seite  der  letztern  vorkommenden 
Griisäcn  die  Bestimmung 


^'  "'^       <t.(i>n(^^)  +>^(«) 4-i?>}) 


Der  zweite  Factor  des  gerne iiisnuHui  Nenners  ist  der  obige 
Ausdruck  (12)  «iid  darf  als  suleher  für  keinen  der  Werlhe 
<*/'\  40 ''\  J*'  gleich  Null  werden.  Diiss  einer  der  drei  Wcrthc 
selbst  gleich  Null  sei,  scMiessen  wir  durch  die  Festsetzung  ans, 
dass  die  Determinante  der  quadratisehcn  Form  f/^(x-,,  arj,  xj 

(22)         a,j  a.^j  a.^  —  a^j  a^^  —  a^^  a,j  -    «j^  .»^j  -r  ««aa  -ai  "w. 

in  deren  negativ  geuonimenen  Werth  die  Determinante  (8)  fllr" 
,ü  — 0  ttbergeht,  von  Null  verschieden  sein  soll 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  drei  Wurzeln  r./'\  r/*'\(/^ 
der  Gleichung  (9)  stets  reell  sind.  Als  eine  Gleichung  mit 
reellen  Coet'ftcienteu  könnte  dieselbe  nach  §  53  nur  entweder 
drei  reelle  Wurzelu  oder  eine  reelle  und  zwei  complexc  conjo- 
girte  Wurzelu  haben.  Wäre  das  letztere  der  Fall  und  hiesscn 
die  conjugirteu  Wurzeln  m'^'  und  to^^\  so  erhielte  man  vernjöge 
(21)  für  w=w'**  ein  durch  bestimude  algebraische  Operationen 
gebildetes  Werthsystem  xj",  x^^\  4^\  für  lo—uP^  ein  auf  die- 
selbe Art  gebildetes  Werthsystem  a;\^\  :if  \  jjJ'I  Die  vorkom- 
menden algebraischen  Operationen  sind  erstens  rationale,  and  von 
diesen  ist  in  I,  §  27  gezeigt,  dass  bei  Anwendung  der  gleicheü 
Operationen  auf  Elemente,  die  mit  gegebenen  Elementen  conjn- 
girt  sind,  nothwendig  ein  mit  dem  ursprtlnglichen  conjugirter 
Wertli  hervorgeht;  zu  der  Darstellung  von  x,,  a;,,  x,  gehören 
ferner  Ausziehungen  von  Quadratwurzeln,  in  Betreft'  deren  nach 
I,  §  39  der  Satz  gilt,  dass  je  eine  der  beiden  Quadratwurzeln 
aus  einer  Grösse  A^iB  mit  je  einer  der  beiden  Quadratwurzeln 
aus  der  eonjugirten  GriVsse  Ä — iB  conjugirt  ist.  Aus  diesen 
Gründen  Hesse  sich   in  dem  obigen  Falle  bewirken,   dass  a^" 


I 
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mit  x*^\  4"*  mitJCj*,  x\t^  mit  x^^^  eonjugirt  würde.    Trennte  maa 
demnach  den  reellen  und  im»i;ii]Hren  Tlieil  und  «etxte 
(23)  ;r<;»  =  A,  +  ifi,,  ^'  -  l^  +  t-/^,  :r^'  =  A^  +  i^,,       . 

xf  =  A,  -  i//„  a:J'>  =  X^  -  »/ij,  xf  =  A,  -  viy 
80  wttrde  sich  (Ift)  in  die  GIcichnng 
^2-1)  X\  4- .«;  +  l\  +  /(«  +  A^  +  /^'  =  0 

verwandeln,  welche  nicht  anders  als  durch  Verschwinden  der 
»äniintliehen  reellen  Grössen  A  ,,/*,,  A,,  /i,,  A,,/i„  erfüllt  werden 
kJInnte.  Dann  müssten  aber  auch  x^^\  xf/^,  xf^  ^^,  xf,  .rf  »^^^st 
gleich  Null  sein,  was  mit  Rücksicht  auf  die  ilir  ot:=u^^^  und  cV 
geltende  Uleicljuug  Ü7)  unmiiglich  ist.  Mitliin  sind  alle  drei  Wur- 
zeln ^/^\  f'/*',  w'®',  wie  behauptet  worden,  reell.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  die  Ausdrlieke  der  rechten  Seite  Wer  in  (21)  »usam- 
mengoiassten  Gleichungen  ehentalls  für  (r*  =  c/*\  w^^',  uF^  reell 
werden.  Für  2",,  a;,,  x^  können  hiernach  nur  Werthe  erschei- 
nen, die  entweder  reell  sind,  oder  negative  reelle  Quadrate 
haben,  das  heisst,  rein  imaginär  ausfallen.  Weil  aber  die 
Prodacte  x^  x,,  j,  x,,  x^  a-,  wieder  nothwendig  reell  siüd,  m 
können  a;„  x„  j;„  nur  entweder  sämintlich  reell  oder  Hännutlich 
rein  imaginär  sein,  und  zwar  inuss  das  eine  oder  andere  ein- 
treteu,  je  nachdem  die  Summe  ihrer  Quadrate  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  hat  Diese  ist  aber  nach  (17)  dem  reci- 
proken  Werth  der  betreffenden  Grösse  w  gleich.  Es  werden 
daher  Xj,  a?,,  ar,  gleichzeitig  reell  oder  rein  imaginitr,  je  nach- 
dem die  zugehörige  Wurzel  ('/'\  ci'^',  f/*'  positiv  oder  negativ 
ist.     In  Folge  dessen  haben  die  nenn  Grössen 

(25)  \^uFU'P      )/^' x^'      y^J^'^xf 

/c7^^  4"        »V^  ^'       lV*>  x^' 


}[^'  4'^     ii^'  x\ 


kn 


\\J^'  xf 


die  Eigenschaft,  immer  reell  zu  sein.  AufliJsungen  der  gestell- 
ten Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  erhält 
man  jedoch  nur  tiir  die  positiven  Werthe  der  Grosse  m. 

Wir   beuut/.en   die  (.Trossen  (25j  als  Coefticienten   llir  drei 
neue  Variabelu  ^,  r;,  t  und  bilden  die  Substitution 
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\^<,'''x?'i 


+  v 


L  .t2)  ^.i^> . 


(<f 


^1   '/ 


iV*»x!'^ 


(26) 


X,  =  W  4'^  ^  +  U'^  4^'  r,  +  »y''>  4^^  ^ 


j?.. 


■/ 


./^>4"i 


+  v 


rii)  Vi) 


+  h 


x^'C, 


-'^'  w''\iA 


verraittölst  deren  die  quadratisclieu  Formen  jpJ  +  j?5  +  xl  und 
f/>(a;„  x„  a;,)  gleichsceitig  transformirt  werden.  Für  die  eretere 
ergiebt  sieb,  indem  die  Gleichung  (17)  flir  w^w 
ferner  (19)  und  (20)  benutzt  wird,  die  Gleiehung 
(27)  a:»  +  x^  +  xl  =  ^»  +  t,^  +  l\ 

Um  y(a;,,  a;,,  a?,)  umzuformen,  leitet  man  mit  Zuziehung  roii 
(7)  die  Gleichungen  ab 

ia,,x,+a,,x,-^a,,x,^w'''}^'x'^^ 

woraus  durch  Multiplication  und  Addition  der  enfsprecheiKlcn 
Ansdrttcke  nach  abermaliger  Anwendung  von  (17),  (19)  und 
(20)  die  Gleichung 

(29)  rp  (x^,  X,,  X,)  =  cot^>  ^  +  J'^  7/"  +  <o^''  ^ 

entsteht.    Durch  die  Substitution  (26)  wird  also  einerseits  die 
Quadratsumme  arj  +  ar*  +  xl  in  sich  selbst,  andrerseits  die  qua- 
dratische Form  fp(x^,x,fXj  in   eine  solche  ([uadratische  Form 
verwandelt,  die  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  und  als 
deren  Coefficienten  die  drei   Wurzeln  (t/^^,  w^*',  c/      der  enbi- 
schen    Gleichung  (9)  enthält.    Nach    dem    Trägheitsgesetz  der 
quadratischen  Formen,  das  in  I,  §  88  bewiesen  worden,  ist  die 
Anzahl  von  positiv  und  von  negativ  genommenen  Quadraten,  in 
deren  Aggregat  eine  mit  reellen  Coefficienten  versehene  quadra- 
tische Fonn  durch  eine  reelle  Substitution  verwandelt  werden 
kann,  unverilnderlich  dieselbe.    Bei  der  in  (29)  gegebenen  Dar- 
stellung der  Form  g>  (a;,, :c,,  a;,)  wird  die  Zahl  der  positiven  und 
negativen  Quadrate  dureli  die  Zahl  der  positiven  und  negativen 
Werthe  unter  den  drei  Grössen  ^/^\  oP\  t/'^  bestimmt.    Offenbar 
ist  die  Form  (pix^^x^^x^)  wesentlich  positiv,  wenn  o/^\  n}^\  u/^^ 
positiv,  wesentlich  negativ,  wenn  alle  drei  Grössen  negativ  sind; 
die  letztere  Voraussetzimg  macht  es  tuimtiglich,  dass  die  Ferra 
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für  irgend  ein  reelles  Wcrth^ysteni  der  Variabein  den  vorge- 
schriebtiiien  Werth  der  Einheit  annehme,  und  wird  dei^halb  von 
jetzt  ab  ausjj:eschloH8en.  Gilt  die  erste re  Voraussetzung  nicht, 
so  können  unter  den  drei  Werthen,  von  welchen  in  Folge  der 
obigen  Annahme  keiner  verschwinden  darf,  zwei  positiv  und 
einer  negativ,  oder  einer  positiv  nud  zwei  negativ  sein.  Es 
bleiben  demnach  drei  Fülle,  welche  sich  folgenderniasseu  be- 
zeichnen lassen, 


nt 


,0). 


►  (tj 


(3)- 


M 


i«)  - 


^0 


(& 


,(1). 


'  f(*' 


.(») 


0;  0 


.(») 


(I) 
(11) 

Die  Entscheidung  zwischen  dem  Maximum  und  ftrinimum 
wird  nach  der  Formel  (14)  des  §  üi>  durch  den  Ausdruck 
(30)      dxl  +  dxl  +  dxl 

•hl  (aiydx^+a^dxl'¥(ij^(h^-\-2a^dx.jdXj^+2a^^dx^djc^  +2aj^dj>^dx^) 
gegeben,  in  welchem  die  Differentiale  der  Variabein  durch  die 
Gleichung 

m  drp{x,,X,,x,)^Q 

eingeschriUikt  sind.  Man  darf  hier  die  Differentiale  de,,  rfii:,,  dx^ 
durch  die  Differentiale  der  neuen  Variabein  rfi',  rf*,,  dC  aus- 
drücken, indem  man  in  den  Gleichungen  (20)  die  vollständigen 
Differentiale  der  linken  und  rechten  Seiten  bildet  Weil  aber 
die  Coefficienten  von  ^,  r^,  l  constant  sind,  so  entstehen  hierbei 
gerade  diejenigen  Keaultate,  welche  aus  (26)  hervorgeben,  indem 
statt  jeder  der  sechs  Variabein  ihr  Differential  gesetzt  wird. 
Ferner  crgicbt  sich  durch  denselljen  Process  der  Aasdruck  (30) 
ans  dem  Ausdrucke  (3).  Man  ist  daher  vermöge  der  Gleichun- 
gen (27)  und  (211)  im  Stande,  das  Ergebnis»  der  Einführung 
der    Differentiale    rf^,  di,,  dC   in    ^30)    folgendermasscn   hiuzu- 

sehreil)en,  wobei  für  l  nach  (6)  der  Werth ge&etzt  ist, 


(32) 


d$'  +  dfi'  +  dC' -^  1  (t.t'V|' -f  (^'d,f  +  i^''\li') ; 


zugleich  verwandelt  sich  die  Gleichung  (31)  in  die  folgende 


(:^3j 


diJ'^f  +  ,o''\;+or'f)  =  (\. 


Die  Werthsysterae  ^,  *^,  'C,  bei  denen  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum auftreten  kann,  sind  diejenigen,  fllr  welche 


wird,    und  haben  daher  wegen  der  GieiolHingen  (26)  die  Be- 
stimuiung 

(35)        {     ,o  =  o/'\  ^  =  0,    >V*^,  =  I,  t-0; 

1=0,  ,;  =  0,     \^7o^'^C=h 

Je  nach  den  drei   Annahmen    geht  der  Au«drack  (32)  in  einen ' 
der  drei  folgenden  über 

,=,./■',  .,/+rfL-'-g>,'+^:>.r^); 

\w  w  / 

Au8  der  Gleichung  (33)  wird  aber  beKiehungsweise  ^ 

80  dass  immer  dasjenige  Differential  verschwinden  nmss,  welches 

in  dem  zugehörigen  Ansdnicke  {'M\)  gar  nicht  vorkommt. 

Zufolge  der  zu  benutzenden  Regel  giebt  es  ein  Maximum, 
ein  Minimum,  oder  keines  von  beiden,  je  nachdem  die  betref- 
fende   der   in   (36)    aufgestellten    Formen   weseutlicb    negativ, 
wesentlich    positiv   oder    keines   von  beiden   ist.    Welche    Er- 
gclieinung  jedes  Mal  eintrete,  lässt  sieb   leicht  aus  der  Beschaf- 
fenheit der  Grö8sen  tj*^'',  fj^*\  w^**  und  ihrer  Differenzen  erkennen, 
so  dass  je  nach  den  oben  unterschiedenen  Fällen  I,  II,  III  die 
folgenden  Resultate  entstehen: 
(i)     w  =  (,/^^^  Minimum; 

tü^w^'^\  weder  Maximum  noch  Minimum; 

w  =  u^''\  Maximum ; 
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^/ll)     (,>  =  f'/'\  Minimum ; 

^1         f«i  =  f/'\  weder  Maximum  nocli  Minimum; 
(III)     <>>  =  f'/^\  Minimiim. 

Iti  Bezuj;  auf  ihre  geometrische  IW'deutung  Kcbliesst  sich 
die  gogcuwiirliije  Aufgabe  ebenfalls  au  die  Aufgabe  des  vori- 
gen §  an.  Werden  die  drei  Variabcln  zu  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes,  so  reprHscntirt  die  mit  der  Function  (2) 
gebildete  Gleichung 

(2*)  f{x,,x,.a;j=l 

eine  Fläche  des  zweiten  Grades^  welche  den  Coordiiiatmanfunffs- 
punkt  gu  ihrem  Miitelpufil'tc  hat;  jede  dureli  diesen  Punkt  ge- 
legene Verbindnugslinie  von  zwei  Punkten  der  Fläche  wird  in 
iem  erstem  halbirt,  da,  wenn  die  Coordinaten  des  einen  Punktes 
P^,  a*j,  x^  genannt  werden,  die  Coordinaten  des  andern  Punktes 
>^^,,  —  z,,  —  z,  sind.    Weil  nun  die  Function  (1) 

w*,  +  xl  +  xl 
MB  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (x„  x^,  a:.,)  von  dem 
littclpunktc  der  Flüche  ausdrückt,  so  beistimmt  die  geloste  Auf- 
abe  die  Punkte  der  Fläche,  ftlr  welche  das  Quadrat  dieser 
►ntfernuog,  mithin  auch  die  Entfernung,  ein  Maximum  oder 
liniinnui  wird.  Die  Substitution  (26)  entspricht  der  Verwand- 
mg  des  Systcni!;!  der  rechtwinkligen  Coordinaten  .r^,  iC,,  x,  in 
Ün  anderes  zn  demselben  Anfangspunkte  gehürendes  System 
oa  eben  solchen  Coordinaten  ij,  t,,  L  Nach  den  allgemeinen 
I  I,  §  8ö  n.  ».  f  mitgetheilten  Erörterungen  müssen  alsdann  die 
öchtwinkligen  Coordinaten  :c,,  x\„  ^5  mit  den  andern  ^,  ^,  c 
^rch  Gleichungen  von  der  Gestalt 
P8)  X,  =  y„  ^  +  y,, »?  +  y«  ^ 

^  ^.i  =  'Ai  H  +  '/:,,  r^  +  ^33  ^ 

usaramenhängen,  und  die  Ausdrtlckej  welche  das  Quadrat  der 
Entfernung  desselben  Punktes   von  dein  gemeinsamen  Anfangs- 
punkt bezeichnen,  einander  gleich  sein,  so  dass  die  Gleichung 
j39)  x\  +  xl  +  ^*  =  r  -f  IT»  +  'C 

jrfttllt  ist.  Die  quadratische  Form  (1)  geht  dadurch  in  sich 
leihst  über.  Da  ferner  nach  I,  §81  die  Determinante  dertraus- 
fonnirten  Form    gleich  dem  Product  aus  der  Determinante  der 
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+  yji 

+  yli 

rU 

+  yI 

^': 

/l3 

+  ^23 

+  y^ 

UTS|>rünglichcn  Form  und  dem  Quadrate  der  Substitut ionsdeter- 
niinante  /*  ist,  und  da  in  (39)  die  beiden  Deteniiinanten  der 
Formen  gleich  der  Einheit  sind,  so  niiiss  die  betreflfende  Suh- 
5*titutiüUödcterminante  /'  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  sein.  Ob  da.s  erstere  oder  das  Kweite  der  Fall  sei, 
richtet  sich,  wie  a,  a.  0.  auseinander  gesetzt  ist,  danach,  ob  das 
System  der  positiven  Axcn  j\fX^,  a\  durch  Drehung  in  der 
gegebenen  Reihenfolge  in  das  System  der  positiven  Axeu  ^,  r;,  t 
Ubergeftlbrt  werden  kann  oder  nicht.  Aus  iß9)  folgen  die  zwi- 
schen den  9  Coefficienten  der  Substitution  (38)  geltenden  Glei- 
chungen 

=  i 

^12  ^13  "^  ^js  ^23   '   /sj  /as  "^  *-' 

3^13  3^11    "•"  y»  ^21  "^  ^33  ^31  ^^  ^ 

'/n  /'ij  "*"  '/ii  y^i  "^  ^31  ^iw  "^  ^} 
welche  ihrerseitB  wieder  daa  Bestehen  der  Gleichung  (39)  nach 
sieh  ziehen.  Bei  der  obigen  Substitution  (26)  haben  die  neuen 
Variabein  gerade  deshalb  die  Eigenschaft ,  ein  System  von 
neuen  rechtwinkligen  Coordinaten  darzustellen,  weil  dort  die 
Gleichung  (27),  welche  mit  (H9)  identisch  ist,  erttillt  wird,  wäh- 
rend die  letzten  drei  Gleieliungen  (40)  dnrch  (19)  und  (20) 
repräscntirt  werden.  Die  in  (26)  bestimmten  rechtwinkligen 
Axen  der  $,  /^,  c  heissen  die  Hanptaxen  der  durch  die  Gleichung 
(2*)  ausgedruckten  Fläche  des  zweiten  Grades.  Nach  EinfÜbrung 
der  auf  die  Hauptaxen  bezüglichen  Coordinaten  ninmit  die 
Gleichung  (2*)  vermöge  der  Transformation  (29)  die  folgende 
Gestalt  an 

(41)  r-y\^^+r.^^>./+o/^'e  =  l, 

in  welcher  nur  die  Quadrate  der  neuen  Coordinaten  vorkommen, 
und  die  ein  geeignetes  Princip  zur  Eintheilung  der  in  Uede 
stehenden  Flflchen  darbietet  In  dem  vorhin  mit  (1)  bezeich- 
neten Falle,  wo  alle  drei  Coefficienten  *'>^'\  (-/"'^  v^^  positiv 
sind,  bildet  die  Flache  ein  einziges  Stück,  dessen  Theile  sich 
all   keiner  Stelle   über   eine   gewisse  Länge   hinaus    vom  Mit- 
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telpoiikte  cDtfernen,  und  heisst  ein  EUijiSoid.  In  dem  Falle  (11), 
wo  zwei  CVieflii^i enteil  positiv  sind,  der  dritte  negativ  ist,  be- 
steht die  Fläche  au»  einem  einzigen  Stllckc,  flessen  Theile  sieh 
luicndlieh  weit  vom  Mittelpinikte  erstrcekeu;  sie  heisst  ein 
ein/Iächiges  Hyperboloid.  In  dem  Falle  (III),  wo  ein  Ce»effieient 
positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind,  zerfällt  die  FlHche 
in  zwei  Stücke,  deren  jedes  sich  vom  Mittelpunkte  nnendlieh 
weit  outfernt,  und  wird  ein  zwcifläehUjes  Ih/perholoid  genannt. 
Bei  dem  Ellipsoid  werden  alle  drei  Hauptaxen,  bei  dem  ein- 
fläehigen  Hyperboloid  zwei  llauptaxen,  bei  dem  zwerflUehigen 
Hyperboloid  wird  nur  eine  Hauptaxe  von  der  Fläche  seihst, 
und  zwar  immer  in  zwei  gegen  den  Mittelpunkt  symmetrisch 
liegenden  Punkten  getrotlen.  Die  auf  solche  Weise  begrenzten 
Durchmesser  haben  chenfalls  den  Namen  llauptaxen,  so  dass 
t(>*^\  tü^'\  (./'"  gleich  den  reciprokeu  Werthen  der  Quadrate  von 
den  drei  halben  llauptaxen  sind;  derselbe  Außdruck  wird  auch 
von  dem  Ellipsoid  auf  das  eintiäehige  und  zweiflächige  Hyper- 
boloid Übertragen.  DemgeniäKS  bezieht  sich  der  gegenwärtige 
§  auf  das  Problem,  die  llauptaxen  einer  Fläche  des  zweiten 
Grades  nach  Lage  und  Grösse  zu  bestimmen,  welches  als  das 
Ilauptaxenpruhhm  der  Fläche  bekannt  i.'^t. 


Capitel  VHL 

AufangKgrüiide  der  Lehre  von  der  Krümm nug  der  Linien 

und  Flächen. 


§  6fl.    Beatimiutmg  der  T&ngeute  an  eine  im  Hanme 
^eg:ebene  Linie.    Meeemtg  der  liäng^e  einer  Linie. 

Die  Punkte  einer  Linie  im  Räume  hildenj  wie  in  §  42 
bemerkt  worden,  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Man 
theilt  die  Linien  oder  Curven  in  solche,  deren  sämmtlicbe 
Funkte  in  derselben  Ebene  liegen  und  in  solche,  bei  denen  dies 
nicht  der  Fall  ist.    Die  ersteren,    von   denen  schon  früher  die 


L 


860 


Linie  im  Räume. 


§62- 


Rede  war,   werden  ebene  Curven,   die  letzteren  Baumcurven  ge- 
nannt.   Wenn  ein  Punkt  im  Ranme  diirdi  seine  rechtwinkligen 
Cüordinaten    x^y^s   bestimmt   istj  .so   kann    das    Gesetz    einer 
Cnrve  durch  zwei  GleicUnngen  ausgedrückt  sein 
(1)  13P1  {Xjy,  £}^l,,  qr,  {x,  y,  8)  ^  l,, 

wo  Ij  und  l^  vorgeschriebene  Constantcn  bedeuten;  dann  i&t 
die  Curve  als  die  für  zwei  Mannigfaltigkeiten  der  zweiten  Ord- 
nung gemeinsame  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  oder 
als  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  deiinirt.  In  anderen  Fäl- 
len sind,  den  Gleichungen  (li  entsprechend,  zwei  Coordinaten 
als  Functionen  der  dritten  bestimmt, 
(1*)  y  =  JP(xXM  =  Q{x)', 

oder  es  klmnen  auch  die  drei  Conrdinaten  als  Functionen  einer 

unabhängigen  Variable  t  gegeben  sein, 

(1**)  :r.  =  A{i),y  =  B{t),z=G(t). 

Die  letzten  Gleichungen  verwandeln  sich  in  Gleichungen  von 
der  Gestalt  (l*),  sobald  statt  t  eine  der  Coordinaten  ond  zwar 
X  genommen  wird. 

Da  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  von  zwei  Ebenen 
bestimmt  werden  kaon,  und  da  umgekehrt  zwei  Ebenen  nur  eine 
Linie  als  Durchschnitt  haben  können,  so  wird  jede  gerade 
Linie  durch  zwei  Gleichungen  (1)  dargestellt,  hei  denen  <y',^=/, 
und  f/a=7,  zwei  sich  schneidende  Ebenen  bedeuten.  In  diesem 
Falle  hat  man  (jp,  und  g),  als  rationale  ganze  Ausdrücke  des 
ersten  Grades  von  den  Coordinaten  x^y^e  zu  nehmen  und,  wie 
leicht  ersichtlich,  die  Coetficienten  <7,,^*,,  ä;^,  ^g,  A^, /t»  so  einzu- 
richten, dass  in  den  Gleichungen 

g^x  +  h,y-^Jc^ß  =  l,, 

nicht  die  Proportion 

besteht;  die  Befriedigung  derselben  würde  ausdrücken,  dass  die 
beiden  Ebenen  parallel  wären,  oder  znsamnienJielen.  Wählt 
man  irgend  einen  Punkt  x^^\,  y^*^^ , /^^  der  geraden  Linie,  so  er- 
geben sich  für  die  Coordinatendififerenzen  j;  — x^''\^— y'"',^ — J'*\ 
oder  die  relativen  Coordinaten  des  beliebigen  Punktes  («iy,#) 
iu  Bezug  anf  den  festen  Punkt  (x^^\  y"\  /'**)  die  Gleichungen 
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I    gjx^x''')  +  h,  (ij  -  y^''»)  +  h,  [z  -  ir'"^)  =  0, 
ans  deneu  ilir  x—x^^\y  —  p^"^,s  —  s^^  die  festen  VerbUltnisse 

x-a^''hy-v""■.''-''"=KK-'>^A■l',9,-^8,■■9,^-9,^ 
folgen.  Nach  der  vorbin  gern a übten  Voraussetzung  krumen  die 
drei  Ansdrtlckc  der  rechten  Seite  nicht  j;:letchzeiti^'  verschwinden. 
Wenn  durrli  den  Punkt  (.c*^ /U*"')  Parallelen  zu  den  Coordi- 
natenaxen  gezogen  werden,  so  sind  x  —  x^^\y  —  y**^«— */*^  die 
Projectionen  des  Theiles  der  geraden  Linie,  welcher  von  dem 
Punkte  (j-^**',  ?/**\*'"')  bis  zu  dem  Punkte  {x,y,z)  reicht,  mit  Bezug 
auf  jene  drei  Parallelen.  In  dem  festen  Verhältnisse  der  drei 
Projectionen  beruht  eine  cbaracteristisebe  Eigenscliaft  der  gera- 
den Linie;  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  die  Winkel»  welche  von 
der  geraden  Linie  mit  den  drei  Coordinatenaxeu  -r,  y, -e  gebildet 
werden,  respective  />,  5,  r  heissen,  die  drei  Projectionen  diesen 
Cosinus  proportional  sind,  mitbin  die  Relation 

a?  —  a?^**^ y  —  y*^^ : ß  —  j»^°'  =  cos pi  cos  g» :  cos r 
gilt. 

Henkt  man  sich  die  Coordinaten  x,  y,  *  des  Punktes  einer 
Cnn^e  durch  die  Gleichungen  (1**)  als  Functionen  der  unabhängi- 
gen Variable  t  gegeben,  und  betrachtet  zwei  Punkte,  die  den 
Werthen  /  und  t+Jt  cnt6v|>rechcn,  so  können  die  zu  dem 
letztem  Werthc  gehörenden  Coordinaten,  falls  A  (/),  B  (i\  C  {t) 
nach  dem  Tatflor  sehen  Satz  entwickelbar  sind,  beziehungsweise 
folgcndermassen  dargestellt  werden 


(2) 


,   dx   ,.  ,   1  d*x  ,   ....  , 


dt 


2  dt 
1  d*g 


dt  2  dt 


-f^(Jty+... 


Wofern  hier  nur  diejenigen  Glieder  beibehalten  werden, 
welche  von  .11  unabhängig  und  in  <lie  erste  Potenx  von  Jt 
multiplicirt  »iml,  so  liefern  die  betrefrciiden  Ausdrucke  uacli 
den  in  §  37  für  ebene  Cnrven  an.sgefllhrten,  im  nUchsten  § 
weiter    anzuwendenden    Grundsätzen    »nd     den    gegenwärtigen 
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Erörterungen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  derjenigen  geraden 
Linie,  welche  durch  den  Punkt  {Xy  y,  ■?)  hindurchgeht  und  der  in 
Bede  stehcndeti  Curve  unter   allen   geraden  Linien  am  nächste 
kofumt  oder  dieseihe  htrührt.     Um  die  sänmiilichen  PunJäe  diest 
Tatigente  eu  er  halfen^  sind  der  Grösse  Jt  alle  möglichen  negati — 
ren  und  positivefi   Werthe  beizulegen.     Die  relativen  CoordincU^ 
eitles  SU  einem  beliebigen  Jt  geMtrenden  Vunktcs  der  Tangente 
in  Be^ug  auf  den  eu  Jf  =  0  gehiJrendefi  Punkt  (i-,  y,  g)  h 
respcctive  die  Werthe 


(3) 


^^Jt.    '^Jt 


dt       '     dt       '     dt 

Wenn  daher  ;>,  </,  r  die   Winkel  hedetäen,  welche  von 
Tangente  hejsiehungswcise  mit  den  drei  CcordinatenaJi'eti  gehild 
werdeny  so  hesteld  die  Proportion 

d^.     dg     dz 
(4)  ^,  :^^^  :^y  =  cosp:co8j:cosr, 

mittelst  deren  die  Construdion  der  außusuchenden  Tangente 
geführt  werdeti  kann.    Hierbei    ist   zu    Ijeaehteu,   dass  alle  b^ 
lierijren  Resiiltate  gültig;  hlcibeii,  wofern  ^taü  der  unabliän^iiT 
Variable  t  eine  der  Coordinaten,   etwa  x  gesetzt  wird.     Da 

geht  -^  in  die  Einheit,  -ry  in   .    » 
dt  '  dt        da' 

portioD  (4)  erhält  die  Gestalt 
(4*) 


,-   in  -j-  über,  und  die  P 
ät        ax 


1   dg    de 

1 :  ^ :  -T-  =  cos  » :  cos  ff :  cos  r. 

dx    dx  '^  * 

Wenn  daher  das  Gesete  einer  Curve  durch  die  Abhängigkeit 
stimmt  ist,  in  welcher  die  etceite  und  dritte  rechtwinklige  Cot 
nate  eines  Punktes  eu  det*  ersten  Coordinatc  .sV<?/*ett,    so  geben  dn 

nach  der  ersteti  Coordinate  genommenen  Diß'ercntialquoiienien  Ar 

eweilen  und  dritteti  in  Verbindung  mit  der  EinJwit  die  Verhälittm     "Ute 
ewischüti   deti    Gosintis   der    Winkel^   die  von    der  Tangente  Ar 

CufTe  mit  den  drei  Äxen  gebildet  werden.  Da  zwischen  den  Co»>i-  ^JU» 
der  Winkel  p»g,  r  die  Gleichung 

COB*  jj  +  cos*q  +  cos'  r  —  1 

besieht,   so  lassen   sich  aus   (4)  die   folgenden  Ausdrücke       fltf. 
C09jt>,  C03  12,  COS»'  ableiten 


welche   bei    der   SnbHtitution    von  x  fUr  i  eine   entsprecbeiide 
Vereinfachung  erfktircii.  • 

Wie  die  Aufgabe,  an  eine  gegebene  Curve  eine  Tangente  e%i 
construiren,  so  gründet  sich  auch  die  Aufgabe,  die  iJinge  einer 
(jegebenen  Curve  ss^t  messen,  auf  die  Vergleichung  einer  knuunien 
Linie  mit  eiuer  geraden;  allein  die  letztere  Au%abe  birgt  andere 
Schwierigkeiten  in  sich  als  die  erstere.  Da»8  die  Länge  jeder 
begrenzten  geraden  Linie  durch  die  Lunge  einer  beliebigen  be- 
grenzten geraden  Linie  alö  Einheit  gemeöaeu  werden  könne, 
gehört  ÄU  den  Grundvoraussetzungen,  auf  welche  sich  Descartes 
gesttitzt  hat,  indem  er  den  Ort  eines  Punktes  im  Räume  durch 
die  Messung  von  gewissen  geraden  Linien  bcötimmte.  Die 
Mensung  einer  begrenzten  nicht  geraden  Linie  wird  aber 
dadurch  auf  die  Meeaung  von  geraden  Linien  zurückgeführt, 
dass  man  zwischen  den  Endpunkten  $R'°'  und  9<^"^  der  gegebenen 
Linie  eine  Folge  von  Punkten  Öl^^\  m*'\ ...  Si^"  '*  einschaltet, 
hierauf  91^"  mitüR'\  "Si"'^  mit  3t*'',  u.  s.  f.,  zuletzt  Sft^'""'^  mit  dem 
Endpunkte  Wi^^\  das  ist  9t*"\  durch  gerade  Linien  verbindet, 
von  ihren  Längen  die  Summe  bildet,  und  die  Länge  der  ge- 
gebenen Linie  als  den  Grenzwertb  definirt,  gegen  welchen 
diese  Summe  couvergirt,  sobald  die  Anzahl  m — 1  der  ein- 
geschalteten Punkte  und  ihre  gegenseitige  Nähernng  ohne 
Ende  zunimmt.  Dieser  Process  ist  in  I,  §  103  für  die  Be- 
stimmung der  Länge  eines  Kreisbogens  auseinandergesetzt  und 
in  §  21  dieses  Bandes  bei  einer  beliebigen  Curve  wieder- 
holt, um  einen  ebenen  Flächenraum  zu  definiren,  welcher  von 
der  Curve  und  von  geraden  Linien  eingeschlossen  wird.  Gegen- 
wärtig liegt  uns  ob,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  die  vorhin 
bezeichnete  Summe  von  geraden  Linien  unter  gewissen  auf  die 

Upacbltc,  AiuJrtU  n.  ^ 
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Stetigkeit  bezugliflien  Voraussetzuu^ei!  in  der  Tliat  liegen 
einen  Grenzwerth  convergirt. 

Wenn  man  einen  Zeiger  a  die  Zahlen  0,  1,2,  ...w — 1,7m 
durehlaul'en  lässt,  dem  Pnnkte  W"^  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x^''\  i/"\ /"^  l>eilegt  imd  deren  DitTerenzen  folgeiiderinassen 
bezeichnet 

80  wird  die  Entferuong  zweier  Punkte  91^"^  nnd  ?R-""*^''  durch 
die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumuic  der  be- 
treffenden Coordiiatendifferenzen 


ausgedrückt.  Die  Sumnie  der  Längen  der  auf  einander  folgen- 
den Verbindnngslinien  ÜR^"' 9i''\  «R*'' 9t"', .  ..m'"'~"^Ji""'  ist  daher 
gleich  der  von  «  =  0  bis  a  =  m—l  auszudehnenden  Summe 


0~M  — 1 


(5)  2:    ]'ux'y  +  (jp^y  +  ( j  /y- 


Das  in  (1)  gegebene  Gesetz  einer  Curve  sei  in  die  Gestalt 
(I**)  gel)racht;  man  habe  /'*^  — /"*>0,  und  es  werde  ange- 
nommen, das8,  während  die  unabhängige  Variable  i  successive 
die  nach  ihrer  Grösse  geordneten  Werthe  t  ,t  ,...?-'"  =^'* 
durchläuft,  von  den  Coordinatcn  U",  y,  z)  die  Werthe  dnrcb- 
laufen  werden,  welche  nach  der  obigen  Annahme  zu  den  Punkten 
von  eutsprecbendem  Zeiger  gehfiren.  Die  jinsitiven  Differenzen 
der  Werthe  von  t  bezeichnen  wir  übereinstininiend 


n 


r 


und  geben  der  Summe  (5),   indem  deren  allgemeines  Glied  nn"l 
^#^"*  dividirt  und  multiplicirt  wird,  die  Ge.stalt 

Insofern   x^y,e    stetige   Functionen   von  i  sind,    die    in   Bezog 

auf  t  bestimmte   endliche    Differentialquotienten  haben,    uäbcru 

^,^(«>    ^,J«)    j^t«> 
sich  die  Differenzenquotieiiten  "—rrt  ^   t„\ '     ~n,\  bei  abnehnicn- 

^^^"»     M^"^     J^^ 

dem    //^^"'   respective    den    tltr   ^=:/"*    zu    bildenden    Werlbeu 
^",i/',l"   der  Differentiabiuotieuten  -\ff'!ff   ,/■    ^^ir  mnoljen 


m 
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ferner  eine  ahulichc  Voraussetzung,  wie  ^la  bei  dem  ISatze  IX 
de»  §  25  gebrauchr.  ist,   dum  iiäinlieb   die  Quadrattsiiuiuie  der 

Differenzen    'J„„  -£<"'.    "f^.f  -»/"'.  -^^,:,-  -  ?*"'  Air  ein  liin- 

reichend  kleines  z//"*  immer  numeriseh  unter  dem  (Quadrat 
derselben  kleinen  Gr^jsse  l  bleibt,  und  daes  folglich  in  den 
Gleichungen 

äJ"'  #J«>  *,<"> 

die  Quadratsumme  (a*"V  +  (fr^"V  +  (c^"V  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist.  Aaeh  «ehliessen  wir  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 
t\  r/"',  l"'  aus,  80  dass  die  Quadratsumme  iff  +  (./"V  +  (f  ^ 
nie  nnter  einen  gewissen  von  Null  verschiedenen  Werth  herab- 
triiuken  kann.  Aus  (Gj  folgt  für  die  in  ('1*)  unter  dem  Suui- 
meuzeicheu  belindliche  Grüsse  der  Ausdruck 


Nun  hat  sich  vorhin  gezeigt,  dass  eine  gerade  Linie,  welche 
von  dem  Punkte  9i "  nach  einem  Punkte  gezogen  wird,  dessen 
in  Bezug  aut  SR'"*  genommene  relative  Coordinaten  den  Diffe- 
rentialquotienten    '  =|*''\   ly  —'/**'  ^^^"'  proportional  sind, 

eine  Tangente  ä^r  Curve  im  Punkte  M"  ist.  Bezeichnet  man 
den  auf  dieser  Tangente  liegenden  Punkt,  dessen  in  Bezug  auf 
91^"'  genommene  relative  Coordinaten  die  Werthe 

J«)  (a)        fo)         («)     Ja)  (er) 

^      Jt      ,  tj       Jt      ,  ^        Jt 

haben,  mitX"  ,  so  lehren  die  beiderseits  mit  7/*  raultiplicirten 
Gleichungen  {6),  dass  a"  Ut*^  .h**  Ut*^  ^c"  XJt*"  die  rela- 
tiven Coordinaten  des  Punktes  5R  "^  in  Bezug  auf  den  Punkt 
X'"*  sind.     Demnach  wird  die  Länge  m^"*X'"^  durch 

die  Länge  X^'^Sl^"'''^  durjeh 

gemessen.    Es  ist  aber  die  Länge  'St"^  9{^"^"^  nieuials  grJlsser  als 


35Ö 


Meußiiug  lier  Lauge  einer  Linie. 


§C2. 


die  SumiHe    und  niemals   kleiner  als   der  absftinte  Werth  der 

Differenz  der  Längen  ?R*"^X^"'  und  X"**9l'"'^'^  denn  daö  Quadrat 
der  rechten  Seite  von  (7)  setzt  sieh  durch  Addition  aus  dem 
Quadrat  von  (8),  dem  Quadrat  von  (9),  und  dem  Ausdrucke 

zusammen,  <ler  absolute  Wertli  des  letztern  ist  aber  niemals 
grosser  als  das  doppi'lte  Prodnct  von  (8)  und  (9),  wie  mit 
Hülfe  der  Relation 


(10)    («*°y  +  Cv<°V  +  (r)')<(a' 


■*°'i)'+(i'°*Af +(c'"'A)') 


+  (^  o  A  —  i]  a  l) 
bewiesen  wird.  Der  so  eben  fllr  Age:regate  von  drei  Quadraten 
ausgesprochene  Satz  entspricht  einem  fltr  Aggregate  von  zwei 
Quadraten  geltenden  Satze,  welcher  in  anderer  Gestalt  in  I, 
§  61,  (9)  mitgetheilt  ist.  Beide  haben  den  geometrischen  In- 
halt, dass  in  einem  Dreieck  die  Summe  eweier  Seiten  stets  grösser 
als  die  dritte  Seit-e  oder  höchstens  derselben  gleich  ist. 

Nunmehr  sind  wir  im  Staude,  ftlr  die  Summe  fr>)  zwei 
Werthc  anzugeben,  zwischen  denen  sie  enthalten  sein  muss. 
Der  erstere  entsteht,  indem  statt  des  allgemeine«  Gliedes  (7) 
die  Summe  von  (8)  und  (9)  genommen  wird,  bei  der  Bil- 
dung des  zweiten  bat  man  den  Ausdruck  (9)  von  (8)  zu  sub- 
trahiren  und  ist  dann  unter  den  getrofienen  Voraussetzungen 
sicher,   die    Differenz   mit    positivem    Vorzeichen    zu    erhalten; 

deun   die   Quadratsumme   (^"^f  +  i*f'''^f  +  (t*"*f    darf  niemals 
kleiner  werden  als  eine  gewisse  von  Null  verschiedene  Grösse, 


t«),^» 


(«>i\« 


»1 


und  die  Quadratsumrae  (a    ?.)    +  (^    l)   -\-  (c    l)'  wird  flir  einen 

hinreichend  kleinen  Werth  der  Grösse  Jt"  wegen  des  Factors  x* 
beliebig  klein.  Es  liegt  also  die  Summe  (5)  zwischen  den  beiden 
Werthen 

Weil    sich    die   zweite    Summe    vergrössert,    sobald    statt      j 
(a"/ +  (^"/ +  (c"V    die    Einheit    gesetzt    wird,     und    weil 


i 


I 


j 
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Jt' 


,('.) 


ieich  der  Difl'urenz  i 


,<.'«« 


t      ist,  so  IrL'tindet  t*ii;U 


oder  negativ  ku  nohnicndc  Wf  rtli    unter  (Kt  Grösse 

A  C^^'*'— <^"'),  die  fUr  eine  hinreiehond  fort|,-t' setzte  Tlieihinj;  de« 
JxmÄ-^rvalls  beliebig  klein   wird.     Dagegen  bat  die  erste  Sunirae 

^€ls[9,as*  Bibluugsgesetz  einer  Siimiiie,  von  der  in  §20  nachgewiesen 
i»t,         dass    sie   gegen  einen    festen  Grenzwerth    eonvergtrt;   der 

fcl>«:5*::  Ä-effende  Grenzwerth  ist  das  bestimmte  Integral 


dt. 


Auf  diese  Weise    haben    wir  gezeigt,   das«   die    in  Rede 

l^^-^^Äeiide  .Summe  von  geraden  Linien   einem  festen  Grenzwerth 

^*^  "51  «big  nahe    kommt,    nnd   zugleich    den  Ausdruck    denselben 

^^"■^-«ch  das  bestimmte  Integra!  (11)  gefunden.  Bei  dem  betreffenden 

*^^^^gral  wird  fllr  die  Coordiuaten  x,  y,  e  eine  solche  Abhängig- 

^^■-  "•^  von  der  Variable  t  vorausgesetzt,  welche  den  zu  derCurve 

^^^^^-'^renden  Gleiehen  (li  entspricht.  Damit  ist  jedoch  an  sich  nur 

*^^        Abhängigkeit  bestimmt,  in  welcher  zwei  der  Coordinaten  zu 

^^^      dritten  stehen,  und  es  kann  die  Abhilngigkeit  der  letztern  von 

^*^~      Variable  /  auf  unbeschränkt  viele  Arten  eingerichtet  werden. 

^^*lialb    sind    in    dem    Integral    (lli    unbeschränkt   viele   Dar- 

^^^  lungen    von    der    Länge    einer   gegebenen   Linie    enthalten, 

^  ^  ^he  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  wie  die  nach 

^•^~*~i  erwähnten  Satze  IX  des  §  25  möglichen  Transformationen 

■  ^    ^^^  (x) -— dt  des  Integrals   1  f{x)dx.    Am   Scblasse  de«  §  41 


«rwähnt  worden,  dass  das  Prodnct  f{x)dx  das  Element  des 

^grals  / /'{a;)rfa:  genannt   wird;   nach   derselben  Ausdnicks- 

dx 
«e  ist  das  Element  des  transformirten  Integrals  mit/'(2;)-^  dt 

^>ezeichnen,  imd  man  darf  sagen,  dass  das  Element  des  zwei- 
Integrals  dem  Element  des  erstem  gleich  ist.     In  demselben 


^^^  "öo  heis*st  das  Element  des  Integrals  1 12),  näralicb  der  Ausdruck 
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(15) 


dua  Clement  einer  Linie  im  liaumt',   und  wird  auch  diireti  dt 

Quadrat  lour gel  aus  der  Quadrat  summe  der  Diff'erctdialc  der  rcthi 

tcinldigcn  Coordinatctt  x,  ij,  g 

1 1 2*)  ]f  dx^'+dij*  +  d£^ 

angedeutet. 

Es  möge  jet'/t  da«   lotegral  (11)  unter  der  VoranHS^^tzui 
gebildet  werdeu,   dass  eine  der  Coordinaten  an   die  Stelle 
unabhängigen  Variable   tritt.     Von    hier   ab   werden    wir    »>t 
X,  tj,  z  die  Zeichen  x^^  a;,,  x^   anwenden,  wek-hc  den  Vo 
haben,  das8  Suniniationen,  welcbe  ^«ieh  auf  die  drei  Coordina 
bc/jelien,   durch    Sumraenzeichen    für    die    Zeii^iT    ausgL'drlL. 
werden  kOnnen. 

Die  una!}hängige  Variable  sei  x,,  so  das«  das  Integral  <; 
in  das  folgende  übergeht: 


(13) 


(0> 


Aus  den  flir  dieCurve  gegebenen  Gleiehungenffi(x,,j  .,,.f,) 
und  f/-^(.r,,:rj,,.i;^)  =  ^^  liat  man  auf  das  Versi-bwinden  drr  \y\i 
reutiale  di^^  und  (iijp,  zu  »cbliessen;  die  betreffetiden  Gleichung"- 


(U) 


^(ft 


liefern , 


falls     die 


dx, 


''f-dx^^^^dx,^i^, 


Determinante 


nicht  verschwindet,  die  Bestimmung  der  Differentiab|Uotient 

,    *   und  -T— *- 

dx^  dx^ 

d  x^  _  _^  *?»    B  x^ d  g,    d  x^ 


dx; 


dar,    5ä,         d  x^    d  Xa  B  x^    d  x^         dx^ 

Bezeiübnet  i  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdi 
die  im  Nonner  stellende  Detcrnninante  positiv  oder  negativ  a 
nillt,  so  nimmt  das  Integral  (1:1)  nach  Ein  füll  rung  der  gefi 
denen  Ausdrtteke  die  üestalt  an 
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O*) 


\dj'^Sxj^      Ox^SxJ      Xdx^dx^      tlx^BxJ      \6).<.',  öa?^      dx^SxJ       * 

dx^  dxg       dx^  dx^ 

Bei  einer  ebenen  Curve,  die  in  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
-a;,,  Xt  durch  die  Gleichung 
<17)  «3()(a:,,a;,)  =  con8t 

gegeben  ist,  wird  ---  =  0,  wodurch  sich  (13)  in  das  Integral 


/l^'^- 


(0) 

"Verwandelt.    Man  hat  ferner,  indem  —''-  als  von  Null  verschie- 

'  dx^ 

«ien  vorausgesetzt  wird, 

"XVeiin  daher  c  das  Vorzeichen  von  »---  bedeutet,  so  tritt  an  die 

ox^ 

Stelle  von  (16)  der  Ausdruck 
(II) 

J        \dxj       \dxj      d(p 

Als  Beispiel  werde  eine  Ellipse  genommen,  deren  Gleichung 
nach  §  60  die  Gestalt 

(21)  f  +  f  =  l 

Uat.  A  und  B  bedeuten  positive  Grössen,  von  denen  Ä  die 
grössere  sei.  Dann  hat  die  Länge  eines  von  (a;f\  x^p)  bis 
(a;j'*\  ajjf*^  ausgedehnten  Curvenbogens  nach  (20)  den  Werth 

(M) 


C22)  /ly^f    ,    ^l   Hdx, 

J      ^  A"'^  B^     x' 

(0) 
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Beispiel. 


il«8. 


WL'k*lu;r  durcli  Subgtitiition  (Icr  aus  (21)   folgeiulen  ßestimmung 

(23)  a:,^±yB{i--j^ 

in  den  Werth 


(24 


t«)  A 


A 


dx^ 


ttbergcht.  Die  in  (21)  dargestellte  Ellipse  verwandelt  sich,  so- 
hald  li=A^  mithin  diu  eine  Hauptaxc  der  anderen  j^lcich  wird, 
in  einen  Krei»  mit  dem  HalbniesHcr  \^A.  Dabei  iiininit  der  Zahler 
des  in  (24)  nnter  dem  Wurzelzeichen  Ijefiudliehen  liruehes  den 
Werth  der  Einheit  an.  Weil  nnii  nach  §  14  die  Gleich uuj; 
d  arc  sin  « I 

besteht,  so  kann  man  die  anbestirarate  Integration  ausfuhren, 


(26) 


/■--'-   =  ^Ä  arc  8in(  A  I  +  const., 


und  findet  durch  EinsetKen  der  Intej^^rationsgrenÄen  den  folgen- 
den  Ausdruck  des  Länge  des  bctretfenden  Kreisbogens 

(27)  y-4  f  are  öin  ^  —  arc  sin  ,_    , 

\  \A  \U/ 

welcher  offenbar  den  Grnndeigensehaften  des  Kreises  entüpricht. 


9  03.   KrttmmniipskreiB  einer  Ranmotarre. 

Wie  im  vorigen  §  von  der  Berührung  einer  ebenen  Cnr>*e 
und  einer  geraden  Linie  zu  der  Berllhrung  einer  liaumcurve 
und  einer  geraden  Linie  Übergegangen  wnrde,  so  lassen  sich 
die  Begriffe  der  Berührung  verRchiedener  Ordnungen,  die  in 
§  37  för  ebene  Curveu  fiuseinander  gesetzt  sind,  anf  die  Be- 
ziehung zwiselien  beliebigen  im  Räume  gegebenen  Curven  aus- 
dehnen. Es  werde  in  demselben  rechtwinkligen  Coordinftten- 
System  ein  Punkt  einer  ersten  Ctirve  mit  a:,,  x,,  a:„,  ein  Punkt 
einer  zweiten  mitX,,X„Xj,  bezeichnet,  und  man  betrachte  x, 


liL 


I 


63. 


Berührungen   von  Curveu  im  Raiimr. 
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I 

I 

I 


ixnd  x^  als  von  x,,  X^  und  X,  als  vcm  A",  ahhiitigig.  Damit 
■alsdann  die  beiden  Ciirven  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  mÜHHcn 
"f^r  einen  gewissen  Wcrth  x^  =  X^  die  Gleichungen 

Cl)  x,  =  X,,x,  =  X, 

«irfullt  »ein.    Zu  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung  ist  ferner 

^3a8  Gleichwerdcn  der  ersten  Differcntiahiuotienten 

^*^^  äx^        ff.r,       d;ti        e?.r, 

^n  einer  Berührung  der  zweiten  Ordnung  noch  das  Gl  «^  ich  werden 

^er  zweiten  DifTerentialquotienten 

d^r,  _  rf'Z,        d*x^  _  rf«  X^ 
~d^^'~  da]    '     d^  ^  die]    ' 

"^11  einer  Berührung  der  mien  Ordnung  das  Bestehen  aller  ent- 
«5|> reichenden  Gleichungen  bis  zu  den  iulgenden 

d'%?,       <fX,, 


<:3) 


<4) 


^d;7         dx'", 


dZj  dx, 

^othwendig  und  hinreichend.  Bei  der  Aiifstcllnng  der  Bedin- 
gungen (1),  (2),  (3),  (4)  lägst  sich  leicht  eineehen,  und  von  den 
in  §  37  forniulirten  hätte  das  entsprechende  bemerkt  werden 
können,  das«,  wenn  man  eine  andere  Coordinate  als  unabhängig 
Wählt,  aus  den  vorgelegten  Bedingungen  andere  folgen,  die  aus 
den  ersteren  durch  eine  der  neuen  Annahme  entsprechende  Zei- 
ge nrertauschung  erhalten  werden.  Allein  der  willkürliche  Vorzug 
einer  Variahle  verschwindet,  sobald  angenommen  wird,  dass  die 
drei  Variabein  x„  ar^,  a;,  und  die  drei  Variabein  X,,  X,,  X^, 
nach  der  Art  von  (\**)  im  vorigen  §  gegebene  Functionen 
einer  unabhängigen  Variahle  t  seien,  und  sobald  ferner  dieje- 
nig:en  Variabein,  welche  vorher  als  unabhängig  galten,  in  den 
obigen  Gleichungen  x^  und  X,,  in  einer  solchen  Weise  von  t 
abbängig  gemacht  werden,  dass  für  den  betreffenden  Werth 
Von  t  sowohl  x^  und  Xj  selbst  wie  auch  ihre  sänimtlichen  in 
Gebrauch  kommenden,  nach  t  zu  bildenden  Dit!erential(|notienten 
Übereinstimmen.  Drückt  man  tlio  naeh  ./;,  und  X,  ausKU führenden 
Differentiationen  durch  Dit^crentlatioiien  nach  t  aus,  indem  man 
die  Relationen 
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Berührungen  von  Curven  im  Räume. 


§  ß3. 


(^) 


I 


d.v^ 


dt 


fdx' 


'M,W. 


d-  .r,  _  '^  \d.rj  I  d.r^  y       d'"  .t.^  _     \dx^' /  /dx^ 


und  die  corrcspondin'ndcn  für  X,,  .t^,  X,  jinwtMulL'l,  so  /oi^t 
öieli  durch  Verglciclumi,%  was  mit  Htllfo  der  rvieicliungen  (2) 
des  vorigen  8  J*ueli  direct  erkennbar  ist,  das«  s^tiitt  der  obigen 
Systeme  von  (JlLMcliungen  {!),  (2),  ('i),  (4)  rt^siiLM-tiw  die  tbl- 
f;enden  {i:esetzt  werden  dtlrteii,  welche  sich  auf  den  bezeichneten 
Werth  der  Variiible  t  be/JeUen, 


dx^   _  dX, 

dt     ~     dt 

d*x,  ^d*X^ 

dt^~        dt*' 

dt'^  dt"* 

Erna   auf 


X,  =  X„ 

d,v^    dX^ 

dl'  ~  7i7' 
d'.r,  _  (VX^ 
dt^    ~   dt^ 

i*  »r,  <C  X^ 

~    dr 


d,v^   __  dX^ 
dt  dt 

^7''        di*' 

d^v^^tfX, 
df"  dt"* 


dt" 
die  Coordinaten    X,,  X„  X^   bezogene  gcra«le 

Linie,  welche  durch  den  Funkt  (^„  ic,,  ipJ  einer  Curve  hin- 
durchgeht, wird  durch  das  feste  Verhältniss  unter  den  Differenzen 
X, — ;i-,,  Xj  — a'j,  X3  —Tg  be^tinjmt.  Damit  nun  die  Curve  von  dieser 
Geraden  lierUhrt  werde,  inltssen  die  Gleichungen  (2.)  befriedigt 
sein,  mithin  die  betreffenden  drei  Grössen  in  dcm»ell>en  Verhält- 


nisse stehen,  wie  die  drei  Differentialquotienten 


dx^     rfa-g     djCf 
'dt'  'df*  "dC 
was  in»  vorigen  §  erwähnt  worden  ist. 

In  §  'M  wurde  für  eine  ebene  Cnrve  der  Kreis  bestimmt, 
mit  welchem  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Bertih- 
Tung  der  zweiten  Ordnung  hat,  und  der  ihr  KrUrnmiingskreis 
heisBt. 

Wir  werden  jet/.t  auch  für  eine  Kaumcni*ve  tlen  Kreis  auf- 
Buehen»  mit  welchem  sie  in  einem  gegebenen  Funkte  eine  Be- 
rühnmg  der  zweiten  Ordnung  besitzt,  und  welcher  den  gleichen 
Namen  trügt,  hierauf  aber  die  Betrachtung  der  Raumcurven 
nicht  weiter  fortsetzen. 

Üie  gegenwärtige  Aufgabe  unterscheidet  sieh  von  der  cor 
respondireuden  früheren   besonders  insofern,  als  die  Ebene  des 


KrixTnmnn]cr«kreiR  eiiuT  RnumcurTe. 
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^■t^rtimiiiuni^sk reise«    dwi   durch    die  F^^hent^   ihr  Cnrve   gegeben 
^"^ivar,  hier  aber  erst  zu  bestimmen   ist.     Man  kann  diesen  Krei« 
;^^ls  den  Diiri'hst.'hnitt  i^iner  Kugel flik'he  nnd  einer  Ebene  ansehe», 
^"^vclche    durch    den  Mittelpunkt  der  ersteren   hindurchgeht.     Es 
:»iö;j:cn  die  Coordinaten  des  Punktes,  auf  welchen  sich  die  Ani- 
,^;abe    bezieht,    mit  x^y  o;,,  x„,  die  Coordinaten    eines    veränder- 
lichen   Punktes   mit   X^,  X,,  X^,    diejenijxen    des    Mittelpunkts 
<'iner  Kugel flik'bc  mit  »»,,  »i,,  m^  bezeichnet  werden,  ihr  Radius 
fflci  Q\  dann  lautet  die  Gleichnn^j  der  Kuj^olflfiohe 

<r,)  (X.-m,V  -h  (X.-)»,)«  +  (X,  ~m.y  =  t>\ 

I      Kerner  hat  die  Gleichung  einer  Ebene,   welche  durch  den  Mit- 
telpunkt (»Ml,  m,,  m„t  ü:cht,  den  mit  drei  te»ten  Werthen  a, />,  c 
SU  bildenden  Ausdruck 
<7)  o(X,  -»M.)  +  h  rX,-»«,)  +  c{X,  -wj  =0, 

fle«8en  linke  Seite  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  X,>  X^,  A",  vom 
ersten  Grade  ist,  und  für  die  Werthe  X,=«i,,  X^—m^,  X^^ni, 
Verschwindet.  Nun  j^cht  unsen'  Aufgalic  dahin,  die  vier  Grössen 
tn,,  m^»  rn^y  p  und  die  VerhäUiiisse  der  drei  Grössen  a,  ft,  c  so 
Zi\  bcstininien,  dass  die  obif;en  GleichuRp:cn  fl»),  (2.),  (3^)  durch 
«lie  7.U  der  Ciirve  j«:ehorenden  Werthe  der  Coordinaten  a:,,  .r^,  .r.^ 
Und  ihrer  Difterentiahinotienten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung; 
errullt  werden.  Da  die  rechte  Seite  von  (6)  eine  Constante, 
t  tlic  von  (7)  die  Null  ist,    so  muss   der  vollständige  nach  t  ge- 

■  nomraene  erste  und  zweite  Differentialquotient  der  linken  Seite 

■  von  (6)  umi  von  (7),    wobei  X,,  X^.  X,,    als    Functionen  von  t 
gelten,  gleich  Null  sein.    Die  betreffenden  vier  Gleichungen  ge- 


ntigen, um  die  vier  Grlissen 


dl 


(/.V.    d'  X,    i"  JT,  ,  „  . 


reo,    falls  die  Abhängigkeit  der  Variable  X,  von  t,  mithin  die 


Werthe 


fix,     d*  X, 


als  bekannt  aniceuftmioen  wird.  Wir  haben 


wegen  der  zu  befriedigenden  Gleichungen  (U),  (2»),  (3a)  die 
Grössen  X,,  X,,  X„  sammt  ihren  nach  t  genommenen  Diflferen- 
tiahiHofienten  durch  die  gleichnamigen  in  a:,,  üc,,,  x^  geschriebe- 
nen Ausdrucke  zu  ersotxen;  dann  folgen  aus  ((5)  die  Gleichungen 

Jt 


(8)    ix-mj-^^^  +ix,-m,)  '^^f-  +  (:i:,- 


w. 


=  0. 
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(9)     (Jt,-W, 


dt^ 


+  (^a-w,) 


d*  .r, 
dt* 


+  (^. 


rf^ 


+  1 


ans  (7)  die  Glcicliungen 


(10) 


(11) 


dx. 


dt 
di^ 


•¥h 


+  ft 


dt 
d*  .r. 


+  c 


+  1 


»1. 


dt 


d'x. 


dt* 


+  c 


d* 


dt* 


•0. 


Mit  Tlülte  der  beiden  letzten  wt^rden  tlii?  Verhältnisse  von 
a,  h,  c  bestimmt;  weil  aber  die  Grössen  selbst  tiberbanpt  keine 
sonstige  Hcstinimnng  haben,  so  darf  man  ihre  Werthe,  wie 
folgt,  annehmen 


(12) 


dx^    d*x^ 


b  = 


c  = 


df 

dt* 

dt 

dt* 

da:„ 

d*x. 

d,v^ 

d'x^ 

dt 

dt 

dt 

dt* 

^/.r, 

d*  .r. 

djr. 

d*x, 

dt       dt* 


dt       dt* 


Ferner  tindet  man  durch  Verbindung  von  (8)  mit  der  Glel- 

ehnng,  die   bei  der  Substitution  X,=Xj,    X,=3-,,  X^=x\  aus 
(7)  entsteht,  für  die  Verbältnisse  der  Grössen 


die  An  sdrticke 


Z^       fW j ,  df ,        fH^j  Xj^  • —  »», 


(13) 


dt 


dx„  ,     dx.  dx, 

c  —        b,  —  a c, 

di    '    dt  dt    ' 


rf.r, 
di 


b  — 


dl 


a. 


I 


Vermöge  derjenigen  Gleiehnng,  welche  bei  der  Siibstitntion 
X^^x^f  X,~a;„  Xj^Xa  aus  (6)  hei-vorgeht,  ist  die  Summe 
derQnadrate  der  Grössen  x^—m^,x^  —  m^,  x,  —  tn^  gleich  dem 
Quadrat  von  (/.     Wird  daher  für  die  tSumme  der  Quadrate  der 

Ausdrucke  (13)  die  Abkürzung  eingeführt 

so  ergiebt  sieb 


es. 
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:as^ 


X. 


-nt. 


-  w„ 


-m. 


dt 


dt 


dxt 


^N 


d.v. 


dt 


dt 


dx. 


iN 


djtg 


dt 


dt 


^N 


?ür  den  Ausdruck  N  darf  man  die  mit  der  Gleichung  (10)  des 
vorigen  §  ttbercinstimmcnde  Umformung 

"^»«nutzen,    wo  in  Folge    von  (10)  das  zu  quadrirende  Aggreg^at 
'^verschwindet;  es  ist  daher 

<.7).*=((^)v(t)v(tr)^-— )*• 

JJie  Summe  der  drei  ersten  Glieder  in  (9)  zieht  sich  bei  der  Substi- 
tution der  Werthe  (15)  wegen  der  Gleichungen  (12)  so  zusammen 

d^    .    ,  .  d^  ,r,    .    ,  ,  rf*  A' 

dt 

(«'  +  &*  +  c«) 


<18) 


K-»«i)  ^^  +  («.— ♦».)  ^^TPr  +  (^»-  »' J  ■  ^^, 


di* 


]^N 


Sobald  jetzt  der  Werth  von  l^  aus  (17)  genommen  wird,  liefert 
die  Gleichung  (ft)  den  folgenden  Ausdruck  tllr  den  in  die.  Ein- 
heU  dividirtm  Radius  des  verJangim  Kriimmungslrnsnfi 

(19)  1^  Ca'  +  6'  +  c«)'^ 

\tUe  MitteljmnJctscoordinaien  »»i,  >»,,  m,  siyid  durch  die  Gleichun- 
Igen  (15)  bestimmt,  die  Kreisehene  ist  in  (7)  angegeben.  Vermittelst 
des  Verfahrens,  auf  welchem  die  Gleichung  (16)  beruht,  crhilltman 
I  statt  der  Quadratsumme  a*  +  i'  +  c'  den  Ausdruck 

(dx^    d*  x^        dx^    ^^  ^t  j^  ^^a    *^**a 
~dt     ~dt*    "^  ^Jf     dt-         IT     dt* 


ms 


Krnmmaugnkrcw  einer  Raumcnrve. 


tM: 


Der  ret-iprokc  Werth  des  Krttniimiiig!*rjidui.s  q  verschwindet  nur 
dann,  wenn  die  drei  Grossen  n,  6,  c  {iileielr/.eitig  verschwinden, 
oder  wenn  die  uaeli  /  geiiüinuieiien  zweiten  Differentialqiiotieuten 
der  Cnordinaten  a*,,  a:„  x^  in  demselUen  Verhältniss  zu  einander 
stehen  wie  die  entsprechenden  ersten  Üitterentialquotienten. 

Es  bleibt  jetzt  norli  zu  zeigen,  dass  sich  weder  die  Coor- 
dinaten  m^,  ««.,,  m^  noch  die  Grfis.se  q  ändern,  sobald  die  Va- 
riabeln  a;,,  x^^  -x^  statt  von  der  Variable  t  von  einer  anderen 
Variable  «  in  der  Weise  abhängig  gemacht  werden,  dass  t  eine 
beliebige  Function  von  u  bedeutet.  Da  Cllr  jede  Variable  zwei 
Gleichungen  gelten,  die  für  die  erste  no  lauten 

du    ^    fli     du'      fht'*    '"    dl      du''   "^     ri/»     \ri///  ' 


SO  verwandeln   sich   die   Ausdrücke    a,  6,  c,   wofero 


dx^     d' 


da', 
du 


für 


df  '    du 


,V"  ^r     ,»,V   subsfituirt  wird,   u.  s.  1'..  in  correspondi- 
rendc  Ausdrücke,  die  aus  a,  A,  c  durch  Multi|dicatioD  mit  dem 

''^,  "f'  erh«l- 


Factor  f  ,    |    entstehen,  die   Ausdrucke      ,,     .     .    _,^ 
\du/  dt       di       dt 

mithin    bleiben    in   (\h)   die  drei  Brüche 


di 


ten  den  Factor 


df 
dn 


rechts,  mit  denen  q  multiplicirt  erselieint,  so  wie  in  (19)  g  selbst 
ungeändert^  and  daraus  folgt  das  Behauptete. 

§  64«    KrUmmungftkrela  eine«  «enikreehten  oder  «ohiefen 
ebenen  Sohnlttei  einer  Fläche. 

In    den    ^  "1^  ii'*d  öO    ist   gezeigt   worden,    wie   in   einem 
Punkte  einer  auf  rechtwinklige  C<Mirdinaten   bezogenen  Fläche^ 
die   berührende  FJiene   und   die   auf  dieser  senkrecht  stehende 
Gerade  oder  Normale   bestimmt   wird.    Um  die  BeschaiTenheit? 
einer  Fläche   in   der  Nähe  eines  gewissen  Punktes  genauer  ixl 
untersuchen,   denkt  man  sich  dieselbe  in  diesem  Punkte  durcte 
Ebenen  geschnitten,  und  betrachtet  die  Krümm iingstkreise  der  er» 
erzeugten  ebenen   Schnittcurven.     Es   sei   die  Gleichung   eineT 
Fläche  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^,  x,,  x^  in  der  Geätalt 
(l)  f/^(iP,,  a-g,  a;,)  =  con8t. 

gegeben.  Als  Bedingung  ftlr  das  Vorhandensein  einer  Tangential- 
ebene in  eiiem  Punkte  der  FlHclie  (a^,,  x^,  x^)  ist  in  §  50  die  For- 
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derung  auf^egetien,  duss  die  drei  partiellen  Difterentialquotieuten 

— -jL-,       f    ,       r  .  fdj.  il:iH  Kugeliörii^e  Werthsystem  nielit  clerch- 
öjr,        ^.r,        ^J-j  CO  j  p 

zeitig  verschwinden  dUrtei»,  Bei  der  j^cgenwärtigeu  Unter- 
suchung;? wird  noch  ausserdem  ><H'aiis^eset.zt,  daw«  iür  dai^selbe 
Werthsyötem  nieht  alle  zweiten  partiellen  Ditlereutialquotienten 

-5 — ^-     gleich  Null  werden.    Die  Gleichung  einer  Ehene,  von 

welcher  die  Fläche  g:e8ehnitten  werden  koII,  hal>e  den  mit  (1) 
in  §  aO  Übereinstimmenden  Ausdruck 

(2)  rtJCj  +  Z^x^  +  ex^  +  e  — 0, 

Man  kann  nun  den  KrUmmuii|?Kkrei«  der  betreffenden  Sehnitt- 
curve  hervorbringen ,  indi'nj  mau  eine  durch  den  gewählten 
Punkt  (^,,Xj,  oTgi  gelegte  KugelHUche  ebenfalls  mit  der  bezeich- 
neten Ebene  sehneidet.  Bedeuten  wieder  X,,  X„  A*,  die  be- 
weglichen C«Hirdin:üen  eines  l'uuktes  der  Kugelfläche,  w«,,  »Nj,!«» 
die  Coordinaten  ihres  Mitteljmnktef*,  und  ist  ti  der  Radius  der- 
selben, so  lautet  die  Gleichung 

(3)  {X,-m,Y  +  (X,— m,)«  -f  (X,-  m,V  ^  n'; 

die  Gleichung  der  schneidenden  Ebene,  welche  flir  x*,,  a',,  x„ 
in  (2)  angegeben  ist,  hat  für  Coordinaten  X,,  A',,  A'^  dieselbe 
Gestalt 

(4)  a  X,  +  hX,  +  cX,  4-  c  =  0. 

Hier  lässt  sieh  das  im  vorigen  §  entwickelte  Verfahren 
anwenden,  indem  man  wieder  ./,,  i^,  x^  wie  auch  X^,  X,,  X^ 
von  einer  Variable  f  abhängig  annimmt,  und  die  Erfüllung  der 
daselbst  mit  (U),  (2^),  (3»)  bezeichneten  Gleichungen  fordert  An 
dem  Inhalte  der  Gleichungen  (2.)  und  (3.,t  ändert  sich  nichts,  wenn 
in  der  erstem  der  gemeinsame  Nenner  ät,  in  der  zweiten  der 
gemeinsame  Nenner  (WC)'  fortgelassen  wird;  dann  treten  statt  der 
nach  /  genommenen  Differentialquotienten  die  entsprechenden 
Differentiale;  dadurch  entstcl>en  die  Gleichungen 

(5)  x^  =  Xi,  o:,  =  Xj,  x^  =  X„, 

(6)  dx,  =äX,,      dx^  =  dX„      dx,  =  dX„ 

(7)  d*  X,  ^  d'  X,,  d*  x^  =  d*  X„  d»  x,  =  d«  X,. 

Bei  der  gegenwärtigen  Aufgabe  hat  man  für  die  Differentiale 
von  a:,.  a^j,  ar,    die  licstinnnung^    dass    die  ersten    und  Kweiteu 
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vollständigen  Differentiale  der  linken  Seiten  von  (1)  und  (2), 
für  die  Differentiale  von  X^J  X,,  Xg,  dass  die  entsprecbend*^n 
Differentiale  der  linken  Seiten  von  (3)  und  (4)  verschvirindeu 
niUsseu.    Demnach  gelten  die  Gleichungen 


(8) 
(9) 


|^....|^..,.,^..,  =  0 


(10) 

(11) 


A9- 


d*x 


a> 


ßxj  '       dx^  «,bdx^dx^      *       ^ 

adXj    +  bdx^        -^  cdx^        =0 
ad'^Xj,  +  bd'^x^      +  cd^x„      —0 

(12)  (Xj-m,)(iX,  +(X,^m,)frX,  +  (X.,— wJrfX,  =  0 

(13)  (X,-mJ<i«X^+(X,— ni,)d»X,  +  (X,-w,)ti-X3 

+  fiXf +  dX*+dX*=^ 

(14)  a<IX,    +hdX,       -{-cdX,       ^0 

(15)  o(i»X,  +  6d»X,     +cd'X,     =0; 

bei  der  in  (9)  angedeuteten  Summe  hat  jeder  der  Zeiger  o  und    6 
die  Zahlen    1,  2,  3  zu    durchlaufen.    Vermöge  der  Gleichuiigre/j 
(6)  und  (7)  geht  nun  (10)  in  (14)  und  (11)  in  (15)  über.   Ferner 
läast   sich   bewirken ,    dass    mit   Zuziehung    von    (5),   (6),  die 
Gleichung  (12)   zu   eiuer  Folge   von  (8)  wird,    indem  man  den 
Mittelpunkt  f»n^,  m„  mj  der  eingeitihrteu  Kugelfläehe  der  Be- 
dingung unterwirft,  dass  die  Grösseu  x^  —  tn^,  x^  —  m^,  ■^^j—»», 

respective  den  partiellen  Difterentiahiuotienten  ^'^  »  -.'^t  ^ 
proportional  sein  soUeu.    Dies  liefert,  sobald 

gesetzt,  mit  4  die  positive  oder  negative  Einheit  bezeichnet  ond 
statt  der  Summe  {x^  —  m^y  +  (x^—  m^y  +  {x^  —  m^)*  das  Quadrat 
des  Kngelradius  o  eingefllhrt  wird,  die  Gleichungen 


(16) 


X, »*,  =:   ;='■ £  (T 


W 


I 


dtp 


€g 


ta. 
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Wie  in  §  50  gezeigt  worden,  stellen  die  drei  Grösseiij  welche 
ehts  mit  ta  multtplieirt  sind^  die  Cosinus  derjenigen  Winkel 
ar,  welcbc  von  der  in  dem  Puuktn  (:i',,  ä^^,  2J  eoustruii-ten 
orniale  beziehungsweise  mit  den  positiven  Axen  der  x^f  *;„  x^ 
ebildet  werden,  «nd  zwar  ist  die  Normale  nach  derjenigen  Seite 
^-ou  ^==conflt.  gezogen  anzunehmen,  ttlr  welche  das  Dift'eren- 
~tial  d(f  einen  positiven  Werth  bekommt.    Andrerseita  bedeuten 


X, — m,      X. — «*, 


x.  —  m 


-1 j 


-  die  Cosinus  der  Win- 


die  Quotienten 

a  a  a 

\f\,  welche  die  von  dem  Kugelraittelpunkte  (w»,  m^,  jw.,)  nach  dem 
Tunkte  {x^^  ^r»,  xj  der  Flütdie  gezogene  gerade  Linie  mit  den 
positiven  Axen  der  z,,  a,j,  jt^  '»äitilit.  FUr  £  =  1  stimmen  die 
ersten  drei  Cosinus  mit  den  anderen  drei  Cosinus  ttberein, 
für  £  =  —  1  mit  den  negativ  genommenen  Werthen  derselben. 
Daher  sind  in  dem  ersten  Falle  die  Richtungen  der  be- 
zeichneten Normale  und  der  von  dem  Kugelmittelpuukte  ans 
gezogenen  Gera<len  einander  gleich,  in  dem  zweiten  Pralle  ent- 
gegengesetzt Der  Kugelmittelpunkt  (m,,  m.^ni^)  befindet  sieb 
mithin  beide  Male  auf  der  in  dem  Punkte  (ir,,  «„  x^)  zu  der 
Fläche  construirten  unbegrenzten  Normale,  so  das»  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  (p  =  const.  und  der  in  Rede  stehenden 
Kugeltiäche  zusammenfallen;  der  Punkt  (w,,  w,,  f«^)  liegt  aber, 
wenn  £  =  1  ist,  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche,  welche  einem 
negativeu  Differential  f?f/>,  wenn  £  =:  —  1  ist,  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite,  wclclie  einem  positiven  DitTerential  d(f'  ent- 
spricht. 

Von  den  Gleichungen  (12)  bis  (15)  bleibt  jetzt  nur  noch 
die  Gleichung  (l^)  zu  befriedigen.  Substituirt  man  mit  Rück- 
sicht auf  (5),  (6),  (7)  die  kleinen  statt  der  grossen  Buchstaben 
und  fuhrt  hierauf  die  Werthe  (17j  ein,  so  kommt 


liZ''^' 


'^  rf'  x}\  -"^  +  dx\  -t-  dx\  +  dx\  =  0. 


ea 


Das  mit  dem  Factor  — =-  multiplicirte,  die  drei  zweiten  Diffe- 
rentiale enthaltende  Aggregat  ist  jedoch  dasselbe,  welches  auf 
der  liukeu  Seite  von  (9)  vorkommt  Aus  diesem  Grunde  kann 
man  die  Grösse  <j  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (18)  aus 
der  Gleichung  (9)  hervorgelit,   und   dadurch  die  Aufgabe  voll- 


Lieachltx,  AnalyaiH  11. 


24 


370         KrümmungskroiB  eines  ebeneu  Sobnittes  einer  Flache. 


§  64. 


ständig  lösen.    Hierbei    ergieht  sieh  für  deü  reciproken  Werth 
des  Kiiirelradiua  a  der  Ausdruck 


im 


|/^(rf^*  +  fU'J  +  ^x«) 


mit  dessen  Hülfe  die  Mittelpunktscoordinaten  ?»,,  >n„  m ,  durch 
die  Gleichungen  (17)  dargestellt  werden. 

Merkwürdiger  Weise  enthalten  die  geiuntlenen  Resultate 
als  Andeutung  der  Ebene,  von  welcher  die  Flüche  (p  =  const 
in  dem  Punkte  {x^^  x^,  ir,)  geschnitten  wird,  nur  die  Differen- 
tiale du\,  dx^y  di\  des  auf  der  Schnittlinie  fortschreitenden 
Punktes.     Diese  Differentiale  haben  der  obigen  Gleichung  (8) 


B<p 


dx^  + 


dx^-\' 


B(f 


äx.  =  i> 


Bx^        '        dx^        *        5  Jpg 

zu  genügen,  das  heisst,  das  Fortschreiten  des  Punktes  muss  in" 
der  Fläche  (p  =  eonst  erfolgen,  oder,  genauer  gesprochen,  die 
Tangente  der  Schnittcurve  muss  in  der  Tangentialebene  der 
Fläche  Hegen.  Wenn  also  die  Verhältnisse  der  Differentiale 
äx^^  dx^,  dzg  auf  irgend  eine  mit  der  Gleichung  (8)  verträg- 
liche Art  angenommen  sind  und  die  Tangente  der  Bchnittcunre 
dadurch  bestimmt  ist,  so  steht  es  frei,  durch  diese  Gerade  die 
schneidende  Ebene  (4)  auf  beliebige  Weise  zu  legen,  ohne  dass 
sich  der  Radius  (i  und  die  Mittelpunktscoordinaten  »»,,  m„  m, 
der  Kugelfläche  verändern.  Unter  allen  durch  dieselbe  Tangente 
zu  führenden  Ebenen  giebt  es  nur  eine  einzige,  welche  zugleicb 
durch  die  dem  Punkte  (xj,x^jXJ  entsprechende  Flächennonnale 
hindurchgeht  und  einen  senkreckten  Schnüi  oder  NommlschniU 
der  Fläclic  hervorbringt.  Diese  Ebene  geht  auch  durch  den 
Mittelpunkt  der  construirten  Kugelfläche  und  schneidet  dieselbe 
in  einem  grösten  Kreise,  welcher  vermöge  tler  gegebenen  Defi- 
nition der  Krümmunfjakreis  des  erwähnten  Normalschnitts  ist.  Für 
den  letztem  Schnitt  bildet  daher  (m,,  »•„  m,)  den  Mittelpunkt 
und  a  den  Radius  des  Krümmungskreises.  Wir  haben  vorhin 
gesehen,  wie  durch  die  in  (19)  eingeführte  positive  oder  negative 
Einheit  6  die  Seite  der  Fläche  bestimmt  wird,  auf  welcher  sich 
der  Mittelpunkt  (m„  m,,  m,)  befindet  Man  kann  nun  die  mit 
dem  Vorzeichen  e  versehene  Grösse  a  durch  einen  Buchstaben  g 


iM. 


Meusnior'scher  Hat«. 
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I 

I 


«udeuten,  und  festeietzen,  da-ss  g  den  KrUmTnungsradius  des  de- 
"Änirten  Ntirmalgclinitts  der  Fläche  bezeicliiie.  Dann  hat  der  reci- 
^rtjke  Werih  des  Krümmumjsradius  einefi  Normahchnifts  den 
Gasdruck 


I 
I 


£  .,  J^    d^\  dx. 


h^ 


I 
I 


<20)  -:  ^ 

und  giebt  diircb  sein  positives  oder  negatives  Vorzeicben  an, 
«*)h  der  KrUtiimuiigsmittelpunkt  auf  derjenigen  Seite  drr  Fljiclio 
liegt,  für  welche  das  Differential  d<f  tiegativ  oder  tllr  welclio 
^i»  positiv  ist. 

Eine  Ebene,  welche  durch  die  einmal  gewählte  Tangente 
'M  senkrecht,  sondern  in  schiefer  Richtung  gegen  die  Fläche 
gelegt  wird,  ist  vermittelst  de«  Neigungswinkels  »/'  bestimmt, 
<ien  sie  mit  der  senkrechten  Ebene  luacht.  Ferner  ist  nach 
unserer  Untersuchung  der  Krttnimungskrei»  der  Curve,  in  welcher 
die  Fläche  iy>=const.  von  der  bcKcichneten  Ebene  geschnitten 
wird,  derjenige  Kreis,  in  welchem  die  cnnstrnirte  Kitgelfläche 
Ton  derselben  Ebene  geschnitten  wird.  Weil  nun  die  Kugel- 
fläcbc  flir  die  gewählte  Tangente  ungeändert  bleibt,  so  sind  die 
Krllmuiungskreisc  der  Schnittcurven,  welche  zn  verschiedenen 
Werthen  des  Winkels  4*  gebaren,  diejenigen  Kreise,  welche 
auf  dieser  Kugelfläclic  durch  die  verschiedenen  ach  neidenden 
Ebenen  angegeben  werden.  Der  Mittelpunkt  eines  jeden  Krllnt- 
mungskreises  liegt  dentnach  in  dem  Fusspunkt  des  Lothes, 
welches  von  dem  Kugeliuittelpunkt  (»*, ,  m^,  «I3)  auf  die  schnei- 
dende Ebene  herabgelassen  wird;  eine  von  diesem  Fasspuukt 
nach  dem  Punkte  (:r,,  d:.j,  ^rj  und  eine  von  dem  Kugelmittel- 
punkt  nach  demselben  Punkte  gezogene  Gerade  schliessen  mit 
einander  den  Neigungswinkel  »/'  ein,  folglich  ist  der  Radius  des 
in  Rede  stehenden  KrünimungskreiseB  gleich  dem  mit  cos  1/' 
multipltcirtcn  Werthe  des  Kugelradius  t(,  oder,  was  dasselbe  be- 
deutet, des  Krümmungsradius  des  zu  derselben  Tangente  gehö- 
renden Norraalschnitts.  Dieses  Resultat  wird  nach  seinem  Ur- 
heber der  Meusnier  seile  Saie  genannt. 

Wenn  das  Gesetz  einer  Fläche  durch  die  Abhängigkeit 
ausgedruckt  ist,  in  welcher  eine  Coordinate  a;^  von  den  beiden 
andern   x^   und  :i\    steht,   so   darf  in    (1)    statt  der   Function 
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qi  (a;,,  x^^  rc,)  eine  Differenz 

(21)  r,-f{x,,x,), 

statt  der  Constante  der   rechten  Seite  die  Null  gesetzt  werden. 

In  Folge    dessen   verwandelt    sich  das    Diflerential  dtp  in   den 

Ausdruck 


(22) 


dx. .  -  (?x, 


B.,^'" 


dessen    Vorsseichen    später   ku   berücksichtigen    ist.      öiii   jetzt 
den    in  (20)  angegebenen  Werth   des    reeiproken  Krtlmuiungs- 

radius  —  zu  bilden,  hat  man  fllr  den  Zähler  den  Ausdruck 


(23) 


welcher  nur  die  Differentiale  d3\  und  dx^  enthalt;  ferner  kommt 
nach  der  in  (16)  aufgestellten  Definition 

Die  Gleichung  (8),  welche  van  den  Differentialen  dsc\,  dx^y  dx^ 
erfüllt  werden  nius«,  bedingt  das  Versi-hwinden  von  (22),  so 
dass  das  Differential  dx^  gleich  der  Verbindung 


df 


dx,  + 


df 


dx^ 


wird;  dadurch  entsteht  die  Gleichung 

(25)    dx^,-^dx\  +  dxl=dx\+dxl+  (^^  dx,  +  ^^^  dxX- 

Fuhrt  man  noch  fllr  die  partiellen  Dtfferentiakjnotieuten  der 
Function  /"(a:,,  a:,),  welche  mit  den  partiellen  Dittcrentialquo- 
tienten  der  Coordinate  a\  zusainnieufalien,  die  Abkürzungen  eiu 
df    _.      _df 


(20) 


=  ^.. 


Sx'.       ■'"' 


bU 


=/;» 


80  ergiebt  sich  die  Darstellung 


/  la       /  2 


21» 


=/; 


»' 


(27)      f= 


fn  ^A  —  2/,,  dx^  dx^  -  f^  d.tl 


^       >^l+/t+/f((»  +f\)dx]  +  2/-,  /;  rf^,  rf^,  +  Cl  +  /J  )  d:^ 
in  welcher  die  Variabcln  a;,,  x^  und  daher  auch  ihre  Differen- 
tiale dx^,  dx.,  von  einander  unabhängig  sind. 
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§  66.    Hasptkrtimmaiigsradlen  einer  Fläohe. 

Nachdein  im  vorigen  §  der  einfache  Zusammenhang  ent- 
wickelt ist,  in  dem  die  Krlimraunf^skreiHe  der  verschiedenen 
diireli  dieselbe  Tangente  gehenden  Sehnitte  einer  Flilehe  zn 
dem  KrUmnmngskreise  des  betreffenden  Norrnalsehnittes  stehen, 
werden  gegenwärtig  die  KrUmratingskreise  der  verschiedenen 
Normalschnitte  verglichen  werden,  die  durch  denselben  Punkt 
der  Fläche  gelegt  werden  kcinnen.  Kierzn  dient  die  Unter- 
suchung der  Frage  nach  denjenigen  unter  den  zu  einem  Punkte 
gehörenden  Normalachnitten,    für   welche   der  Wertb   des  reci- 

proken  Krümmnngsradins  —  ein  Maximum  oder  Miniraum  wird. 

Wir  wollen  dabei  den  Ausdruck  (27)  des  vorigen  §  benutzen, 
in  welchem  die  Werthe  ar,,  a*,  den  gewählten  Punkt  der 
Fläche,  durch  welchen  die  Normal  schnitte  gelegt  werden,  und 
rfXj,  dx^   die   Tangente  bezeichnen,   zu   welcher  der  einzelne 

Norraalsehnitt  gehört.  Der  Wertli  ändert  sich  von  Normal- 
schnitt zu  Normalschnitt,  sobald  das  Verhältni  88  der  Differentiale 
dxtf  dx^  geändert  wird;  wegen  des  Umstandcs,  das»  sowohl  der 
Zähler  wie  der  Nenner  des  Bruches  ganze  homogene  Functionen 
des  zweiten  Grades  von  den  Differentialen  f?;c,,  dx^  sind,  kommt 
hierbei  nur  das  Verhältnis«  derselben  in  Betracht,  wie  es  auch 
nach  der  Natur  des  dargestellten  geometrischen  Begriffs  nicht 
anders   sein    kann.    Demnach    ist  eine  Aufgabe  de  Maximis  et 

Minimis  für  eine  Function  der  veränderlichen  C4rii88e 


d.r, 


zu 


If^sen.  Doch  bleibt  die  Symmetrie  der  beiden  Coordi unten  er- 
halten, sobald  man  die  Differentiale  dx^  und  dx.^  als  zwei  tm- 

ahhängig  veränderliche  Grössen  ansiebt,  deren  Function        zu 

einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden  soll;  die  Coor- 
dinaten  x^  und  x^  des  Punktes  der  Fläche  werden  hierbei  selbst- 
verständlich nicht  geändert.  Nach  den  für  die  beztiglichen 
Probleme    in    §    •"'>(>    anfgestelltcn    Regeln    sind    die    partiellen 
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Hauptkritmmungftradien  einor  Fl&ohe. 
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(2) 


Difft-re dt iaUiuoti eilten  (k>s  für        iuijj;egcl)cnca  Brnfhes  nach  den 

Vfiriabeln  dj\  iiiul  dx.^  /u  iielimcii  und  gleich  Null  zu  »fixen. 
Hieraus  eatstehen,  sobald  man 

(1)  -j='» 

setzt,  wieder  (^^  =  1  +  /'J  + /^  ninuut,  ferner  jeden  partielleii  Dif- 
fcrentisilquolienteti  mit  dem  Nenner  des  Bruelics  niulHitlieirt 
und  durch  die  Zahl  Zwei  dividirt,  die  Gleichungen 

*  -/;,  '^^1  -/;.^'^. + ^"  vQ  (/;  /,  '^-^v + n + /t)  dx.^  =  o. 

Damit  diese  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  homot^ene  Aus- 
drtiekc  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  rf.r,  und  dx^  sind,  ausser 
einer  Lösung,  bei  der  die  Elemente  verschwinden,  überhaupt 
eine  Lösung  zulassen,  mu8s  nach  einem  auch  in  §  <><t  angewen- 
deten Schlüsse  die  aus  den  Coefficienten  der  beiden  Ausdrucke 
gebildete  Determinante 

(3)      ii'^YQ{\+n}-fn)i''\^Q(^^f^)-fJ-i"'  \^Qf^  f-fn)' 
verschwinden.    Dies  liefert  bei   ausgeführter  Hecbnting  die  fol- 
gende quadratische  Gleichung  für  <(i 

(4)  ö^'/'- (/;,(i +/•;)-  2/;, /,/,+/•„  (i+/t))r<?^^+/;,/-^^ 

nach  deren  Aufliisung  mit  Hülfe  von  (2)  ihr  jede  der  beiden 
Wurzeln  das  zugehörige  V'erhältniss  der  Differentiale  di\  und  dj  .^ 
bestimmt  wird. 

Zum  Zwecke  der  ferneren  Discussion  m<)ge  jetzt  eine  Vor- 
aussetzung  eintreten,    welche    stets    erfilllt    werden    kann,    and 
durch  die  sich  die  Gestalt  der  vorkommenden  Ausdrucke  erheb- 
lich vereinfacht.  Da  es  erlaubt  ist,  das  rechtwinklige  Coordina- 
.  tensysteni,  in  welchem  die  Gleichung  einer  bestimmten  Flilohe 
dargestellt  wird,  nach  Belieben  zu  ändern,  so  darf  man  für  den 
in  jedem    einzelnen  Falle    betrachteten  Punkt  der   Fläche    die^ 
jc,  x^  Ebene  mit  der  Tangentialebene   zusajumen  fallen  lassen^ 
Dadurch   verschwinden    für   den    betreffenden  Punkt,    wie    sicb^E^ 
aua  §  48  und  §  57  crgiebt,  die  imrliellen  DilTirrcntialquotieotei:^ 


=  /;  und 


f\,  die  mit  (J^  bezeichnete  Grösse  1 -f/"|  4-/" 


..^=0 
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"wird   gleich   dur   Einheit;    ftTiier    crhiilt   tkr   rceiproke    Krlim- 
^lUDj^^hnllMiiesKür  den  Ausdruck 


Kö) 


-  /•„  dx,  -  2/,,  rf^Tj  d.f,  -^  /„  d.r, 


f?a?i  +  «/.rj 


<6) 


*o 


w 


^las  Vorzeicheu  des  ÜiflFerentials  f?ff  ist  nach  Mayj<j;ahc  des 
-Ausdrucks  (22)  im  vorigen  §  auf  ilerjenigen  Seite  der  Fläche 
-positiv,  auf  welcher  dx,^  positiv  ist  oder  die  Coordinate  x. 
^vUcbst,  und  die  cd>igen  Gleichungen  (2)  verwandeln  sich  in  die 
folgenden 

(—  fn  ^^j  —  fn  ^^2  +  '"  '^-^1  =  ^ 
\  —  f^^dx^—  4(  dx^  +  f'i  dx^  ^  0. 
Zugleich  wird  aus  (4)  die  Gleichung 

(7)  "'-(fu'^fn)"^+fnU-f"u=^^' 

Stellt  mau  die  Gktehungen  (6)  neben  die  Gleichungen  (5»)  des 
schon  erwähnten  §  6*»,  der  Mich  auf  das  Hauptaxenproblein 
eines  Kegelschnitts  bexieht,  öo  leuchtet  ein,  das»  die  erötern  aus 
den  letztern  hervorgehen,  sobald  respective 

^  fu    fti    fn     ^^.     ^^'^ 

V  *^^^    «II      «12      %  ^I  ^'2 

gesetzt   wird,    und   dass   auf  dieselbe   Weise    die    vorstehende 
Gleichung  (7)  aus  der  dortigen  Gleichung  (6,)  entsteht.     Wäh- 
rend daselbst  x^,  x^    die    rechtwinkligen  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punkte«  einer  El>ene  bedeuten,  darf  man  hier  dx^^  dx^ 
als    die  relativen   rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
Bezug    auf  den    festen    Punkt    (:r,,  x,)    auffassen.     Vermöge 
der  getroftenen  Annahme  ist  die  gegenwärtige  a-,  j\  Ebene  die 
Tangentialebene    der   gegebenen  Fläche,   der  Punkt  (dar,,  dx^) 
liegt    dem   festen  Berillirungs|iunkt  beliebig  nahe,  und  die  Ver- 
bindnngsünie  der  beiden  Punkte  ist  die  Tangente  des  Nornial- 
SchnittH,    dessen    Krümmungshalbmesser   betrachtet   wird.     Man 
kann  daher  die  in  g  60  abgeleiteten  Resultate  sofort  dahin  liber- 
feragen,    dass  die   Gleichung  (7)    stets  zwei  reelle  Wurzeln  c/'^ 
lud  o/^^  hat,  und  dass  die  Richtungen,  welche  durch  die  zuge- 

d:v 

l«1rigen  Verbältnisse   - '  ^    bestinmit  werden,  anf  einander  senk- 

^  dx^ 

•Geht  ätehen.  Den  Fall,  djis.H  f/"  und  to^'^  einander  gleich  seien, 
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8c)iHe»8eD  wir,  wie  dort,  vorläufig  aßs.  Es  existiren  (dsdavin  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche  zwei  von  dem  BcrühntnffSfitmkt 
ausffchende   stt   einander   senl'rechtc  Eichfuntjeti,   für  todehe  der 

rcciprokc  Krümmmigshalhmesscr  des  Normahvknitts  —  seine  äus' 

seisten  Werthe  annimmt;  die  beidm  den  Wertlten  f/''  und  ^''* 
cnfsprcchendeti  Krümtnungshalbmesser  q^^'  und  q^''  werden  di< 
ffaupthrümmmKjshnlbmesser  der  Fläche  in  Bezug  auf  den  heiref' 
fcfideti  Punkt  genanttt. 

Wir  haben  in  §  60,  naclidim  die  Riclitungen  der  Hanpt-- 
axcii    den  KegelBcliiiitts    hestiinmt   waren,  statt  j',  und  x^  neu 
rechtwinklige  Coordinaten  ^,  tj  eiiigefUlirt,   welche  sich  auf  didj 
Hauptaxen  beziehen.   Verftlhrt  man  bei  der  gegenwärtigen  Auf— ^ 
gabt'  auf  entsprecliende  Weise,  und  giebt  dem  Punkt  (dx^.d.r^^ 
der  Tangentialebene  die  Coordinaten  ^,  r,,  welche  den  Riehtun 
gen  der  Hauptnomialsehnitte   der  Flälche   entsprechen    und    nji 
dx,  und  dx^   von   gleicher  Ordnung  sind,   so   tli essen  ans  dei 
Gleichungen  (35)  und  (44)  des  §  60  die  Gleichungen 

(8)  dx'l  +  dx^  =f  +  tf, 

(9)  /„  dx',  +  2/-,,  dx,  dx^^  H-  4  dK  =  ^'j'*'  t  +  ^"^''  'A 
Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (5)  durch  Division  di« 
Gleichung 


^i 


(10) 


(*)  =: 


_   '»'"!*  + 


(2)    1 

-tu  'jy 


Statt  deren  auch  die  Gleichung 

(u)  4--   ^ 


„w 


genommen  werden  kann.  Sobald  man  den  Winkel,  welch 
die  von  dem  Berllhrungspnnkte  nach  dem  Punkte  (1,  r;)  gezogc: 
Gerade  mit  der  positiven  |  Axe  bildet  und  der  zugleich 
Neigungswinkel  des  bezllgHchen  Normalschnitts  der  Fläche  ii 
dem  zu  w'^  gehr^renden  Ilanptnormalschnitte  ist,  durch  l> 
zeichnet,  so  wird 

und  die  Gleichung  (11)  geht  in  die  Gleichung 


S77 


(12) 


-  =  ^,  COS  »  +  ^y  sir  ^ 


I 

I 


über.     Dieselbe  drückt  &>nen  von  Etiler  gefundenen  und  nach  ihm 
benannten  Säte  auSy  durch  welchen  die  Bestimmung  des  Krümmungs- 
halbmessers ßr  einen  heliehigen  Normalschnift  einer  Fläche  auf 
die  Kenntniss  der  Lage  da'  Hauptnormahchniite  und  der  Werihc 
der  zugeftörigen  HatqMrümmungshalbmesser  zurückgeführt  nird. 
Weil  die  Grösse  q  ao  iletiiiirt  ist,  dass  sie  durch  ihr  Vor- 
zeichen   die  Seite    der  Fläche    ansieht,    auf   welcher   sich   der 
zugehörige  Krüminiiiif^smittelpunkt  betiudet,  su   tiäogeii  die  ver- 
schiedenen Erscheinimgeii,   die   in  der  Nähe  eines  bestimmten 
Punktes  einer  Fläche  auftreten,  davon  ab,  welche  Vorzeichen  die 
betTeffenden  njiuptkrtimmun^slinlbniesser  q^\  q^'^  haben.  Im  vori- 
j;eii  §  wurde    festgesetzt,    dass    der  Krümmuupnuttelpunkt  bei 
einem  positiven  Werthe  von  q  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche, 
auf  welcher  das  Dififerential  d(f  negativ  ist,  und  im  entgegen- 
gesetzten Falle  entgegengeset'Ät  liege;    wegen  der  gegenwärtig 
augewendeten   Vereinfachung  ist   atier  das  Differential   d(f>  auf 
der  Seite  der  Fläche  positiv,  nach  welcher  die  Ordinate  a,:,  zu- 
öiinrat.     Nun  lehrt  die  Gleichung  (12),  dass,  wenn  e^'^  und  g^^^ 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  die  Grösse  q  ebenfalls  stets  dasselbe 
deichen    behillt:  mithin   sind    unter   dieser   Voraussetzung  die 
Krümnaungen   aller   Normalsdinitte    nach    derselben    Seite    ge- 
richtet,   und    die    Wertlie    q^^^  und  ^**^    geben     wirklich     den 
grösten  und  kleinsten  Werth  von  g  an.    Eine  Ausnahme  bildet 
der  vorhin  ausgeschlossene  Fall,    in    welchen»  für   die  Grössen 
/jj»/*ia»/'M  ^^^  Bedingungen 

Erfüllt   sind,   die    fUr   fo    aufgestellte  Gleichung   zwei   einander 

aleiche  Wurzeln  bat,  und  der  Ausdruck      den  Hnveränderlicben 

P 

Werth  — /"j,  annimmt.  Auch  hier  sind  die  KrUmniungen  aller 
i^ornialsehnitte  nac-h  derselben  Seite  gerichtet,  doch  werden  die 
^äninitlichen  Krllnmmngsradicn  einander  gleich.  Ein  Punkt 
^iner  Fläche,  für  den  dies  geschieht,  heisst  ein  Nahelpunid. 
t>a  alle  Normalscbnitte,  welche  durch  einen  Punkt  einer  Kngel- 
fiaehc  gelegt  werden,  gröste  Kreise  sind,  so  haben  die  sUmnit- 
lichcn  Punkte  einer  Kugelfläche  eine  solche  Beschaffenheit. 
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Wenn  die  Werthc  g^^*  und  p^"''  cnt{;egen gesetzte  Vorzeichen 
tragen ,  so  sind  die  Krllnimnngen  in  den  beiden  Hanptnor 
nialschnitfen  nacli  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet;  alsdann 
l'olgt  am  der  Gleichung  (12),  dass  q^^^  und  (?*''  respective  den 
höchsten  positiven  und  negativen  Werth  des  Krünimungshalb- 
messerfl  darstellen,  daes  fUr  eine  Drehnng  des  Normalschnitte 
von  der  einen  Hanptlage  in  die  andere  ein  allraähliger  Ueher- 
gang  von  einem  positiven  Werthc  von  q  zu  einem  negativen 
stattfindet,  und  dass  für  zwei  leicht  zu  bezeichnende  Normal- 
schnitte,   welche  mit  den  Hauptnonualschnitten  gleiche  Winkel 

einschliessen,  die  Grösse       einen  verschwindenden  Werth  erhält. 

o 

Man  Uberzeogt  sich,  dass  die  Fläche  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Beschaffenheit 
eines  Sattels  hat. 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  der  in  §  öO  behandelten 
Aufgabe  des   relativen  Maximums   oder  Minimums  und  der  anf 

die  GriJsse       bezüglichen  Aufgabe  beruht  auf  sehr  allgemeinen 

Gründen.     Wenn  das  Maximum  oder  Minimum  einer  gewissen 
Function  f  mehrerer  Variabein  unter  der  Bedingung  aufgesucht 
werden  soll,    dass  eine  zweite  Function  g  derselben  Variabelu 
einen  gegebenen  Werth  behält,   so  bat  man  nach  der  in  §  59 
entwickelten  Methode  mit  Hülfe  eines    unbestimmten  Factors  Ä 
den  Ausdruck  f+lg  zu  bilden,    und    dessen   nach  den  sämnit- 
licheu    Variabcln    genommene    erste     partielle    Difterentialquo- 
tienten    einzeln  gleich    Null  zu   setzen.      Wird    umgekehrt  das 
Maximutii    oder    Minimum    der    Function    g    unter   der  Bedin- 
gung verlangt,   dass   die  Function  f  einen   testen  Wertli  habe, 
so  stellt  man  nach  derselben  Methode  mit  einem  unbestimmten 
Factor  /*   den  Ausdruck  fif+g  auf  und  setzt  dessen  nach  den 
sämmt liehen    Varia beln  genommene   erste   partielle  Differential- 
quotienten einzeln   gleich  Null.    Mau  kann  nun  jede   der  letz- 
tern Gleichungen  durch  den  Factor  /r  dividiren  und  sieht  dann, 
dass  dieselben  ans  den  entsprechenden  Gleichungen  des  ersten 
Problems  entstehen,  wofern  in  den  letztern  das  Zeichen  k  durcli 


das  Zeichen  —    ersetzt   wird. 
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rationale  ^anzc  hoiiiüj;eiic  Fiuictionen  deM8eU>eii  Oradü«  von  den 
betreffe titli! II  Varial>elii  hIikI,  so  folgt  Jiii.s  dem  in  §  4(5  nittge- 
theilteii  Eukraalwn  Satze,  dass  die  Summe,  welche  erhalte» 
wird,  indem  man  Jeden  partiellen  UiffercntiaI(|UOticnten  des 
homogenen  Aiisdriu-ks  f+^ff  mit  der  betreffenden  Variable 
multiplit'irt  und  hierauf  alle  Producte  addirt,  gleich  dem  mit 
der  (Tradzahl  raultipHtnrten  Ausdrucke  selbtit  wird;  dm  ent- 
sjpreehende  gilt  fUr  den  Ausdriiek  ftf-i-ff,  weshalb  bei  dem 
ersten  Problem  /*-*-A{7  =  0,  bei  dem  zweiten  Prüblem  ftf+(fz=^i) 
sein  nius».  E>i  werden  daher  dureh  da«  erwähnte  dem  ersten 
Problem  /ugehörende  System  imd  dureh  das  zu  dem  zweiten 
Problem  gehörende  System  von  Gleichungen  die  zwischen  den 
Variabeln  beistehenden  VerhÄltnisise  in  genau  derselben  Weise 
bcätinmit.  Man  gelangt  aber  endlich  wieder  zu  der  gleichen 
Bestinmmng  dieser  Verhältnisse,  wenn  gefordert  wird,  dass  der 

Quotient  der   beiden  Functionen       ein  Maximum  oder  Minimum  , 

werden  aoW;  nach  dem  Obigen  muäs  die  Orüsäe  X  gleich  dem  ^^H 

Werthe  —  ->  die  Grftsse  fi  gleich  dem  reciproken  Werthe  ^  1 

sein.  In  yiisereni  Falle  sind  /'  und  ff  humogen©  Functionen  des 
zweiten  Grades  von  zwei  Varia beln,  von  denen  eine  Function 
wesentlich  positiv  ist. 

Die  aus  der  Darstellung  (5)  von  —  abgeleiteten    Resultate 

gelten  allgemein,  da,  wie  erwähnt  worden,  die  vorausgesetzte 
Aenderung  des  Coordinateusystems  immer  ausitlhrbar  ist.  In- 
sofern die  Hauiitkrümmungshalbmesser  durch  die  tür  im^ 

aufgc>Jtellte  quadratische  Glci<*hung  (4)  bestimmt  sind,  liefern 
die  Coefficienten  der  durch  den  Factor  von  fo*  dividirten 
linken  Seite  die  symnietri-schen  W^rbindungen  Sunmie  und  Pro- 
duct  der  Wurzeln  i-/*'^  und  (u*''\  und  zwar  ist  der  negativ  ge- 
nommene Factor  von  et  der  Summe  w^'*  +  w'^\  das  von  w  freie 
Glied  dem  Product  <'/'\t*'*^  gleich.  Hieraus  entstehen  für  die 
Summt:  und  daa  Product  der  heideti  reciproken  IfaupihrümmunffS' 
halbmesser  die  Ausdrücl-e: 
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(13) 


(H) 


1      ,      1  /'ii0+/t)-2/*,,/-^/,4-/-^(l+/^) 


jn 


„('1 


i^+f\  +  f\) 


fnf. 


11  '22 


P^%^'^ 


(1  4- /•?  +  /-!)' 


.2\3 


L^h  der- 


Wie  wir  siahtMi»  sind  die  beiden  Huuptkrlimnmnf^eii 
seihen  Seite  oder  «ach  versehiedenen  8eiten  fjorichtet,  je  nach- 
dem {/'*  lind  Q^^^  p;leiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben;  dartlber,  oh  das  eine  oder  das  andere  der  Fall  sei,  ent- 
Hfheidet  das  Vorzeichen  des  Products  der  beiden  reciproken 
HanptkrUiiunwngshalhniesser.  Dieses  Product  ist  von  Gmtss  in 
den  ilisquisitiones  generales  circa  superßcies  curvas  das  h'riimniungs- 
mas.'i  dtr  Flüche  in  dmi  hetreffendai  Punkte  genannt  worden. 
Durch  die  angeführte  geometrische  und  die  physicalische  Ab- 
handlung: principia  gcneralia  theoriae  figurae  finidontm  in  sicätt^ 
arqniHbrii  hat  Gtmss  für  die  späteren  die  Tboorie  der  KrlJmmung 
betreffenden  Uiitersucbungen  den  Grund  gelegt.  Nehmeo  wir 
als  Beispiel  das  in  §  57  erwähnte  Paraholoid,  welches  die 
Gleichung 

hat,  60  findet  sich 

(16)  ^   ^'^'*"  "»i  +  ^ii -^3+013»  f^^^n^i  +««^2+««. 

tit^^iv  'i3~^w  r>j^^**«t 

wonach 

(17)  /"i,  4 -^2  =  ^1  «2,-0?. 
ist.    Dein  zufolge  erhält  das  Krüniniungsniasö  den  Werth 


(18)  j^npö)-  (,+^^  +  /^y 

derBelhe  ist  fiir  jeden  Punkt   des  Paraboloids  entweder   positl 
oder   negativ,  je  naehdeni   die  Verbindung  »i,  O/..  —  oj;.   p«8iti 
oder  negativ  ist.     Die  Flüche  heisst  in  dem  erstereu  Falle  ei 
eüiptifichrSf  in  den«  zweiten  Falle  ein   hyperholisches  Partiboloid 
FUr  eine  tiefere  Einsieht  in  das  Wesen   der  Mauptkrilnu 
mungshalbniesser  ist  es  von  Bedeutnng,  die  Ausdrücke  derselbe 
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nicht  nnr  unter  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 
der  Fläche  in  der  Gestalt  a:a—/"(a;,,a?,)=0  gegeben  ist,  sondern 
auch  dann  zu  kennen,  wenn  die  Gleichung  die  im  vorigen  § 
ursprünglich  angenommene  Beschaffenheit  hat, 

(19)  (p  (a;„  x^j  fljj)  =  const. 

Wir  erreichen  diesen  Zweck,  indem  wir  das  für  die  Grösse  — 
gelöste  Problem  des  Maximums  oder  Minimums  bei  dem  -Aus- 
druck von  —  wiederholen,   welcher  im  vorigen  §   unter   (20) 

mitgetheilt  ist;  dieser  ist  vermittelst  der  Bezeichnungen 
dop  dop  dop 

(20)  <!  _ÜSL__«,    —^ 


=  <r 


8  7 


"6 


so  gebildet 


Q  =  vl  +  9>l  +  fpl 


Die  Differentiale  dx^^dx^^dx^  sind  durch  die  aus  (19)  fol- 
gende Gleichung 

(22)  (jp,  dx^  +  qpg  dx^  +  </5g  dp>^  =  0 

verbunden.  Demnach  lässt  sich  die  bezeichnete  Aufgabe  als 
eine  Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  auf- 
fassen, bei  der  —  eine  Function  der  drei  Differentiale  dx^,dx^,dx^ 

ist,  und  zwischen  diesen  die  Bedingungsgleichung  (22)  besteht. 
Vermöge  der  in  §  59  entwickelten  Methode  hat  man  also  die 
Unke  Seite  von  (22),  mit  einem  unbestimmten  Factor  multipli- 

&irt,  zu  dem  Ausdruck  (21)  von  —  hinzuzuaddiren,   und  dann 

die  drei  nach  dx^^  dx^^  dx^  genommenen  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  des  Aggregats  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen. Wird  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  halben  Werthe 
des  Nenners  der  rechten  Seite  von  (21)  multiplicirt,  das  Product 
^us  diesem  Factor  und  dem  eingeführten  Multiplicator  mit  r 
bezeichnet,  die  obige  Gleichung  (1)  benutzt,  und  die  Gleichung 
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(22)   ZU  den  erhaltenen    drei  Gleiehungen  hiuKngeftlgt,    so    ent- 
steht das  System 

</>„  dx^  +  <3P,5  dx^  +  q>^^  d  a;,  -f  w  ^Q  dx,  +  <jp,  t  =  0 
<rn  dx,  +  tp.^  dx.^  +  <5P,,  di\  +  io  }/q  dx^  +  ^^1=0 


(23) 


Ti 


da:,  +  (jf^,  da;. 


T^ 


=0. 


^11  + 

to\^Q 

'Pn 

9'm 

^1 

9*31 

(p„  +  (0}^Q 

^n 

y« 

9^81 

9n 

(jPgg+Kj 

^fQ 

'T, 

% 

% 

9". 

0, 

Hier  sind  die  linken  Seiten  boinflgene  Ausdrücke  de»  ersten 
Grades  in  Bezug  auf  die  drei  Differentiale  da:,,  dar^,  dx,  uod 
den  Factor  r;  die  betreffenden  Coeflicienten  bilden  da«  syuiine- 
irische  Schema 


(24) 


dewen  Determinante  ans  frllher  angegebenen  Gründen  ver- 
schwinden miiss.  Ihr  Ausdruck,  nach  den  in  I,  §  74  mitge- 
tUeilten  Regeln  gebildet  und  dann  negativ  genommen,  ist  der 
folgende 

(25)    {{Tn-^(^m(9^,+f'^\^)-^lWl  +  ((<r^+  ^'>\^)Wi^  +  f^fQ)-TlW* 

Wenn  man  jetzt  die  adjnngirten  Elemente,  die  zu  dem  Schema 

der  (p^^  gebüren,  re«peetive  mit  'i'^^  bezeichnet,  so  da.sg 

(26)         \    ^Tj^Pn-^'n      =^'ip  Tan^Ti-T^t       =%i^  ^'n^^—^l      ='^^, 
}    <rn9n~^nfPn'=%s^  *Pu*Pxi- ^vif^i^^K^  'Pm^^i-^fxifPi'r^^i^ 
ißt,  dann  erhält  (25)  die  Gestalt 
(27)         QW 

H(fptt  +  fpaa)<p]-^ifPm-^*Pu^%-^('Pn-^'P'ny^^^^ 

Mithin  ergeben  sich  fMr  die  syrametrischen  Verbindungen 


..(!> 


,py^ 


1 


\ 


_e^^^>„<,^-^>=-^^+-;,.  und  aif'\.^">= 


jy) 


die  gcBuchten  Ausdrücke 


9 
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(28)       jr,+  jr, 

^.  1       _  <'>uy;+^«v5+<'^«*IPH+2O^y,y,+  20„9),9j+20„9j9, 

29)  ^,,,^^-  -   -  — ,- 

Der  Zähler  von  dem  das  KrUmmangsmass  der  Fläche  darstel- 
lenden Ausdrucke  (29)  ist  nach  I,  §  83  die  zu  der  quadratischen 
Form  ^  y^  ^dx^dXf^  adjungirte  Form,  in  welcher  die  drei  Va- 

riabeln  beziehungsweise  durch  die  drei  ersten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten (p^f  y,,  y,  vertreten  sind. 


Die  Betrachtung  der  Integrale  von  Fanctionen  einer  Va- 
riable, welche  in  Capitel  II  angestellt  wurde,  setzt  in  Betreff 
der  zn  inte^rirenden  Function  nur  vorans,  das«  dieselbe  ftlr  ein 
gewisses  lutervall  der  Variable  eindeutig,  endlich  und  stetig 
gegeben  sei,  nimmt  aber  auf  die  Operationen,  durch  welche  die 
Function  hervor^^ebracbt  wird,  keine  RUcksieht.  Dagegen  beziehen 
sich  die  Regeln,  nach  denen  eine  gegebene  Function  differentiirt 
wird,  wie  auch  früher  bemerkt  worden,  im  Grunde  immer  auf 
die  Operationen,  durch  welche  die  zu  difierentiirende  Function 
entstanden  ist.  Gegenwärtig  soll  flir  die  Integration  von  Fonc— 
tiouen  einer  Variable  derselbe  Gesichtspunkt  absichtlich  geltenti 
gemacht  werden,  welcher  sich  fUr  die  Diflcreutiation  von  Func- 
tionen von  vorne  herein  ergab.  Dadurch  wird  es  möglich« 
solche  Gattungen  von  Functionen  zu  bezeichnen,  bei  welchen 
die  unbestimmte  Integration  auwgetUhrt,  das  heisst,  auf  dk 
Bildung  von  andcnvcitig  bekauuteD  Functionen  znrUckgeftlhr 
werden  kann. 

Bei  der  Differentiation   unterecheiden   sich    die  algebrai 
sehen    Functionen    si-harf  von    denjenigen,    welche    nicht  alg 


L 


EinthoüujijT  ilor  InU^pralo  vo«  Fiinctmnen  ivincr  Vanalilc. 

braisch  oder  mit  einem  andern  Worte  traiiseeudeiit  sind.  Auf 
gleiche  Weise  thcilt  man  die  liitegnile  in  diejenigen ,  flir 
welelje  die  zu  integrirende  Fniietion  algeltraiseh,  und  in  die- 
jenigen^ für  welche  sie  nicht  algebraisch  ist.  Eine  algebrai- 
sche FunetiüD  wird  nach  §  9  durch  die  Anwendung  einer  be- 
sehränkten  Zahl  von  algebraischen  Operationen  erzeugt,  und 
zwar  setzen  sich  diese  ans  den  vier  rationalen  und  aus  irratio- 
nalen Operationen  znsanimeu;  die  letzteren  umfassen  das 
Ausziehen  von  beliebig  hohen  Wurzeln  und  da.s  Auflösen 
von  algebraiscfien  (tleiehungen  überhaupt.  Demzufulge  werden 
unter  den  Integralen  der  algebraiöcben  Functionen  die  Integrale 
»1er  rationalen  Functionen  und  die  Integrale  von  solchen 
Functionen  unterschieden,  zu  deren  Bildung  irrationale  Opera- 
tionen  erforderlich  sind.  Wir  gehen  jetzt  zur  Erörterung  der 
ersteren  Über,  bemerken  aber  sogleich,  dass  wir  uns  mit  den 
letzteren  nur  in  einem  beschränkten  Umfange  beschilftigen 
werden. 

1  67.    Integxale  von  ratloD&len  Fmiictioii«n  der 
IntAgr  atlo  n  ■  v&rlft1>  1  e. 

Insofern  die  rationalen  Functionen  in  ganze  und  gebrochene 
Functionen  zerfallen,    sind  zuerst  die   Integrale  der  rationalen 
ganzen    Functionen    zu    erwähnen.     Eine    solche    Function    der 
Integrationsvariable  ;r  vom  wten  Grade  hat  den  Ausdruck 
(1)  a^x"  +  a^x"^' +  a^x"'^  +  ...  +  a^. 

Nach  der  Gleichung  (5a)  des  §  25  ist  das  unbestimmte  Integral 
einer  .Summe  von  F^unctionen  gleich  dem  Aggregat  der  unbe- 
stimmten Integrale  der  einzelnen  Summanden,  nach  der  Glei- 
chung (8*)  desselben  §  das  unbestimmte  Integral  einer  mit 
einer  Constante  raultiplieirten  Function  gleich  dem  Product  aus 
der  bezüglichen  Coustante  und  dem  unbestimmten  Integral  der 
in  Rede  stehenden  Function.  Es  bleibt  daher  nur  für  jedes 
einzelne  Glied  der  Summe  (1)  das  unbestimmte  Integral  einer 
ganzen  positiven  Potenz  der  Variable  ^  zu  bilden.  Der  Werth 
de-sselben  folgt  aus  der  Gleichung  (20)  des  §  24,  indem  mau 
daselbst  den  Exponenten  k  gleich  einer  beliebigen  ganzen  posi- 
tiven Zahl  einschliesslich  der  Null  nimmt,  nilndich 

UjwcbJtB,  Aualjrai«  II.  25 


n 


Mitbin    wird    rfas  unbestimmte   Integral   der   raHonalen   ganten 
Function  (1)  durch  die  Gleichung 


n-\ 

+  ■,;-. 


■\-  ax-\-  con8t. 


dargestellt.  Aus,  derselben  geht  henor,  dass  das  unbestimmte 
Intefipral  einer  gegebenen  rationalen  ganzen  Fnnetion  einer  Va- 
riable gleich  einer  rationalen  ganzen  Fnnetion  derselben  Va- 
riable von  einem  um  eine  F/inheit  höheren  Grade  ist. 

Eine  rationale  gebrochene  Function  von  x  ist  gleich  einem 
Bruche,  dessen  Zähler  und  Nenner  rationale  ganze  Functionen 
von  X  sind.  Bei  einer  zu  integrirenden  raHonalen  gebrochenen 
Function  sei  die  Zählerfunetion  eh)  vom  5ten,  die  Nenner- 
tunction  f{x)  vom  nteu  Grade 
(4)  e.{x)  =  Bf^  x'  4-  Cj  x*~^  *f  . . .  4-  e,, 


*j,  X  -f  a,  X 


Alsdann  ist  der  gegebene  Bruch    J)-^   nach  I,  §  89  ein  unechter, 

wenn  die  Gradssahl  s  grösser  aU  die  Grad/uhl  «  oder  ihr  gleich, 
ein  echter»  wenn  *"  kleiner  als  «  ist.  In  dem  erstem  Falle 
lassen  sich  stets,  wie  in  I,  §  C8  gezeigt  worden,  zwei  ganze 
Functionen  q(x}  und  r(x)  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen, 
das»  die  Gleichung 

(6)  e{x)^f{x)q{x)  +  r(x) 

erfltllt  wird,  wo  r{x)  von  niedrigerem  Grade  als  f{x)  ist  Das 
an  der  erwähnten  Stelle  für  diesen  Zweck  angegebene  Verfahren 
ist  die  nach  den  fallenden  Potenzen  der  Variable  j:  geordnete 
Division;  es  haben  hierbei  e(ir),  f(x),  q{x\  r{x)  beziehungsweise 
die  Namen  Dividendiis»  Divisor,  Quotient  und  Rest.  Weil  nan  die 
verlangten  Functionen  q{x)  und  rix)  nicht  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  bestimmt  werden  kennen,  so  gelangt  man  durch 
jedes  andere  Verfahren  zu  demselben  Ergebniss ,  und  kann 
deshalb  auch  die  inl,  §91  entwickelte  Methode  der  unbestinuu- 
ten  Coefticienten  anwenden.    Da  qi.T)  vom  Is  — M)ten,  rix')  vom 


I 
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(»— l)ten  oder  einem  niedrigeren  Grade  sein  mnss,  so  haben 
<lie  Fanctionen  die  Gestalt 

<7)  q(x)  =  E,  x'-"  +  E,  x'-"-'  + . . .  +  ^._,, 

<8)  r(x)  =  r.x"-'  +  r.x"-'      +...+  r^_,. 

Sabstitnirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  zu  befriedigende  Glei- 
chung (6)  und  setzt  vermöge  des  in  I,  §  44  bewiesenen  Prineips 
die  Coefücienten  der  gleichen  Potenzen  der  Variable  x  einander 
gleich,  so  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  E^y  E^y... JS',_^, 
■*■«,  »•„...  r^_,  die  Gleichungen 
<9)  e,    =a,E, 

e,_^=  %  E,_„  +  Ol  E,_^_^  +  Oj  F._,_j  +  . . . , 
(10)        «._,+!=         r^  +  a,  ^^Uar^  «2  -^._«-,  +  • .  • 

Aus  (9)  werden  nach  einander  die  Coefficienten  £J„  ^„ . . .  J?,_„ 
gefunden,  indem  man  jedesmal  mit  der  Grösse  a«  dividirt; 
diese  ist  von  Null  verschieden  vorausgesetzt,  da  die  Func- 
tion f{x)  von  keinem  niedrigeren  als  dem  nten  Grade  sein  soll. 
Darauf  liefern  die  Gleichungen  (10)  die  Determination  der 
Coefficienten  r,,,  r„ . . .  r^_j  ohne  Ausfahrung  einer  neuen  Di- 
vision. 

Nachdem  die  Gleichung  (6)  durch  f{x)  dividirt  ist,  kommt 
wie  in  I,  §  89, 

Wodurch  der  gegebene  Bruch      ,  .    als  die  Summe  der  ganzen 

Function  q(x)  und  des  echten  Bruches  ~~- erscheint.  Dasge- 
*'  fix) 

Suchte  unbestimmte  Integral   wird  daher  gleich  dem  Aggregat 

<)er  unbestimmten  Integrale  der  ganzen  Function  q{x)  und  des 

rix) 
achten  Bruches  -j^-4-f 

C12)  /^d^=/5(.) ä.  +/rg;  ä^; 
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wie  auch  im  Folgenden  geschehen  wird,  ist  die  hinzuzuaddi- 
renile  IntegrationsconHtante  fortgelassen.  Das  erste  der  beitien 
Integrale  läsat  sich  vermöge  der  obig;en  Ite^el  (3)  austtihreu, 
und  erhält  mit  HUlte  der  in  (7)  angenoinnieueu  BezeicLnung 
der  Coefficienten  den  Ausdruck 


(13) 


q(x)  dx  =■ 

.    ^^  s  —  n 


^      «—«+1  -j-,      t—n 

+  1  "^  7=^ 


+  .,.-¥E. 


i-n  •* » 


SO  dass  nur  das  Kweite  Integral  zu  nuterHuclien  bleibt  Wenn 
die  Function  €{x)  von  vorne  herein  nipdrigoren  Grades  als  die 
Function  f{x)  ist,  so  musa  in  der  Gleichung  ((3)  q{x)  verschwin- 
den und  7'[x)  =  €{x)  sein;  man  hat  es  daher  tu  beiden  Füllen 
mit  dem  Integral 

(14}  y-"-'*' 

zu  thnn. 


f{^) 


dx 


Ein  Mittel  zur  Behandlung   dieses  Integrals    liegt    in   der 

rix) 
Losung  der  Aufgabe,  den  Bruch     j:  ,    in  FarHalbrüefte  g\t  aet' 

legen,  welche  in  I,  §  93  erörtert  ist.  Wir  nehmen,  wie  dort,  mit 
Zuziehung  des  Fundamentalsatzea  der  algehraiechen  Gleichungen 
an,  dass  die  Zerlegung  der  Function  f{x)  in  ihre  Factoren  ersten 
Grades  ansgeftlhrt  sei,  daws  man  die  gleichen  Factoren  des 
ersten  Grades  zu  Potenzen  vereinigt  und  die  Darstellung 

(15)  fix)  =  a,{x^i,f(x~^,f\  . ,  (^-^J"' 

gebildet  habe,  wo  ^j,  |j, . . .  ^^  die  von  einander  verschiedenen 

Wurxelu   der  Gleichung /*(^)^0  sind.    Dies  vorausgesetzt,  ist 

an  der  angeführten  Stelle  gezeigt,  dass  der  echte  Bruch    yf\ 

immer  und  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Aggregat  von  echten  Par- 
tialhrUchen  ausgedrückt  werden  kimne,  deren  Nenuerfunctioueu 
ohne  gemeinsamen  Theiler  und  insbesondere  gleich  den  Potenzen 


r(^_     9j>) 


<p^{x) 


+  ...  +  - 


n(^) 


f1  (W 

hier  sind  also  die  Grade  der  ganzen  Functionen  (jPj  [x\  f^{x)t,,q>^{x) 
respective    niedriger   als    die   Zahlen    flj,  a^, . . .  a^.     Ferner  ist 
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\ 


I 


"in  I,  §  95  darauf  aufmerksfim  geniacbt,  dass,  wofern  /'(./)  nur 
«.ingloiche  Ffictoren  des  erste«  Grades  enthält,  itiithin  l  gk-ich 
^i  ißt,  lind  die  Hümmtlichen  Zahlen  n,,  ti.j, .  • .  a^  gleich  der  VAn- 
Tieit  sind,  alsdann  ff,  U*),  rp^(x), . . .  (f>^{a:)   respective  gleich  Cun- 

«tanten  /*\  r^"^\  . .  .r*"Verdeiij  die  sich  Termittelst  der  ersten  Ab- 
leitunjc  /'(a:)  folj^endemiasscn  ausdrüekcn  lassen, 


<17) 


r'''  = 


r(H,) 


r(L) 


,»  = 


r(V 


ni,)  nt)  /'(?„) 

Um  Misgverständnigsen  vorzubeuj;j^en  erwähne  ieb,  dass  die 
l)et reffenden  Formeln,  welche  in  I,  §95  imter  der  Annahme  ab- 
geleitet sind,  der  Coeffieieit  a„  von  x"  in  der  Function  fix)  sei 
gleich  der  Einheit,  offenbar  j^UUl^^  bleiben^  sobald  man  diesen 
Coeffieienten  beibehält,  wie  jetzt  geschieht.  Es  gehurt  deiuiiach 
2u  der  Voraussetzung,  dass 
<18)  f{x}  =  a,{x^^,){x^^,),..{x^^„) 

sei    und    alle  Wurzeln  ^,,  |,, . . .  |^   der   zngehörigen   Gleichung 
nnter  einander  verschieden  sind,  die  Partialbruchzerlegung 


J'i 


jn 


[id) 


r(5,) 


+ 


^(IJ^. 


"Tcy'"     ■'reo' 


von   welcher   anch    in  g  H9    dieses  Bandes   Gebrauch    gemacht 
worden  ist. 

FUr  den  Fall,  dass  die  Function  fix)  nicht  lauter  verschie- 
dene Factoren  des  ersten  Grades  hat,  ist  a.  a.  0.    nachgewie- 
sen,   dass   die   zu    der  Gleichung   (16)   gehr>renden  Functionen 
f/i,  (x)j  q'.jix), . . .  ffjx)  stets  durch  das  Verfahren  der  Aufsuchung 
de»  grasten  gemeinsamen  Theilers  zweier  Functionen  einer  Va- 
riable, und    auf'h   vermittelst  der  AuHösung  eines  Systems  von 
Gleichungen  des  ersten  GradeH  bestimmt  werden  können.     Wir 
H\,llen    jetzt   die    allgemeinen  t^udresultate    durch    Anwendung 
der  Ditt'ereutiation  ableiten,  wobei  unter  der  Voraussetzung  A  =  n 
<lie  Darstellung  von  (VJf  wieder  erscheinen  wird. 

Wenn  man  die  Gleichung  (16)  auf  beiden  Seiten  mit  f{x) 
»nultipHcirt,  ao  entsteht  ein  Ausdruck  der  ganzen  Function  r(a:) 
«iureh  ein  Aggregat   von  Produeten,    von   denen  jedes  eine  der 


:i9u 
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ganzen  Functionen  fp^ix'),  Tj (■'))•*•  T^C*')  ""'1  «licjtMiifc«"  ganze 
Function  zu  Fartoren  hat,  wok'lit;  aus  der  Division  von  fix) 
diireli  fUe  Kti^chririge  Tütena  (a;— ^j"',  (j;—|, )*",...  (r—f^)*' 
entBtelJt.    Der  Kfirze  halber  werde 

gesetzt,  dann  hat  man 

(21 )  rix)  =  ijp, (x)  I>,  ix)  +  ijr,{j^)  Z>,(.i.)  +  . . .  +  ff^{x)  D^^ix), 

Hier  sind  die  siininitliclicn  Functionen  lK(x}t  D^(x), . , ,  Djx) 
durch  die  Potenz  (;z; —^j)"'  algebraisch  theilhar,  folglich  auch 
die  ssiuimtlichen  mit  denselben  gehildeJeii  Prodnctc,  und  daher 
ist  es  die  Summe  dieser  Producte  ehentalli?.  Aus  dicj^cui  Oruiidc 
wird  die  Differenz 

(22)  rix)-tp,{x)D,{x) 

gleich  dem  Product  einer  ganzen  Function  K^(a.-}  und  der  Po- 
tenz (x  —  ^^f\ 

(23)  Är,(x)(x-|,f. 

Nun  findet  man  iu  der  Gleichung  (2t>)  des  §  16  eine  Vorschrift, 
um  die  auf  einander    i'nlgenden  Differentiahjuoticnten  de«  Pro- 
ducts zweier  Functionen  zu  hilden.  An  der  betreifenden  Stelle  i«t 
vorausgesetzt,   dass   beide  Functionen   dem  reellen  ßebiete  an- 
gehören.    Da    aber    in  §  3"^   für   rationale  Functionen,    die    aus 
einer    reellen  Variable  ./•   und  complexen   Constanten    gebildet 
Bind,  der  erste  und  die  successiven  nach  j-  zu  nehmenden  Üif- 
tercntialquotienten  detinirt  sind,    da  in  dem  dortigen  Satie  (Il> 
ausgesprochen  itjt,  dass  der  erste  Difterentialquntient  der  Summe, 
der  Differenz,  des  Products  und  des  Quotienten  von  zwei  ratio- 
nalen Functionen,   die    aus   einer   reellen  Variable  .r  un«l  com- 
plexen  Constanten    bestehen,    nach   dcufiolben  Hegeln    erhalten 
werden,  die  auf  dem   reellen  Gehtete  gelten,   und  da  die  Glei- 
chung  (2b)  des  §  16  nur  auf  der  wiederholten  Anwendung  der" 
Regel  beruht,  nach  welcher  der  erste  I>ifierentiah[uotient  eine^- 
Prodncts  gebildet  wird,  so  darf  die  genannte  Formel  auch  dam 
auf  das  Product  (23)  angewendet  werden,   wenn  die  Wurzel  ^ 
der  Gleichung  /"(!)  =  0  eine  complexe  Grösse  ist  und  die  gA 
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I^^unctioü  Kj(x)  üoniplexe  Constanten  enthält.   Die  auf  einander 
:<'oJgcnden  Differentialquotienten  der  Potenz  {x  —  ^^Y'  haben  ver- 
»iiöge  (25)  des  §  33  die  Ausdrücke 

da 

^^^^  =■•  0.  (0  - 1) . .  (.^-P  + 1)  (X  -I,)"-'. 

^-^«mnach  liefert  die  angeführte  Gleichung  für  den  nach  x  ge- 
^^  c:kmmencn  pieu  Diff'erentialquotienten  des  Products  (23)  die  Dar- 

...+Ä-,(:t:)a,(a-l)...(Q-i)+l)(a;-^/-'. 

*^o  laDge  die  Zahl  p  kleiner  als  a,  ist,  sind  die  Factoren  jedes 

^oi-liedes  dieser  Summe  eine  Potenz  der  Basis  x — §^  von  posi- 

"•^ivem  Exponenten,   eine  Zahl  und  ein  Differentialqnotient  der 

^^^unction  K^{x\   welcher  wie  diese  selbst  eine  ganze  Function 

'^^on  X  ist.    Daher  verschwindet  bei  der  Substitution  des  Werthes 

"=^s  =  ^j  jedes  einzelne  Glied  und  folglich  auch  die  Summe.    Also 

Vftat  das  Prodnct  (23)  die  Eigenschaft,  dass  dasselbe  mit  seinen 

^Ummtlichen  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von  der 

Ersten,    zweiten   bis   zur  (a ,  —  1)  ten  Ordnung   für  den  Werth 

<::^r=|j   gleich  Null  wird.    Man  sieht  übrigens  leicht  eins,  dass 

^ich  das  eben  bewiesene  Resultat  mit  dem  Inhalte  des  letzten 

^^atzes   in   I,  §  49   deckt.     Mithin    nmss  die  mit  dem  Product 

^23)  gleiche  Differenz  (22),   wie  auch  jeder  ihrer  Differential- 

^^notienten  bis  zur  (a,  — l)ten  Ordnung  einschliesslich  ftlr  den 

^%^erth   35=1,    gleich   Null   sein     Das   giebt  die  folgenden  a, 

^31eichangen,   in  denen   die   nach  x  genommenen  Differential- 

«i^uotienten,   wie  in  §  16,  nach  Lagrange  durch  Accente  ange- 

«Heutet  sind, 
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(26)  r(f,)^9),(i-)/J,(|,) 


Die  Ftiuetion 

hat  fHr  a;  =  |,  einen  von  Null  veröchiedenen  Wertli,  weil  mich 
der  VorauHsetzung  ij  von  jedem  der  Werthe  1^, ^^r- ..  |;  differirt. 
Man  erhält  dalier  aus  den  Gleich uiigen  (26)  naeh  einandtjr  die 
it,  Werthe 

(27)  7^,(^s),  7'',(^^),.■■'^^^~'^ll), 

durch  welche  die  ganze  Function  <]p,(>t),  deren  Grad  höchstens' 
der  (a,  — l)te  sein  kann,  vollständig  bestimmt  wird.  In  §  lö 
ist  hervorgehoben,  dass*  für  rationale  f^anze  Functionen  mit 
reellen  Coefficicnten  der  Begriff  und  die  im  ersten  Bande  ge- 
brauchte Bezeichnung  der  successiven  Ableitungen  respective 
mit  dem  ßegrifle  und  der  von  Lagrmige  herrührenden  Be- 
zeichnung der  successiven  Dilterentialqiiolienten  der  Function 
zusammenfallen.  Dieselbe  Bemerkung  dehnt  sich  jetzt  auf  ra- 
tionale ganze  Functionen  mit  complcxen  Coefticicuteu  aus;  mau 
darf  die  rationale  ganze  Function  (ir,(ic),  als  eine  Function 
des  (a,  —  1)  teu  Grades,  titets  folgendermassen  durch  die  Glei- 
chung (18)  in  1,  §  03  darstellen 


(28) 


«Tilic) =*ri  (IJ  +  9\  dl)  (^'  -  li)  -H 


'/".(y 


•/i 


2! 


. J: 


l.)'H-... 


^'^  (:.--^,)"'-^ 


(fll-l)t 

welche  genau  der  Gleichung  (12)  in  dem  angeflihrten  §  16  des 
vorliegenden  Bandes  entspricht. 

Der  Werth  <jn,(|,)  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (26)  gleich 

dem  Bruche  j}'(l\  oder  dem  Werthe  der  Function  jr7\  =*i(^) 

JJj(?t)  -^1  V*';' 

mr  57=1,.    Für   die  Darstellung  von  */'',  (i\),<7'",(^,) . .  durch 
die  übrigen  Gleichungen   kann  man  die  Bemerkung  benutzeii, 
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«dass  sich  die  auf  einander  folgenden  nach  x  genommenen  Diffc- 
Tentialquotienten  des  Quotienten  s^  {x)  bestimmen  lassen,  indem 
die  beiden  Seiten  der  Gleichung  r{x)  =  D,  (x)8^  {x)  wieder- 
holt nach  X  dififerentiirt  und  die  gesuchten  Differentialqno- 
tienten  durch  Auflösung  der  betreffenden  Gleichungen  ermit- 
telt werden;  diese  Werthe  sind  hierdurch,  so  lange  D^{x) 
nicht  verschwindet,  eindeutig  bestimmt.  Die  erwähnten  Glei- 
chungen verwandeln  sich  aber  in  die  obigen  Gleichungen  (26), 
sobald  in  den  erstgenannten  zuerst  x  durch  |j,  hierauf  «,(li) 
•durch  y,(^J,  Ä'jdj)  durch  <3p',(|,)  u.  s.f.,  zuletzt  sf'^'\^^)  durch 
^(0,-1)^^^^  ersetzt  wird.    Demzufolge  müssen  die  Werthe 

T,(l.).'P'.(£)..-.9'!'"-"(l,) 
T>eziehnng8weise  den  Werthen  gleich  sein,  welche  die  gebrochene 
^tinction  «j(ar)  und  ihre  snccessiven  nach  x  gebildeten  Diffe- 
i'entialquotienten   für  x  =  ^^    annehmen,   und   man   erhält   die 
-«ausdrucke 

"Vermittelst  genau  entsprechender  Betrachtungen  werden  die  zu 
<ler  Gleichung  (21)  gehörenden  übrigen  ganzen  Functionen 
V^riC^)»*- •^'iW  determinirt.  So  kommt  für  die  Function  (p.^(x) 
rft»ch  der  Analogie  von  (28)  der  Ausdruck 

XTkit  den  nach  (29)  gebildeten  Werthen 


DM 

Xl>esgleichen  bekommt  man  die  Ausdrücke  der  übrigen  Functionen 
^.^8  (28)  und  (29)  durch  Fortrücken  der  Zeiger  in  der  Reihe 
'^,4, ...A.  Da  schon  im  ersten  Bande  gezeigt  worden,  dass  die 
^B «Stimmung  der  Functionen  ^Piix), . . .  (p}^(x)  immer  und  nur  auf 
^ine  einzige  Weise  möglich  ist,  und  da  das  gegenwärtige  Ver- 
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fahreil   unter   der  VoraMssetzuiif;    der    Mögliclikeit    eine  einzige 
BeHtiinmtnip:  liefert,  ho  muss  dieselbe  richtig  sein. 

Die  in  (20)  defiuirten  Functionen  D,(:rl  D^{x), . . .  D.{x) 
können  vermöge  der  Dilfi'rentialqiiotiivnlen  der  Fiinetion  f{x) 
dargeHtelH  werden,  indem  man  die  Gleiehunj^  (28)  auf  diese 
Fiinetion  selbst  anwendet  und  bedenkt,  dass  nach  einem  vorhin 
bewiesenen  Satze,  wofern  die  ganze  Function  f(x)  durch  die 
ganze  Potenz  (.c— ^)''  theilbar  ist,  sowohl  f(x)  wie  auch  dessen 
sänjnitliche  nach  x  genüminencn  Differentiahiuütienten  bis  zu 
der  (n — ^l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  a:=|  verschwinden 
niÜHsen.    Aus  der  allgemein  gültigen  Gleichung 


Ml 


{^-^) 


(32)  nx)=fi^)  +rm  (^-d  +  Q^^-  {^-^f+ . . .  + 

id   ■ 

folgen  dann  durch  Einftilirung  der  besondern  Werthe  |,,  f^, . 
die  gesuchten  Ausdrücke 


2: 


(33) 


I),{x)  = 


DJx)  = 


a.t 


(«,+  !)! 


(a;-^,)  +  ...+ 


/"V5,) 


•— *« 


nl 


(o,+  l)l 


-(a;-y+...+ 


/"\y 


n! 


/*"'(y 


a,\ 


(a,+  l)!   '-    ^^^'    •••       «!      ^^-^i^*" 

Dieselben  eignen  sich  für  den  vorliegenden  Zweck  insofern,  als 
bei  der  Ausführung  der  Gleichungen  (29)  die  Werthe  der  Func- 
tion Z>i  {x}  üud  ihrer  Diflferentialquotieuten  ftlr  x  =  B^,  und  in 
Betreff  der  Itbrigcn  Fuiicti(nien  D.^{x), D^{x)  die  entsprechen- 
den Werthe  gebraucht  werden.  Wir  haben  nun  die  Werthe  der 
Fnuctioiieu 


(34) 


A(i,)  = 


fl,(y  = 


r(^) 


t 
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und  können  die  Werthc  der  betreffenden  Differentialqnotienten 
leicht  binzaitlgen.  Sobald  einer  der  Potenzexponenten  a^ . . .  0;^ 
gleich  der  Einheit  ist,  geht  der  zugehörige  Funetionswerth  der 
linken  Seite  in  den  Werth  flber,  welchen  der  Differential- 
qnotient  f  {x)  fUr  die  betreffende  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
y(^=0  annimmt.    Sei  ^,  eine  solche  Wurzel,  dann  ergiebt  sich 

-ö,  (I.)  =  r  (Ix),  folglich  nach  (29)  r^.  (IJ  =/^) '  «»ithin  ent- 

s^ht,  falls  das  gleiche  bei  allen  n  Wurzeln  |,,  l^)  *•  * ^n  ^^^  ^^^ 
ist,  wie  Yorhergesagt  war,  die  Partialbruchzerlegung  (19). 

Bei  der  Anwendung,  welche  von  der  Zerlegung  des  Bruches 

-^  ^-^  für  die  Integration  desselben  gemacht  werden  soll,  kommt 

in  Betracht,  dass  in  dem  ursprtlnglich  gegebenen  Bruche  .)  l 

Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  mit  reellen  Coefßcienten 
sind,  und  für  die  Function  r{x)  nach  ihrer  Entstehung  das- 
selbe gilt  Wenn  nun  §^  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
/^(D  =  0  bedeutet,   so  ist  die  zugehörige  Function  D^ix)  und 

^er  Bruch  s^{x)  =  Yr~  durchaus   reell,  mithin   auch  die  be- 

(f  (jc) 
treflFende  Function  w  (x)  sowie  der  Bestandtheil — r—  der 

rechten  Seite  von  (16).  Was  die  nicht  reellen  Wurzeln  anlangt. 
Ho  haben  wir  in  I,  §  47  nachgewiesen  und  in  §  8  dieses  Bandes 
wiederholt,  dass  eine  rationale  ganze  Function  f(x),  deren 
sämmtliche  Coefficienten  reelle  Grössen  sind,  wenn  sie  durch 
einen  nicht  reellen  Werth  ß,  +  ^a^  von  x  zum  Verschwinden 
gebracht  wird,  immer  auch  für  den  conjugirten  Werth  Q^  —  ia^ 
verschwindet,  und  dass,  falls  die  höchste  Potenz  des  Ausdrucks 
X—  Qi  —  ia^f  durch  weiche  fix)  aufgeht,  die  ate  ist,  f(x)  eben- 
falls genau  durch  die  ate  Potenz  des  conjugirten  Ausdrucks 
X  —  Q^  +  ia^  theilbar  ist.    Sobald   daher   bei   unserm   Bruche 

fl'Y  ^*®  Gleichung  f{§)  =  0  Wurzeln  hat,  die  nicht  reell  sind, 

SO  ordnen  sich  dieselben   zu  Paaren  von  conjugirten.    Nimmt 
man  beispielsweise  an,  dass 

(35)  ^1  =  ^,  +  io^ ,  ^a  =  ?»  —  io, 
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sei,  80  iniiss  nach  den  eiiigeltihrten  Bezeichnungen  zwi gehen 
den  Totenzexponenten  ü,  uml  a^  der  Darstellung  (loj  die  Glei- 
ehiuig  Qj  =  a.j  bestehen;  aweh  existirt  für  jedes  neue  Paar  von 
i-onjugirttti  Wuraeln  die  ent>*preehendc  Beziehung.  Hieraus 
läöst  sich  ableiten,  dass  in  der  durch  (lü)  dargestellten  Partial- 
bruehzerlegung  das  Aggregat  von  je  zwei  Brüchen,  deren  Nenner 
Potenzen  von  conjugirten  mit  der  reellen  Variable  x  gebildeten 
Ausdrucken  des  ersten  Grades  sind,  gleich  einer  rationalen 
Function  von  x  mit  reellen  Coeffieienten  sein  niuss.  Sobald 
dies  ttlr  ein  Paar  bewiesen  ist,  gilt  es  für  alle  Paare.  Nach 
l,  §  27  besteht  der  Satz,  dass,  wenn  man  den  Werth  eines  aus 
einer  beliebigen  aber  beschnlnkten  Anzahl  von  complexen  Ele- 
menten a  +  i&,  c  -h-  iäj  . gebildeten   rationalen   Ausdrucks 

nach  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  mit  r  +  is 
bezeichnet,  der  Werth,  welchen  der  Ausdruck  erhält,  sobald 
jedes  der  Elemente  durch  das  zu  demselben  conjugirte  Element, 
a-\-ib  durch  a  —  tft,  c  +  trf  durch  c—id  u.  8.  1.,  ersetzt  wird, 
gleich  der  zu  r  +  is  conjugirten  Grösse  r — is  ist.  Bei  den 
gegebenen  Functionen  r{x)  und  fix)  hat  man  die  Coefticienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  als  constant©  reelle  Elemente,  die 
Gnisse  x  als  ein  variables  reelles  Element  aufzufassen.  Da 
jede  reelle  Griisse  sieh  selbst  conjugirt  ist,  so  bleiben  bei  der 
Einführung  der  conjugirten  Elemente  sowohl  die  genannten 
Coeffieienten  wie  auch  die  Variable  x  ungeändert.  Unter  der 
Voraussetzung  der  Gleichungen  (35),  aus  denen  die  Gleichung 
Oi  =  n,  abgeleitet  ist,  sind  daher  in  Folge  der  in  i20»  aufge- 
stellten Definition  D^  {x)  und  X>.  ix)  zu  einander  conjugirte. 
das  heisst  solche  Functionen,  bei  denen  beziehungsweise  die 
Coefticienten  der  gleich  hohen  Potenzen  der  reellen  Variable  x 
conjugirte  Geissen  sind.  Dies  tritt  durch  die  in  (33)  enthaltene 
Darstellung  deutlich  hervor;  denn  wegen  der  Gleichung  ci,^ii| 
bat  man  zur  (iewinnung  von  /),  {x)  und  D,^  {x\  die  gleich  hoben 
Di1ferentia!<[noticnteu  der  Function  f{x\  zu  bilden  und  in  den- 
selben die  conjugirten  Werthe  1,  und  ^^  zu  substituiren,  während 
die  hinzutretenilen  Factoren  die  gleich  hohen  und  mit  denselhcti 
Zahlen  niultiplicirten  Potenzen  der  conjugirten  Ausdrücke  jt  — i, 
und  x—i^  sind.  Auch  siebt  man  sogleich,  dass  der  nach  ^ 
zu  nehmende  beliebige  i^te  Differentialquotient  von  D^{x)<,  fllr 


^ 
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a;=|j,  und  der  ebenso  hohe  DifTerentialqaotient  von  D^{x)y  für 
a;=|^,  conjngirte  Werthe  erhalten.  Da  nun  ausserdem  r(x)  eine 
Function  mit  reellen  Goefficienten  ist,  so  führt  die  Anwendung 
des  erwähnten  Satzes  zu  dem  Ergebniss,  dass  respective  die  in 
(29)  und  (31)  angegebenen  Werthe  von  <ri(li)»9*'j(Wf  •  ö"^ 
V»iit)i9\(^t)i"'  ""^  folglich  auch  die  in  (28)  und  (30)  dar- 
gestellten ganzen  Functionen  (jr,  (x)  und  rp^  (x)  zu  einander 
conjugirt  sind.  Hieraus  ist  aber  der  Schluss  zu  ziehen,  dass 
das  in  (16)  vorkommende  Aggregat 

(36)  _'/'.W     +_JL..W 

durch  Fortheben  des  imaginären  Theils  gleich  einer. rationalen 
Function  von  x  mit  reellen  Goefficienten  wird,  womit  die  auf- 
gestellte Behauptung  gerechtfertigt  ist.  Also  besteht  die  rechte 
Seite  von  (16)  aus  reellen  PartialbrUchen,  die  von  den  reellen 
Wurzeln  der  Gleichung  /"(^)=0  herrühren,  und  aus  Paaren  von 
conjngirten  Partialbrtlchen,  die  den  Paaren  conjugirter  Wurzeln 
entsprechen  und  zusammengenommen  ebenfalls  reell  sind.  Die 
Summe  der  unbestimmten  Integrale  dieser  Bestandtheile  bildet 
das  gesuchte  unbestimmte  Integral. 

Wir  kehren  jetzt  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Gleichung 
/'(l)  =  Ö  lauter  ungleiche  Wurzeln  besitzt,  worauf  sich  die 
Gleichung  (19)  bezieht.  Wenn  ausserdem  die  sämmtlichen 
Wurzeln  reell  sind,  so  haben  auch  alle  Gonstanten,  welche  die 
Zähler  der  Partialbrüche  bilden,  reelle  Werthe,  und  es  handelt 
sich  um  die  unbestimmten  Integrationen 

wo  a  nach  der  Reihe  gleich  1, 2, 3, ...  n  zu  setzen  ist.  Wie  in 
(22)  des  §  24  ftlr  das  unbestimmte  Integral  /  -      der  Logarith- 

*'        X 

mus  naturalis  von  x  gefunden  wurde,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung 

(37)  '^^^  =  A 

ax  X — §„ 

die  unbestimmte  Integration 


(ä^>         /— i-  =  >08('»-y+ 


const. 


Integral  einer  rRtionalen  FtiTiction. 


§  «7. 


Deslialb  entsteht  aus  der  GleicliUDg  (19)  das  Resultat 


-|.)  +  ..-H^.|'<>g(- 


w/;g'«x=^;;iog(.-f,,+;|;iog(. 

Sobald  nicht  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f(fj=zO  reell  sind, 
nit'igeu  die  reellen  mit  |,j  |^, . . .  k,,  die  Paare  von  conjugirtcn 
Wurzeln  fol^enderniassen  bezeichnet  werden 

Dann  bringt  die  reelle  Wurzel  ^,  in  (19)  den  reellen  Bestand- 
tlieil        ^    hervor,  dessen  unbestimmtes  Integral  nach  (38)  den 

.r— 5, 

Ausdruck  ^^ 

(41)  »-^'^logfa^-s^)  V 

hat;  ebenso  liefern  alle  reellen  Wurzeln  entsprechend  gebildete 
Ausdrücke,  Für  die  Zähler  der  Brüche  in  (19),  die  zu  complexen 
Wurzeln  gehfiren,  habe  uiau  durch  Trennung  der  reellen  und 
imaginären  Theile  die  Wertbe 


(«)     'J^=*,--^„../^^— '^ 


—h,—ik,,... 


r(?, 


Nunmehr  ist  das  unbestimmte  Integral  der  Aggregate  aufzu- 
suchen, welche  zu  den  verschiedenen  Paaren  conjugirter  Wurzeln 
gehören;  daß  erste  derselben  heisst 

(43)     __*»  +  '*!_  +  .  h,~ik^      ^  2h,{js—Q,)—%k,a,  ^ 
Wir   trennen   den  reellen    und   irnjiginären  Theil    des  Bruches 


_       -g— gl 


/ff, 


und  bemerken,  dass  der  Zähler  des  reellen  Tbeiles  gleich  Am 
halben  Werthe  von  dem  nach  x  genommenen  LJifferentialqiio- 
tienten  des  Nenners,  mithin  der  reelle  Theil  nach  (5)  des  §  1- 
gleich  dem  halben  Wertbe  des  Differentialquotienten  des  Loji;h 
rithmus  naturalis  des  Nenners  ist, 
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f.^.  1  <^iog((^— Pt)'+q!)  _        x  —  Qt 

^^  2  dx  ~{x~Q,r+of 

Für  die  besondern  Werthe  Q^=OJa^=l  geht  die  in  (44)  vor- 
genommene Zerlegung  in  diejenige  über,  welche  in  (3)  des  §  33 
den  Differentialqnotienten  der  Function  Arcus  tangentis  ge- 
liefert hat;  in  entsprechender  Weise  lässt  sich  der  durch  t  divi- 
dirte  imaginäre  Theil  von  (44)  als  der  nach  x  genommene 
Differentialqnotient  eines  Arcus  tangentis  ausdrücken,  dessen 

Argument  der  Quotient  — — —    ist, 


..^^^^_ 


Man  hat  demnach  die  nnbestimmten  Integrationen 

Es  wird  wie  früher  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  der  Function 

arctgl ^*  j  zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  —  liegen;  sie 

ist   alsdann  eine  eindeutige   und  stetige  Function  ihres  Argu- 

ments ^^>  mithin  auch  eine  eben  solche  Function  von  x. 

Das  Aggregat  (43),  dessen  Werth  entsteht,  indem  man  die  rechte 
Seite  von  (45)  mit  2ä,,  die  rechte  Seite  von  (4C)  mit  —2*, 
nmltiplicirt  und  addirt,  giebt  jetzt  die  unbestimmte  Integration 

/^(:^*^^7  +  ,-!!,7+*->-*.'<>g((-^.)'+"?)-2*.»retg(i=^} 

Durch  die  Anwendung  von  (41)  auf  die  reellen,  und  von  (49) 
auf  die  paarweise  conjugirten  Bestandtheile  der  rechten  Seite 
von  (19)  wird  daher  die  Aufgabe  folgendermassen  gelöst 

(•'0)  y^g5<fa=r<"log(^-|,)  +  ...  +  r«lo6(x-|,) 

+  A,  log  ((x-e,)»+  a?)  -  2t,  arc  tg(^-^)  +  . . . 
•••+A^-.log((^-e^,)'.+  ''L_,)-2*^_,arctg(^^'). 


Integral  einer  rationalen  Fcincttaiiw 


§67. 


Hiemach  ist  das  unhesilmmte  Integral  ein^  ecJUeti  rationalen^ 
Bntrkes,  dessen  Nenner  in  Be£iuj  auf  die  hitegraiio^uivariable  jPi 
nur  ungleiche  Facform  ersten  (Jrades  enthalt,  eine  Summe^  derc 
JJestandt heile  Producta  aus  Constanten  in  Logarithmen  und 
umgekehrte  trigonometrische  Functioneti  sind. 

Für  flen  jetzt  7.»  prörtcniden  Fall,  wo  fix)  mehrfache 
Factoren  enthält  und  in  (15 1  dargcKtellt  ist,  wollen  wir  wieder 
annehmen,  dass  unter  den  von  einander  verschiedenen  Wurzelig 
^i>  la»  •  •  •  ^i  die  reellen  mit  ^„  l«.  - .  •  1/  nnd  die  Paare  von  con— 
jügirten  wie  in  (40)  bezeichnet  werden.    Auf  der  rechten  Seite 

Vi  (^) 


von  (ItV)  kann  nun  der  Bruch 


u-t,r 


mit  HHlfe  von  (28)  die 


(51) 


folgende  Gestalt  bekommen,  die   in  I,  §  9:^    unter 
geben  ist^ 


^Ur-^X"" 


+  ..+ 


il«*)   auge- 


1 


fa-1)!     X- 


Die    entsprechende    Oewtalt    der    anderen    Brllehe    wird    durch 
Fortrücken  der  Zeiger  erhalten;  die  Substitution   der  Resnltntc 

in  (16)  bringt    die   am  Schlüsse  von  I,  §  93    erwähnte  Partial 1 

hmchzerlegung  hervor.     Amh  darf  vennüge  (29.1   statt  (51)  dk 
Gleichung 


TiG-p)  s,ß^) 


s\ih) 


1 


ol*«-l)i 


%) 


gesetzt   werden.    Bei    der   als   reell  angenommenen  Wurzel  f 
litsHt   sieh    die  unbestimmte   Integration   der   einzelnen   Ürüuli- 
sogleich  ausfuhren.     Wenn  ein  Exponent  0  die  Einheit  libertriff" 
so  kommt 

(*«)  /^=  -a+l    (,_lv 

dagegen  bringt  der  letzte  Bruch  nach  (38)  einen  Logaritbm' 
naturalis  hervor.    Es  ist  daher 

5,(£,)  1        .     ^\(h) 


,0—1 


(54)     /•    '^'^'^  ..=  -^ 


+i)(*-i.y 


«1—1 


I 


1_ 

(-ft,  +  2)(*-Jj,/ 


.«.-* 


+  !L 


(ü,-i)i 


log(J- 
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rei  conjugirte  complexe  Warzeln.|,^,  und  |,^,  mnsg  nach 
bigen  a,^.,=o,^,  und  s,^.,(a:)  mit  ä,^j(x)  conjugirt  sein; 
>  sind  in  den  mit  (52)  corrcspondirendeu  Gleichungen 

W_  ^    »'>^.(^,t.)    ^     ^ _i <?'""(^/^.) 

«)*'^'  («-?,«)''*'"  "■  («,+  -1)!  «-?,« 
izelnen  Theile  der  Ausdrücke  rechts  respective  conjugirt. 
:ug  auf  diejenigen  Brüche,  deren  Nenner  eine  höhere  als 
8te  Potenz  ist,  dürfen  wir  das  Princip  anwenden,  dass 
fferentiation  eines  Ausdrucks,  welcher  die  reelle  Variable 
complexe  Constanten  enthält,  nach  denselben  Regeln  er- 
lie  für  rationale  Functionen  mit  reellen  Constanten  gelten; 
»nnen  mittelst  der  hierauf  beruhenden  Gleichung  (26)  des 
lie  Brüche  angeben,  durch  deren  Differentiation  die  vor- 
m  entstehen.  Um  die  Brüche  zu  behandeln,  deren  Nenner 
;  vom  ersten  Grade  sind,  dient  das  vorhin  auseinander- 
e  Verfahren;  es  möge  wieder  bei  den  betreffenden  Con- 
i  die  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  fol- 
massen  ausgedrückt  werden 

7 — —.TV  «^"'+*~"(f    )  =Ä,  +  ih„ . . . 
(a^^j— 1)!    /+i        ^^z+i''        '         '^ 

nan  femer,  wie  in  (40),  ^,^,  =  ßi  +  i^v  I+2  =  Q\  —*^v  •  •  • 
iebt  sich  ftir  die  unbestimmte  Integration  des  Aggregats 
iken  Seiten  von  (55)  und  (56)  der  Ausdruck 

ihitB.  AnalyslB  U.  26 


Intcgnit  einer  rationaleTi  Ftrnetion. 


«/+i(pi+«0i) 


«^+i(pi+'*^i) 


1 


+ 


— I 


+ 


+  - 


Hier  baben  die  gleicbstelügen  Brüche  der  ersten  und  zweiten 
Zeile  zu  einander  t-onjugirte  Wertbe,  weshalb  die  Summe  eine« 
jediii  Paares  reell  ist.  Die  Gleichung  (.'*4j  hildd  das  Sche^mt, 
nach  welchem  auf  der  rccJden  Seite  von  [Uh  die  Partialhriichc 
mn  reeUett  Nennern,  die  Gleichung  (58)  dasjenige,  nach  welchem 
die  Aggregate  der  Partialbriicke  t?OM  conjugirien  cmfplexen  Xennem 
eu  integriren  sind,   und  die  Summe  der  beireffetiden  Resultate  ist 

das  gesuchte  Integral  des  ratiimalen  echten  Bruches  yr-'r  • 

Bei  unserer  Definition  eines  zwischen  gewissen  Grenzen 
auszudehnenden  Integrals  wurde  vorausgesetzt,  das»  die  zu 
integrirende  Function  in  dem  betreifenden  Intervall  eindeutig, 
eudlieh  und  stetig  sei.  Diese  Bedingungen  werden  von  einer  ratio- 
nalen ganzen  Function  der  Variable  2-  stets  erfüllt,  weshalb  die 
Integration  einer  solchen  Function  Überall  austtihrbar  ist.  Eine 
rationale  gebrochene  Function  kann  dagegen  für  einzelne  Werthe 
der  Variable  x  die  Bedingung  der  Endlichkeit  und  Stetigkeil 
verletzen,  wie  in  §  8  entwickelt  worden  ist.     Nach  den  dortigen 

Erörterungen    treten  diese  Ausnahmen  bei  dem  Quotienten  ~^ 

von  zwei  ganzen  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theüer  e(x) 
und  f{x)  ausschliesslich  flir  diejenigen  reellen  Werthe  der  Va- 
riable X  ein,  flir  welche  der  Nenner  f{x)  verschwindet.  In  dem 
gegenwärtigen  §  ist  bisher  nicht  vorausgesetzt  worden,  dass  der 

Zähler  und  Nenner  des  zu  integrirenden  Bruches  A^  keinen 

gemeinsamen  Theiler  haben;  sowohl  die  ßcstimniuDg  der  ganzen 
Function  qu^  in  (ij)  wie  die  Partiulbruehzerlegung  iu  »IG/  können 


I 
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auch  dann  erfolgen,  wenn  e(x)  und  f(x)  einen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen ,  derselbe  muss  jedoch  selbstverständlich  aus 
den  Resultaten  herausfallen.  Sobald  nun  angenommen  wird, 
wie  von  jetzt  ab  geschieht,  dass  e(x)  und  f{x)  keinen  gemein- 

samen  Theiler  haben,  so  sind  die  Werthe,  fUr  welche  -/ (  auf- 

hört,  endlich  und  stetig  zu  sein,  die  reellen  Wurzeln  ^j,  1^, . . .  |^ 
der  Gleichung  Ab)=^^  demnach  ist  das  Intervall  der  auszu- 
führenden Integration  so  zu  wählen,  dass  die  Variable  x  durch 
keinen  der  genannten  Werthe  hindurchgeht.  Von  dieser  Vor- 
aussetzung werden  nur  diejenigen  Theile  des  zu  bildenden  Inte- 
grals betroffen,  welche  aus  dem  Schema  (54)  herrtthren.  Hier 
darf  die  Integrationsvariable  x  nur  einen  solchen  Spielraum 
bekommen,  dass  die  Differenz  a;  —  f ,  ihr  Vorzeichen  nicht 
ändert.  Insofern  die  Fuhction  Logarithmus  allein  ftlr  positive 
Werthe  des  Arguments  definirt  ist,  bezieht  sich  die  obige  Glei- 
chung allein  auf  die  Annahme,  dass  die  Differenz  a;— ^,  immer 
positiv  sei.  Für  den  Fall,  dass  die  Differenz  a:  — |,  innerhalb 
des  ganzen  Integrationsintervalls  stets  negativ  ist,  hat  man  aus 

der  Gleichung 

d\og{-x  +  l,)  ^     -1 
d.T  — .r  +  l, 

das  unbestimmte  Integral 

y'    dx 
— -^  =  log  i-x  +  B,)  +  const. 

abzuleiten,  und  in  jener  Gleichung  den  Ausdruck  log(a:— ^,) 
durch  den  Ausdruck  log  (— a:  +  |,)  zu  ersetzen. 

Das  in  §  8  angeführte  Beispiel  eines  rationalen  Bruches 
liefert,  da  ttir  den  Nenner  die  Zerlegung 
x'''-x*-3x''+23x^+lQx-S6={x+2)\x-\)(x—2-i^b){x—2+iß) 
besteht,  die  Partialbruchzerlegung 

10a:*— 22^''— 95«'+60a:-H0I  1         .  _3_  ._! 


a—x'''-Sa+23.v+l6x—ZQ  (a?-f2)*      a!+2      .r— 1 

3  +  2iY5  3— 2»y5 

x—2—if6       x—2+i\^r) 
Mithin   hat  das  unbestimmte  Integral  des  betreffenden  Bruches 
den  Ausdruck 


A(H 


Ausgezeichnete  Zerlegung  oiner  gebrochenen  Fimclion.         §  RS, 


-7^  +31og(a;+2)     +log(j;-l)     +31ag((:i--2)''  +  5)-4rr)are.tg(*-3 
oder ^+3Iog(;r  +  2)     +log(— x-+l)+aiog((.i— 2)*  +  5)-4|/5arctg('^ 

oder  -  ,p  ^2  "^ ^  logf  -a^— 2) + log(— ^+ 1 ) + 31og({ar-  2)  ^  +  5)  -  4  f^fi  arc  t|:fc^ 

je  naelideiri  das  Intervall  der  Iiitcgratinii  /wiseheii  den  fircnzoe 
+ 1  uud   +  00 ,  oder  —  2  und  +  l,  oder  —  oc  und  —  2  Hegt. 


§  08.    %BTlBgvLnß  einer  r&tion&len  g^ebrochenen  Fnnotloii 

einer  Variable  in  die  Theile,  welcbe  integrlrt  den 

alf  ebralsolien  nnd  ti an« oen deuten  TbeU  des 

<leaammtintegr*l»  hervorbringen. 

Mail  kann  die  Theile  einer  rationalen  get>rochencii  Fune- 
tion,  aus  denen  die  verschiedenen  Bestand  theile  des  Gesamnit- 
iutegralR  liervarj:;e]ien,  mit  Hillfe  der  (ileichungen  {11 1,  (16), 
(52)  des  vorigen  S  in  der  folgenden  Weise  zusammenstellen 


(1) 


(2) 


n^r)        (^.g^)"«        (^_x  y 


0,-! 


+ 


8\ 


,(•1-1)  , 


(n,— 1)!      X  — 5, 


h(h) 


Jn-v 


+  ...+ 


(y 


durch  die  Integration  entsteht  aus  der  ganzen  Fnnction  des 
(s  — M)ten  Grades  q{x)  eine  ganze  Function  des  (s—n-\-  l)t6n 
Grades,  aus  der  Gesammtheit  der  Brüche,  deren  Nenner  in 
Bezug  auf  die  Integrationsvariabie  x  von  höherem  als  dem 
ersten  Grade  sind,  eine  Summe  von  rationalen  echten  Brüchen, 
die  gleich  einem  rationalen  echten  Bruche  ist,  aus  der  Ge- 
sammtheit der  Brüche,  deren  Nenner  in  Bezug  auf  x  vom 
ersten  Grade  siind,  eine  Summe  von  Ausdrücken,  welche  Pro 
ducte  von  Cnnstanten  in  Logarithmen  und  umgekehrte  trigouo- 


^ 
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metriscbe  Functionen  sind.  Wenn  die  Brüche  der  rechton  Seite 
von  (2),  deren  Nenner  a:— ^„  a:—  ^jj>  •  •  •  *  ~  &>  ""^  deren  Zähler 
Constanten  sind,  zusaminenaddirt  werden,  so  ergiebt  sich  ein 
rationaler  Bruch,  dessen  Nenner  gleich  dem  mit  der  Constante 
a,  mnltiplicirten  Product  der  einzelnen  Nenner 
(3)  iiix):=a,ix--i,)ix-^,),..(x--i,) 

und  dessen  Zähler  eine  ganze  Function  eines  niedrigeren,  also 
höchstens  des  (A— l)ten  Grades  ist,  die  a{x)  heissen  möge. 
Das  Aggregat  der  übrigen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  vor- 
kommenden Brüche  ist  gleich  dem  vollständigen  nach  x  genom- 
menen Differentialquotienten  eines  Aggregats  von  Brüchen,  deren 
Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  respective  die  um  eine 
Einheit  niedrigeren  Potenzen 

(x-|,),..(x-i,f-',(x-f,),..(*-f,)'^',..(a;-?,),..(x-|/'-' 
sind.  Die  Addition  dieser  Brüche  liefert  einen  Bruch,  dessen 
Nenner  das  Product 

(4)         d  ix)  =  {x^  iX'-'  (x  -  y"-'  ..,ix-  i,r-' 

and  dessen  Zähler  eine  Function  von  niedrigerem,  mithin 
höchstens   dem   (n  —  A  —  1)  ten    Grade    ist,   die  y{x)  genannt 

werden  möge.    Demnach  existirt  die  Zerlegung  der  Function  ^)-{y 


(5)  7t=«W--..     -TW 

bei  welcher  der  erste,  zweite  und  dritte  Bestandtheil  integrirt 
respective  die  ganze  Function,  den  rationalen  echten  Bruch  und 
das  Aggregat  von  transcendenten  •  Ausdrücken   erzeugen,   deren 

Summe  gleich  dem  Integral  der  Function  h-i  ist. 

In  I,  §  94  wurde  beiläufig  bemerkt,  dass  das  obige  Product 
d{x)  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Function  f{x)  und  ihrer 
ersten  Ableitung  f  {x)  ist.  Doch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 
d{x)  der  gröste  gemeinsame  Theiler  der  beiden  Functionen  ist. 
Aus  der  Darstellung  (15)  des  vorigen  §  erhält  man  die  Glei- 
chungen 
(6)  f{x)=a,{x-^^)  ix-Q . . .  ix-i,)d{x) 

r(x)=a,{(i,(x-l,)...ix-i,)+...+a,(x^^,)...(x--^,_,))d(x). 


•lOfi  Au»gcKciclmetü  Zei-leguug  uiiicr  ycbruuhenca  Fuuuiiun.         §  Cfl. 

Wäre  {J(x)  nicht  der  grijste  Tlieiler  von  f(x)  und  fix),  so  mtiüsiten 
dk'  gauzeu  tunctioiieu  '  V^  und   ^.^^^f  noch  emeii  gemeinsamen 


Hx) 


<f(x) 


Theiler  haben,  und  da   ,,— .  in  lauter  Factoren  des  ersteu  Grades 

xerlegt  ist,  so  könnte  ein  solcher  Theiler  nur  einer  der  FaetoreD 
des  OT.sten  Grades  oder  ein  Product  solcher  Factitren  sein. 
Sobald   aber   dies    der   Fall  wäre   und   in    dem   Theiler  etwa 

^'^"^^  für   den   Wertb 


rf(..) 


der   Factor   x  —  f ,   vorkäme,   so    miisste 

x=i,  verschwinden.     Allein  ■>,  /  wird  liei  dieser  SubstitHtioa 

gleich  dem  Ausdruck  a^^a^  (i',  —  l^)  (^,  —  |j  . . .  (i:,  —  i'. ),  der  un- 
möglich verschwinden  kann,  weil  nach  den  bestehenden  Voraus- 
KCtznny^en  keiner  seiner  FatJtoren  gleich  Null  ist.  Hieraus  fitigt, 
dass  d{x)  wirklich  der  gröste  gemeinsame  Tliciler  der  Func- 
tion f{x)  und  ihres  Differentialquotienten  fix)  ist. 

Mit  Hülfe  des  Verfahrens,  welche*  in  1,  §  G8  auseinander- 
gesetzt i.st,  kann  der  grüste  gemeiusanie  Theiler  von  zwei  ganzen 
Functionen  einer  Variable  ermittelt  werden,  ohne  dass  die  Zer- 
legung derselben  in  Factoren  ersten  Grades  vorausgesetzt  wird. 
Wird  daher  dieses  Verfahren  auf  tlie  vorliegende  Functiou 
f{jc)  und  ihren  ersteu  Differentialquotienten  /''(.t)  augeweudet, 
80  erhält  man  unmittelbar  deren  grösten  gemeiossmien  Theiler. 
Da  ferner  der  gröste  gemeinsame  Theiler  von  zwei  ganzen 
Functionen  durch  die  Multiplication  mit  einer  beliclH'gen  Con- 
stante  nicht  wesentlich  geändert  wird,  so  darf  man  dem  grosten 
gemeinsamen  Theiler  von  f{x)  und  f'(x)  die  Bestimmung  auf- 
erlegen, dass  die  höchste  in  demselben  vorkommende  Potenz 
von  X  die  Einheit  zum  Coefticienten  habe;  dann  muss  der 
betretfende  Theiler  mit  der  in  (4)  deliuirten  Function  d{x} 
identisch  sein.  Nachdem  so  die  Function  dix)  vollstilndig  be- 
stimmt ist,  ergeben  sich  durch  Division  die  von  einem  gemein- 

f(^)  fix) 

Samen  Theiler  freien  ganzen  Functionen  i)4  und  V?  X»    deren 

(f(.r)  e{x) 

erste  mit  der  in  (3)  eingeführten  Function  ß{x)  zusammenralU. 
Die  Functionen  6  ix)  und  ß{x)  bilden  die  Nenner  der  aut 

der  rechten  Seite  von  (i>l  befindlichen  echten  Brüche  />V  «od 
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/9^~i'    ^^'  werden  jetzt  die  merkwürdige  Thatsache  begründen, 

dass,  so  wie  d(x)  nnd  ß{x)  ohne  vorhergehende  Zerlegung  von 

fix)    in   Factoren   ersten   Grades   bestimmbar  sind,   auch   die 

2^ähler  y{x)  und  a{x)  ohne  jene  Zerlegung  durch  die  Methode 

cler  unbestimmten  Coefficienten  gefunden  werden  können  *).  Das« 

<3.ie  Gleichung  (5)  nicht  erfüllt  werden  kann,  indem  statt   der 

I^unctionen  y(a;)  und  a(ar)  beziehungsweise  zwei  andere  Func- 

t:  tonen  V{x)  und  A{x)  gesetzt  werden,  deren  erste  niedrigeren 

CBlrades  als  6{x)  nnd  deren  zweite  niedrigeren  Grades  als  //(ic) 

m^t,    lässt  sich  folgendermassen  erkennen,    (resetzt,  man  hätte 

^"wei  solche  Functionen,  für  die 

"^^äre,  so  entstände  durch  Subtraction  die  Gleichung 


/  ria:)-yix)\ 


^K>ann   wäre  der  Bruch         o/  >"    -  gleich  einem  Aggregat  von 

^^Srüohen,  deren  Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  die  einzelnen 
^fc'actoren  x—§if...x—§j^  sind,  dagegen  der  nach  o;  genommene 

"^vollständige  Differentialquotient  des  Bruches  —   i/  7       gleich 

^^inem  Aggregat  von  Brüchen,  deren  Zähler  Constanten  nnd  deren 
^Kenner  Potenzen  der  Factoren  a;— ^j, . . .  a?  —  |^  von  einem  jeden- 
:Call8   die  Einheit   übertreffenden  Grade   sind.    Weil  nun  unter 
^en  Grössen  $„  Ig, , .  •  ^^  nicht  zwei  einander  gleich  sind,   und 
^daher   irgend  welche  ganze  Potenzen   von  je  zweien  der  Aus- 
drücke d?--|j, .  . .  a;— ^;i  nie  einen  gemeinsamen  Theller  haben, 
^0  würde   die    Gleichung  (5b)   dem   im   vorigen  §   erwähnten 
Satze  widersprechen,   dass    ein    rationaler    echter   Bruch    nur 
siof  eine    einzige   Weise-  in   echte   Partialbrüche  mit  gegebe- 


*) .  Vgl.  Hermi^e,  oours  d'analyse,  calcul  integral,  inUgratian  des 
X'pnctions  rationeüeSf  wo  die  Erscheinung  in  etwas  anderer  Gestalt  zuerst 
^^^achgewiesen  ist. 


i08  Atiegozüiclinctc  Zcrkgung  einer  gebrooKonen  Fntietion;         §118- 


iH'ii  Neunern  zerlegt  werden  kam»,  von  denen  kein  Paar  einci 
f^emehisanien  Theilor  hat.  Demnach  niuss  r{x)  —  y(x)  =  (y 
^{x}  —  a{x)—(^  sein,  wodurch  die  aufgestellte  Behanptnn 
gerechtfertigt  ist. 

Nimmt  man  nun  für  y{x)  und  a(x)  die  Gestalt 

(7)  rix)  -  y,x-'  ■'+y,  x"-'-'  -f . . .  +  y_,_,, 

(8)  a{x)^a,x'-'     +a^x'-^     + 


+  a 


I 


1-1» 


80  lassen   sich  die  «  — A  CoeftitMenten  z^,  ;'i, .  •  •  y._i_  i  und  di< 
).  Citefticienteu  «,„  a^, . . .  a^_j    nur    auf   eine   einzige  Weiso    sck 
hegtiniHicn,  dass  die  aus  (1)  und  (r»)  folgende  Gleichung 


I 


(^^  fix)-        dx       ^  ßia^) 

hetriediict  wird.  Dans  die  rechte  Seite,  mit  der  ganzen  Function 
f{x\  mnltiplicirt,  in  der  That  gleich  einer  ganzen  Functimi 
werden  muss,  zeij^t  sieh,  sobald  für  die  Function  d(x)  nnil 
deren  nach  x  genommenen  Differentiahjiiotienteu  ö'{x)  abemial» 
der  gröste  gemeinsame  Theiler  t{x)  aufgesucht  wird.  Es  sei 
(10)  di,x}=^i{x)  CW, 

d\x)  =  €jx)C(x),  ^M 

wo  die  ganzen  Functionen  b(x)  und  «.(a:)  keinen  gemeinsamen  J 
Theiler  haben,  liier  übernimmt  £(.i)  bei  d(x)  dieselbe  Rolle,  welche 
fi{x)  in  Bezug  auf  fix)  spielt.  Da  nun  iiix'j  gleich  dem  Prodnct 
der  unter  einander  verschiedenen  Ausdrucke  ersten  Grades  Ist 
welche  in  der  in  (l.>)  des  vorigen  i^  gegebeneu  Zerlegung 
von  fix)  enthalten  sind,  so  ninss  t  {x)  gleich  dem  Prodnct  der- 
jenigen untereinander  verschiedenen  Ausdrücke  ersten  Grade« 
sein,  welche  in  der  in  (4)  aufgestellten  Zerlegung  der  Func- 
tion d{x)  vorkommen.  Weil  ferner  d{x)  nur  solche  Ausdrücke 
ersten  Grades  enthiilt,  die  in  fiix)  vorhanden  sind,  so  cuthült 
auch  i{x)  nur  solche  Ausdrucke  ersten  Grades,  die  in  (i{x) 
vorkommen,  und  da  jeder  einzelne  Ausdruck  sowohl  in  if{x) 
wie  in  lix)  nur  ein  einziges  Mal  auftritt,  so  inuss  der  Quotient 

8(x) 
~;  !   gleich  einer  ganzen  Function  von  x  sein. 

Durch  die  Ausführung  der  Differentiation  und  Berück- 
sichtigung der  Cileiehung  f{x}^=ji(j:)d{x)  wird  aus  (0)  die 
Gleichung 
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mitlain  entsteht,  indem  mit  dem  Product  ß{x)d{x)  mnltiplicirt 
niad    -jT-Y  ^*c^  (lÖ)  durch  —y\    ersetzt  wird,  die  Gleichung 

•™     'vvelcher   ^;  /  >  wie  oben  bemerkt,  eine  ganze  Function  von  x 

6\X) 

^z stöhnet.  Man  hat  nun  die  Coefficienten  der  gleich  hohen 
P<^*^rizen  von  x  einander  gleich  zu  setzen,  und  erhält,  weil  die 
FiiiÄotion  r{x)  vom  (w  — l)ten  Grade  ist,  n  Gleichungen  des 
ersten  Grades,  mittelst  deren  die  in  den  Functionen  y{x)  und 
'^C-:*^)  enthaltenen  n  Coefficienten  eindeutig  bestimmt  werden 
könxion.    Damit   ist  die    in  der  Gleichung  (5)  vorgeschriebene 

^^^legung  des  rationalen  Bruches  -77^»  unabhängig  von  jeder 

Ze^-i^^^^gdeP  Function  f{x)  in  Factoren,  ausgeführt,  und  gleich- 

zeiti^  der  algebraische  Theil  des  Integrals  /-^i^  (ia;  angegeben. 

In  dem  Beispiel  des  vorigen  §  findet  sich 

f{x)  =      a;»  -     X*—   3a;»  +  23a:*  +  16a;  —  36 
f'{x)=   5a;*—  4a;»-     9a;'' +  46a;  +16 
d[x)  =      a;  +  2 
(J'(a;)=    1 
e{x)=     a;  +  2 

ß{x)=     a;*—  3a;«+    3a;*+17a;— 18 
r{x)  =  10a;*  -22a;"—  95a;»  -f-  60a;  +  101 

a(x)  =  lOa;^  —  43a;*  —   4a;  +  55, 
so  «^ 

^^^^«s  die  obige  Gleichung  (5)  zu  der  folgenden  %vird 

^^^!l^:rr::^2ar»— 95;c'  +  00>r+101_^(,:^+^  10.g''-43j;»-4j;  +  55 

^'"j"^*— 3«'»  +  23a;*  +  16.r— 36  rf.r  .r*— 3a;*  +  3;r"+'l7a?-18* 

^^^     ^er  Zerlegung  in  Factoren  hatte  ii{x)  den  Ausdruck 
/*  (a;)  =  (a;  +  2)  (a;  - 1)  (a;  -  2  -  »Y«'^ )  («  -  2  + 1  y/5  ). 


1 


m 


lülfgralü  vuii  algi'braischtMi  Ausd  rücken. 


§  69.    IntegTftle  von  Ansdrückeii,  die  tu  Bezug  Auf  die 
IntegratioiiaT&Tla'ble  and  eine  'Wnrzelg^rÖBse  rational  sind. 

Eine  Function  K{j,\ot),  die  iu  Jkzug  auf  dit^  Variable  x 
und  eine  von  x  abliitii^eiidc  Grässe  ft  rational  ist»  kann  als  ein 
Bruch  dargestellt  werden,  desssen  Zäbler  und  Nenner  j^leich 
Siinnncu  von  Producten  tim  y;anzen  jiositiven  Potenzen  von  ot 
und  auH  ratioualeu  gau/.en  Puuctiouen  von  x  sind.  Wenn  nun  w 
die  Wurzel  einer  algebraisehen  Gleichung  des  wten  Grades  be- 
deutet,  deren  naeh  .r  rationale  Goeftieienten  als  Quotienten  von 
ganzen  Functionen  desselben  Nenners  dargestellt  seien,  so  kann 
man  mit  Htllle  der  Gleichung 

(1)        ,„-  +  ^- 


die  Potenz  f/'  und  alle  höheren  ganzen  Potenzen  von  t»  durch 
AusdrlJeke  ersetzen,  welche  nur  die  {«"l)te  und  die  niedrige- 
ren Potenzen  vun  f*,  mit  rationalen  Fnnetionen  von  x  mnlti- 
plieirt,  entliidten.  Daher  lässt  sich  statt  der  gegebenen  Fnnetion 
A'(j*,  rn)  ein  Bruch  suhstituiren,  rlessen  Zähler  und  Nenner  iu 
Bezug  auf  M  höchstens  vom  (n  — l)tcn  Grade  sind,  und  die 
wieder  ganze  Functionen  v(vn  .c  zu  Coeffieienten  haben.  llierau!$ 
folgt  für  K{.t;ui)^  sobald  die  Zahl  n  = 'J  und  dcülialii  die  Glei- 
chung (l)  eine  quadratische  int,  der  Ausdruck 


(2) 


K{x,t»)^ 


L 


in  welchem  die  Oocffieienten  ganze  Functionen  von  r  t*ind.  Wir 
wollen  ferner  annehmen,  dass  (1)  eine  reine  ((uadratisehe  Glei- 
chung sei 

(3)  m*^H{x)^\}, 

wo  E{x)  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet;  dann  ist  oj  gleich 
der  Quadratvvurzelgrösse 

(4)  cj  =  iRix), 

In  Folge  dessen  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  von  (2)  duroh 
Multiplication   mit  der  Verbindung  L„(xjo>  —  L,  (.e)  und  durch 
Benutzung  von  (3)  in  den  folgenden  Ausdruck 
(r>)     K[Xj  ta) 


j 
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Somit  wird  das  nach  x  genommene  Integral  der  Fnnction 
K{x^  w)  gleich  der  Summe  der  Integrale  einer  rationalen  Func- 
tion von  x^  und  einer  Function,  die  durch  Division  einer  ratio- 
nalen Function  von  x  mit  der  Qnadratwnrzelgrösse  m  gebildet 
ist.  Weil  nun  die  Integrale  der  rationalen  Functionen  im  vo- 
rigen §  vollständig  behandelt  sind,  so  bleibt  nur  noch  der  zweite 
Bestandtheil  zu  untersuchen ;  derselbe  erhält,  sobald  die  vor- 
kommende beliebige  rationale  Function  von  x  mit  F{x)  be- 
zeichnet wird,  die  Gestalt 

Wir  werden  das  vorliegende  Integral  zunächst  unter  der 
einfachen  Voraussetzung  betrachten,  dass  die  ganze  Function 
B{x)  vom'  ersten  oder  zweiten  Grade  ist;  in  diesen  beiden 
fallen  lässt  sich  dasselbe  durch  Einttlhrung  einer  neuen  Va- 
riable in  das  Integral  einer  rationalen  Function  verwandeln, 
mithin  nach  dem  vorigen  §  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und 
umgekehrten  trigonometrischen  Functionen  darstellen. 

In  §  25  iHt  unt«r(IX)die  Aufgabe  gelöst  worden,  ein  In- 
tegfal  durch  Einfuhrung  einer  neuen  Variable  zu  transformiren ; 

daselbst  wurde  das  Integral  ff^x)  dx,    indem  man  x  als  eine 

Function  einer  neuen  Variable  t  auffasste,  vermöge  der  Gleichung 
transibrmirt 

(7)  ff{x)dx=^ff(x)^^]dt, 

wo   auf  der   rechten  Seite    für  x    und  ihre  in  <  dargestell- 

ten Werthe  zu  snbstituiren  sind.  Es  sei  nun  die  in  dem  Integral 
(6)  vorkommende  Function  R(x)  vom  ersten  Grade 

(8)  R(x)  =  ax  +  h. 

Da  die  Quadratwurzel  dieses  Ausdrucks  zu  bilden  ist,  so  muss 
derselbe  in  dem  ganzen.  Integrationsintervall  positiv  bleiben. 
Man  kann  ihn  daher  gleich  dem  Quadrat  einer  neuen  Variable  t 
setzen 

(9)  ax  +  b  =  t*, 
und  erhält 

(10)  x=-^—^^    ]'ax^h  =  t, 


M 


QuadrfttwtirÄel  einer  Fiincstion  ertiten  Grades 


§6t», 


df. 


ierner  durch  Diäercntiatiou 

(in  -?^rf/=  -' 

dt  a 

Demaufolge  liefert  die  Aiiwenduug  der  Traiiöformationsgleicbung 
(7)  auf  (6)  das  Resultat 

da  aber  eine  rationale  Function  einer  Variable  j\  wenn  statt  x 
eine  rationale  Function  einer  neuen  Variable  t  substituirt  wird, 
in  eine  rationale  Function  von  f  übergeht,  m  befindet  sich  auf 
der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  wie  behaupfer 
worden,  das  nach  /  genommene  Integral  einer  rationalen  Func- 
tion von  t.  Nachdem  die  Integration  vermittelst  der  im  vorigen  § 
niitgethciltcn  Vorschriften  ausgeführt  ist,  kann  man  statt  der 
Variable  /  wieder  ihren  Ausdruck  ^  =  \'ax  +  h  setzen  und  erhält 
dadurch  den  in  x  dargestellten  Ausdruck  des  Integrals. 

In  dem  zweiten  Falle,  wo  R{x}  gleich  einer  Function  de» 
zweiten  Grades  von  x  ist,  habe  man 
(13J  n{x]  =  ax'  +  '2bx  +  c. 

Dabei  ist  ku  unterscheiden,  ob  der  Coefficient  a,  welcher  hier 
nicht  gleich  Null  sein  darf,  positiv  oder  negativ  ist.  Es  sei 
erstens  a  positiv,  mithin  .R[x")  tWr  das  ganze  Intervall  der  Inte- 
gration mit  a  von  gleichem  Zeichen.  Setzt  man  nun  R{t) 
gleich  dem  mit  a  multiplicirteu  Quadrat  einer  Summe  von  x 
und  einer  neuen  Variable  t,  so  werden  j:  und  \-R(x)  gleich  ra- 
tionalen Functionen  von  t.  Die  Gleichung 
(14)  ax*'¥2bx  +  c  =  a{x  +  t)* 

liefert,  da  ax^  auf  beiden  Seiten  fortfällt,  die  Bcstinmiuug 

—  at^'  +  c 


(15) 

au8  welcher 

(It?) 

entsteht.     Weil 


x^= 


.r  +  e  = 


2iai  —  b) 


at^  —  2bt+c 


i 


2(at—h) 
aber    vermöge   (14)    die    Quadratwurzelgrüwe 
^R (x)  gleich  ^a  [x  +  t)  ist,  so  kommt 

(17) 


^/^,^)=^„a'*-2i^  +  <' 


2{at—b] 
Au9  (15)  ergiebt  sich  durch  DiiTcrentiatiou 
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(ia\  (Ig    _       a{ai*  —  2bt+c) 

^^^^  dt    ~  2(a«-6)«      ' 

mithin  geht  das  Integral  (6)  in  das  folgende  Integral  einer  ra- 
tionalen Function  von  t  Über 


h 


Fttr  die  Variable  t  erhält  man  ans  (14)  durch  Ausziehnng  einer 
Quadratwurzel  die  Darstellung 

(20)  .  ,=_^  +  i«Z^E±i. 

Sobald  der  Coefßcicnt  a  negativ  ist,  kann  die  Function 
R{x)  nicht  zu  denjenigen  gehören,  die  niemals  ihr  Vorzeichen 
ändern  und  fUr  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden; 
denn  sonst  würde  sie  stets  das  negative  Vorzeichen  haben  und 
keinen  reellen  Werth  der  Quadratwurzelgrftsse  fR(x)  liefern. 
Es  muss  daher  R(x)  für  zwei  von  einander  verschiedene  reelle 
Werthe  ^,  und  |,  verschwinden,  und  zerfällt  mithin  wie  folgt 
in  zwei  reelle  Factoren  des  ersten  Grades 

(21)  ax^  +  2bx  +  c  =  a{x—^,)  (a;— |,). 

Zugleich  darf  die  Variable  x  nur  ein  Integrationsintervall  durch- 
laufen, in  dem  die  Ausdrücke  x — §^  und  x  —  ^^  verschiedene 
Vorzeichen  haben.  Unter  diesen  Umständen  ist  es  erlaubt,  den 
negativ  genommenen  Quotienten  der  beiden  Ausdrücke  gleich 
dem  Quadrat  einer  neuen  Variable  zu  setzen, 

(22)  =:^±?i=M«. 
In  Folge  dieser  Annahme  wird 


(2.3)  x  =  ^^'.   «  =  >'-^-^ 


mithin 


(24)  — f.  =  TT^ 


femer 


(25)       ,/Ä^x)  =  ,/-ay-^^>(^-^.)  =  »^a  u^-h. 


4U 


Quadratwurzel  einer  Funotion  zweiten  Grftdes. 


Hieraus   entsteht   die  Transforniatiou    des  Integrals  (6)    in  das 
Integral  einer  rationalen  Function  von  tt 

rfvT  /l/?-  +  5.«*\     2        du 


""ix)- 


-j-f-mTh 


Die  zn  leistenden  Inteo:rationen  sollen  ttir  die  Annabme, 
dass  Fix]  gleich  der  Einlit'it  ist,  wirklich  ausgeführt  werden. 
Man  erhält  in  (10)  einen  Logarithmus  naturalis,  in  <27)  eine 
umgekehrte  trigonometriache  Function 


(28) 


dt 


r~fc 


--— -log(ai-6), 


I 


daher  entstehen  durch  Anwendung  von  (20)  und  (^23)  die  Resultate 


y"   2         du  1      o         * 

-7=^^ ^  — 7-=-  2  arc  ig  u 

n  durch  Anwendung  vr 

/dx  2  ^     l/^*+£. 

Bei  Gelegenheit  der  letzten  Gleichung  machen  wir  darauf  auf- 
merksam, dasB  die  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
die  Eigenschaft  haben,  durch  emander  ersetzt  werden  zu  können. 
Beispielsweise   ergiebt    sich    au»   der   Gleichung  arctg  )'ii  =  ^ 

oder  tg  ^  =  \^u  die  Gleichung  cos  2  i^  ^  T+~' '   verraiige   deren 


1 — 1« 
2i*^  =  areco8  7— —  ist. 
1  -ff* 


Man  bat  deshalb 


arc  cos  I * — -- 1 


-     -         =^^-  =  —  -1=^  arccos  |  — — *       '  \ 


und  darf  statt  (31)  die  Gleichung 
(31») 


r 


gebrauchen. 

Mit  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  i?(x)  vom  ersten 
oder  zweiten  Grade  sei,  hören  die  in  (6)  enthaltenen  Inte- 
grale auf,  welche  unbedingt  auf  Logarithmen  und  umgekebrtt 
trigonometrische    Functionen    roducirbar    sind.      Die    Integrtift 
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bei  welchen  Rix)  eine  aus  lauter  ungleichen  Factoren  ersten 
Grades  bestehende  Function  vom  3ten  oder  4ten  Grade  ist, 
werden  elliptische,  diejenigen,  bei  welchen  Ii{x)  eine  derartige 
Function  vom  2^  +  lten  oder  2/)  +  2ten  Grade  ist,  hypereüip- 
tische  Integrale  der  ip  —  hten  Ordnung  genannt.  Um  in  Kürze 
den  eigenthttmlichen  Umstand  zu  erläutern,  dass  die  Ordnung 
der  erwähnten  Integrale  tlUr  den  2p  +  Iten  und  2i}  +  2tenGrad 
der  ganzen  Function  R{x)  als  gleich  angesehen  wird,  denken 
wir  uns  R(x)  als  eine  Function  des  (2p  +  2)ten  Grades,  welche 
wenigstens  einen  reellen  Factor  ersten  Grades  besitzt;  wir 
werden  dann  zeigen,  wie  sich  die  zugehörigen  Integrale  (6)  in 
Integrale  von  entsprechender  Gestalt  transformiren  lassen,  die  nur 
eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  des  2p +1  ten 
Grades  enthalten.  Insofern  R{x)  eine  ganze  Function  des 
(2p  +  2)ten  Grades  mit  reellen  Coefficienten  ist,  treten  die  com- 
plexen  Factoren  des  ersten  Grades  nur  conjugirt  auf,  so  dass  das 
Vorhandensein  eines  reellen  Factors  auch  noch  das  Vorhandensein 
eines  zweiten  reellen  Factors  bedingt;  der  letztere  muss  femer 
von  dem  ersteren  di£feriren,  da  alle  Factoren  des  ersten  Grades 
von  einander  verschieden  sein  sollen.    Man  habe  nun 

(32)  R(x)  =  a{x-^,){x^^,)...(x-^J 

und  es  seien  a;  — |j  und  x — f,  jene  beiden  reellen  Factoren; 
dann  wird  das  bezeichnete  Resultat  erreicht,  indem  mau  durch 
die  Gleichung 

(33)  -^=4^  =  5 

eine  neue  Variable  s  einfuhrt.  Für  x  findet  sich  die  Bestimmung 

(34)  a;=-^i^*. 

^  8 — I 

aus  welcher  die  Gleichungen 
und 

(36)      .-i„='^-^>-;^-^»^ 

3        X 

für  jeden  Werth  a  =  S,4,..2p  +  2  folgen.  Ferner  kommt  durch 
Differentiation  der  ersten  unter  (35)  angegebenen  Gleichung 

(37)  ^  =  ^i±^. 
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Ftthrt  man  jetzt  die  rationale  ganze  Function  99  ($)  des  (2|7  +  l)ten 
Grades  ein 

(38)  8l(s)=as((i-g«  -(f,-|,))...ft|-^,>-(4-S,«)), 
so  ei^ebt  sich 

folglich 

(40)  ■     -£L-=Ji:=irL. 

Mithin  wird  das  Integral  (6)  durch  die  Gleichung 

j  "  /ä(x)  y  i  *-i  /    im) 

in  das  Integral  einer  Function  transfonnirt,  welche,  wie  be- 
hauptet worden,  gleich  dem  Product  einer  rationalen  Function 
von  s  und  der  reciproken  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen 
Function  des  (2p  +  l)ten  Grades  von  s  ist.  Die  Substitution 
(38)  verwandelt  sich  iUr  den  Fall,  dass  ^  =  0  und  a  negativ 
ist,  mit  Hülfe  der  Gleichung  5  =  — u*  in  die  obige  Substitution 
(22),  durch  welche  das  betreflFende  Integral  (6)  in  das  Integral 
einer  rationalen  Function  verwandelt  worden  ist. 

Für   einen   die  Zwei    Übertreffenden   Werth  von  n  in  der 
Gleichung  (1)  heben  wir  nur  die  Annahme  heraus,  dass  (1)  eine 
reine  Gleichung   sei,   bei   welcher  das  von  lo  freie  Glied  eine 
Function  ersten  Grades  von  x  ist.    Zu  der  Gleichung 
(42)  w"-(oa;  +  6)  =  0 

gehört  alsdann  der  Werth 


(43)  w  =  ^ax  +  h. 
Aus  der  Substitution 

(44)  ax  +  b:=f 

folgen  die  Ausdrücke  von  x   durch   die   neue  Variable  /,  und 
von  t  durch  x 

(45)  x=   ^  ~^  y  yäxTh  =  t, 
mithin  kommt 

Also   geht   das   nach  x  zu  nehmende  Integral  einer  gegebenen 


§  70. 


Intcj^le  von  trans(H>udeiit«ii  Ausdrücken. 
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rationalen  Functiou  K{x,  w)  von  den  Elementen  s  und  to  wieder 
in  dae  Integral  einer  rationalen  Function  der  neuen  Integra- 
tioQsvariable  t  Über, 


(47) 


tu)  dx 


-f^{^ 


t\ 


nt 


,n-l 


rft; 


dasselbe  kann  durch  einen  in  Bezug  auf  die  Grösse  t  rationalen 
Ausdruck,  durch  Logarithmen  und  umgekehrte  tngonometrisclie 
Functionen  dargestellt  werden. 

t  70.  latAgralo  von  Aa«drttolE«tif  w«le]i«  Xi^^axithmen  od«r 
iuiigek«li7t«  triKonom«trisoh«  Fnnotlonext  enUiAlt«]!« 

In  den  beiden  letzten  §  hat.  sich  gezeigt,  dass  die  Inte- 
grale der  algebraischen  Functionen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Integrationsvariable  allein  oder  in  Bezug  auf  diese  und  eine 
Quadratwurzel  aun  einer  ganzen  Function  des  ersten  oder  zweiten 
Grades  rational  sind^  vermittelst  einer  besfhrünkten  Zahl  von 
algebraischen  Ausdrucken,  Logarithmen  und  umgekehrten  tri- 
gonometrischen Functionen  dargestellt  werden  kiinnen.  In 
gleicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  Ausdrucken  be- 
werkstelligen, die  durch  Multiplication  eines  Logarithmen  oder 
einer  umgekehrten  trigonometrischen  Function  der  Integrations- 
variable mit  algebraisc'lien  Functionen  von  einer  gewissen  Be- 
schaffenheit entstehen*  Sei  (f{x}  eine  algebraische  Function, 
welche  die  Eigenschaft  hat^  gleich  dem  nach  x  genommenen 
Differentialquotienten  einer  algebraischen  Function  g(x)  zu  sein, 
so  entstehen  durch  das  in  (9*  1  §  25  ausgedrückte  Verfahren  der 
theilweisen  Integration 

(1)    fn^)  ^ dx^f(x)  JW-/ÄL  g(a:)  dx  +  eonst, 

indem  f{x)  nach  einander  gleich   log  x^  arctg  x^  aresin  x  und 


dx 


=  qp  (fl?)  gesetzt  wird,  die  Gleichungen 


9ix\ 


(2)  J    \Qgxi^{x)dx=     logx  §{x)—J- — ^ 

(3)  J&Tct^X(p(x)dx=  &Tcisx  ff(x)-^J~~^  g{xl 

(4)  /arc sin x  q» (x)  dx  ===  arc sin  xg{x)—  1  ._         g{x). 
^^  -    vi— «* 


UpAchlti,  Auly^  II. 


27 


<  .     i'    j«:    *»  fftfii»«i»ft  dl*  um  ii^  T*r: 

•sifW9f»»ai*:iif   i#>a«iifK:r  ▼•=frrtt*a.  I*i£   öma.  1iiii^,  ■iiibl  vib.  ^  x 

Mmtut  ir  *    ^u^-  pna*^  5  mj*::iitii  x.    il   obübb.  Fali^  is  ib» 


'< 


ir;kf#/^fi  ^Urf<  Fot^&z  d^  i>/^ritfamiL^  z«  der  Potesz  va«  Gnde 
<lf«||;  da«  )iH%*M  dfrr  Kinb«;it  ^Ungt. 

i  71,    IM^crftl«  ▼•>  AMdritekM,  «to  Fif  Mllilft— tiwM» 
«a4l  triff MMaMtrlMk«  r«»gtl— ■  —fhalt— 

W<;riri  a  und  //  r«;«;!)«;  ronftUDten  bedeuten,  so  erbllt  man 
%mt'h  %  12  und  l-i  fUr  die  in  Bezug  auf  x  genommenen  Diffe- 
r*'.\ii'm\i\\itA\fMU'M  il«r  Kxponentialfunction  e**  und  der  trigono* 
iiiittrinüluiii  Kun«:tion(;n  com  6x  und  sin  hx  die  Bestimmnngcn 

"^  '.;  =-"• 

...  äcon  bat  i    •    i 

(li;  :=  — 6  8in6fl:, 

(in  i         =h{iimhx. 

'  dir 

lllomiiN  t'olK<^ii  dio  AuHdrückc  der  Integrale  einer  Exponential- 
riiiiolioit  r"',  Imm  der  a  nicht    j^loich  Null   ist,  und  der  trigono- 
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metrischen   Functionen   cos  bx  und  sin  6a-,   bei   denen   h  nicht 
gleich  Null  ist, 

(4)  f 


nnhx 
CGI  bx 


(5)  ^<iOBbxdx  = 

(6)  /sin  bxdx=  — 

An  die  Thatsache,  dass  die  unbestimmte  Integration  einer 
Exponentialfunction  auf  diese  selbst,  die  unbestimmte  Integration 
eines  Cosinus  auf  einen  Sinus,  die  des  letzteren  auf  den  ersteren 
zorttckftthrt,  kntlpft  sich  die  Möglichkeit,  das  unbestimmte  Inte- 
tegral  des  Products  einer  ganzen  Function  der  Integrations- 
yariable  mit  einer  der  drei  erwähnten  transcendenten  Functionen 
durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Ausdrücken  von  der  Art  der 
zu  integrirenden  Function  darzustellen.  Es  sei  q>(x)  eine  ganze 
Function,  so  ergiebt  sich  durch  theilweises  Integriren 

(or     , 
- — )  «       r  "^  ' 

I      \     b    I      f  .j  nnbx    f  .       /sin 

I      \     b    }      ,  V  j  co^bx    ,  ^      I GO%bx    ,f  ^  . 


e    <f(x)  dx 


eoBbx tp(x)  dx=—  I  — ^    "    -  (p(x) dx=     ^1^—  q>(x)—  1  -°   ^ g)'(a?)  dx^ 


9vabx  g^^x)  dx^  —  I    -~^ — - 

Der  mit  fp'(x)  bezeichnete  Differentialqnotient  von  q*(x)  nach  x 
ist  eine  ganze  Function  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grade  als  (pix);  durch  den  wiederholten  Gebrauch  der  betref- 
fenden Gleichung  sinkt  daher  der  Grad  der  unter  dem  Integral- 
zeichen bleibenden  ganzen  Function  bis  zur  Null  herab,  und 
dadurch  verwandelt  sich  das  auszuführende  Integral  in  eine 
Summe  von  Ausdrücken,  die  mit  der  zu  integrirenden  Function 
gleichartig  sind. 

Vermittelst  Einführung  einer  neuen  Variable  lässt  sich 
bewirken,  dass  bei  einem  vorgelegten  Integral  statt  der  Expo- 
nentialfunction ein  Logarithmus,  statt  einer  trigonometrischen 
Function    eine    umgekehrte    trigonometrische  Function   eintritt. 
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Wenn  daher  g(x)  eine  mtionale  Fimctiou  von  .r  allein,  oder  in 
(2)  nnd  (3)  eine  rationale  Function  von  .r  und  einer  Quadrat- 
wurzel auH  einem  beliebigen  Ausdraek  de?  zweiten  Grades, 
oder  in  (4)  eine  rationale  Function  von  x  und  der  Quadratwurzel 
1^1 — X*  ist,  so  gehtlren  die  auf  der  reebten  Seite  angedeuteten 
Integrationen  in  die  vorhin  bezeichnete  Gattung  und  können 
entsprechend  behandelt  werden.  Die  durch  Integration  voag'(a:) 
erhaltene  Function  g{j-]  wird  notb wendig  eine  ganze  Function, 
sobald  (f{x)  eine  ganze  Function  ist;  in  diesem  Falle  ist  also 
die  behufs  der  Integration  tiufgestellte  H«t<lingung  stets  rrfDIlt. 
Aach  dan  Integral  des  Productn  einer  ganzen  Function  in 
eine  positive  ganze  Potenz  eines  Logarithmus  erlaubt  eine  ähn- 
liche Behandlung.  Es  sei 
(5)  if{x)  =  %x''  +  a^x 

so  folgt  durch  theilweises  Integriren  die  Relation 


+  ««-1^+0.7 


a.  j! 


+  1 


+ 


+  ax 


iij^dx. 


f 


(6)     /(logiT)'  <p{x)  dx  =  (logic/  {^ 

welche  so  oft  zu  wiederholen  ist,  bis  man  von  der  positiven 
ganzen  pten  Potenz  des  Logarithmu?«  zu  der  Potenz  vom  Grade 
Null,  das  hei 98t  der  Einheit  gelangt. 

I  71.    btagrale  von  AasdTttokeo,  die  BzponentialfBiiotloiiMi 

und  trlgonometrlioli«  FiiJiotlon«ii  «ntli&^lten. 

Wenn  a  und  h  reelle  Constantttn  bedeuten,  so  erhalt  man 
nach  §  12  und  13  fUr  die  in  Bezug  auf  x  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten  der  Exponentialfunction  e"^  und  der  trigono- 
metrischen B^unetionen  cos  bx  und  siu  bx  die  Bestimmungen 

(1)  "' 

(2) 


(3) 


da: 

dcoa&g 

dx 

dMühx 


=  a€ 


d^ 


=  —  5  Hin  h  X, 


s=  h  eo8  b  X. 


Hieraus  folgen  die  Ausdrücke  der  Integrale  einer  Exponential- 
function e"'\  bei  der  a  nicht   gleich  Null    ist,   nnd  der  trignoo- 
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Die  Ännabme 

(10) 

giebt  die  Folgerungen 

1 


c-'=y 


(Uj 

während  die  Annahme 

(12) 

die  Folgerungen 

(13)      a;  ^  —  arc  sin  je, 


a;=  — logy, 


da 


dy 


ny 


sin  hx=:e 


C08  hx  =  /l— 7*,    -i—  = 


da 
de 


\ 


hervorbringt  Es  kann  aber  die  zu  integrirende  Function  so 
besehatTeu  sein,  dass  bei  der  Substitution  (10)  der  Logarithinuä 
und  bei  der  Substitution  (12)  die  umgekehrte  trigouometrische 
FunctioQ  fartfällt,  und  nur  algebraische  Bestandtheile  erscheinen. 
So  hat  man  bei  einer  rationalen  Function  /"(!)  eines  Arguments 
1^  und  einer  rationalen  Function  g  (|,  ij)  von  zwei  Argumenten  | 
und  ij  die  Transformationen 

(14)  fanA^=ffhi)j^' 

(15)       Ig (eos hx;  sin  hx)dx=  / g ((/l— js«, g)  ; 

^  hy\ — *• 

hier  gehören  die  auf  der  rechten  Seite  auszuführenden  Integrale 
von  algebraischen  Fonctionen  zu  denenj  die  in  §  68  und  09 
absolvirt  sind. 

Auch  die  Integrale  von  Ausdrucken,  welche  durch  Mnlti- 
plication  einer  Exponentialfunction  mit  einem  Sinus  oder  einem 
Cosinus  entstehen,  können  durch  Verbindungen  derselben  Art  dar- 
gestellt werden.  Vermöge  (1),  (2)  und  (3)  bewerkstelligt  man 
die  Differentiationen 

d  (e"^  cos  hx) 


(16) 


d.t 

d  {e^  sin  b a)  

dx  ~ 


^^ae 


'  cos  hx  —  6c"  sin  bx^ 


ae"'  sin  bx  +  bc"'  cos  bx. 


Da  die  Ausdrucke  der  rechten  Seite  in  Bezug  auf  die  Eleme 
e"^  cos  bx  und  e"""  sin  bx   zwei   Functionen  des  ersten  Gr 
sind,   bei   denen   die  Determinante  der  Coefticienten  den  nicht 
verschwindenden  Wertb  a*  +  b*  hat,  so  werden  diese  Elemente 
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«^■.ärch  Auflösung  der   betreffenden  Gleichungen   als   Aggregate 
^^^on  yoUständigen  Differentialquotienten  dargestellt, 

<r  117)    c«co86^=  g       d(e"co8fex)^       b       dje^Mx) 

a*+b*         dx  a'  +  6'  dx 

«w    .    ,     h       d{e"coBbx)  ,         o        d{e"sinba!) 

e    srnöx^--^-^-^        ^^        +___ _ 

J-^tiithin   ergiebt   sieb   für  die   in  Rede  stehenden  Integrale  die 
^^^^estimmung 

^CH  18)    / e"GOsbxdx==        i  ?  >«  e"co%hx+    ,  .  ^.  g^sinto, 
^  J  a'  +  b*  a*  +  6"  ' 

/e^Binbx  dx  = ,  .  ,,  e"  cos  bx  +    .  ^  ^,  «"sin  bx, 

Integrale  von  Prodncten  ans  cos  &a;  oder  sin  bx  in  cos  ex 
[er  sin  cx^  wo  c  ebenfalls  einen  beliebigen  reellen  Werth  be- 
lehnet, werden  mit  HtUfe  der  Additionsformeln  der  trigono- 
etrischen  Functionen  auf  die  Integrale  (5)  und  (6)  znrttckge- 
ihrt    In  Folge  der  Gleichungen 

^dl9)    co8&a;cosea;  =  — —  cos  {b+c)x  +  y^^^  (b—c)Xj 

sin  bx  cos  ex  =  — ^—  sin  {b+c)x  +  —  sin  (6 — e)Xj 

sin  bx  sin  ex  =  —z —  cos  {b  +  e)x  +  ~  cos  {b—e)x 
^at  man  die  Integrationen 

^^^cos bxcosexdx=    .       .  sin  (b  +  c)x  +    ,.__  .  sin  (6— c)a:, 
^/ainbx  eoB€xdx=    ,       .  cos  (b  +  e)x  +  ^^ — r  cos  (6  —  e)x, 

^sin bx  sin  ca;  da;  =    .       .  sin  (6  +  c)a;  +    ,       .  sin  (6  — c)«. 

Die  Resultate  gelten  ftir  alle  Verbindungen  von  reellen  Werthen 
6  und  c,  mit  Ausnahme  derjenigen,  bei  denen  b  gleich  ±c  ist 
Für  6=<J  geht  6  +  c  in  26,  6— c  in  Null,  der  Cosinus  des  ver- 
schwindenden Winkels  in  die  Einheit,  sein  Sinus  in  Null  ttber; 
alsdann  entstehen  aus  (19)  die  Gleichungen 
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(21)  j  (cos  hxY  äx       =      ^^  wiXi2hx  +  |-. 

/(cos  ft^  sia  hx)  dx  =  —  j^  cos  2  6x, 

/  (sin  hxY  dx        =— jy  ain2&a;-i--^« 

Auf  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  wird  spättsr  zurtlckge^angeu 
werden. 

§  73.    VoUzieliaiig-  von  Integr^tioiien  mit  Httlfe 
anendllolier  Stuum«]!. 

Im  Vorhergehenden  sind  uielirere  Gattungen  von  Integralen 
charauterisirt  worden,  welche  sich  durch  eine  beschränkte  An- 
zahl von  algebraischen  und  fundamentalen  transcendenten  Func- 
tionen ausdrücken  lassen.  Da  aber  nur  ein  kleines  Gebiet  von 
Integralen  einer  derartigen  Behandlung  fähig  ist,  so  hat  man 
gesucht,  umfaiüsendere  Methoden  auszubilden.  Kine  solche  Me- 
thode gründet  sich  aut  die  Annahme,  dass  die  m  integrirende 
Function  oder  ein  Factor  derselben  in  eine  convergentc  unend- 
liche Summe  entwickelt  werden  könne,  und  stellt  das  betreffende 
Integral  selbst  als  eine  convergente  unendliche  Summe  dar.  Da 
der  Werth  eines  bestiniraten  Integrals  gleich  dem  Oreuzwerthe 
einer  gewissen  Summati on  ist^  so  besteht  das  Wesen  des  bezeich- 
neten Verfahrens  darin,  dass  ein  ins  Unendliche  laufender  Pro- 
ccss  in  einen  anderen  ins  Unendliche  laufenden  Process  ver- 
wandelt wird.  Wir  betrachten  das  iiiuerlialb  der  Grenze«  a 
und  h  auszuttllirende  Integral 

(1)  f  nx)g{x)äx, 

n 

und  setzen  die  Entwickclung  der  Function  g{x) 

'2)  gix)  =  9^{x]  +  (j,{x)  +  ...  +  ff,/x)  +  ^,^,{x) 

voraus;  der  Restausdruck 9'i^^i(j:)  habe  die  Eigenschaft,  in  Btjsuy 
auf  jeden  ewischen  a  tmd  h  handlich eti  Wcrth  von  x  bei  einem  hin- 
reichend grossen  Werthe  der  Zahl  q  nnmefisck  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  Grösse  lo  zu  sein.  Sowttbl  der  Factor  f\x)  wie 
auch  die  einzelnen  Glieder  der  angeführten  »Summe  g„(x),  p,(x),.. 
müssen  dabei  die    allgemeinen  Bedingungen   der  Eindeutigkeit, 
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EudlichktMt    und  8teti|;k(^it    rrtlillen.     Nach  tl«iti  8at7.e  (1)    des 
§  25  wird  nun  das  Integral  {\)  gteifli  der  iSiiiume  von  Integralen 

ff(x) g^{x) dx  +  (fix)  (f^ix)  dx  +  ...  +  ffix) g^yx)  dx  +  (fix)  %^,{x)  dx, 

in  na 

und  zwar  läsöt  sich  zeigen,  dass  das  letzte  derselben  fllr  einen 
genügend  grossen  Werth  der  Zahl  q  unter  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  bluiht  Insofern  die  Fnnctiun  fix)  in  dem  Integrations- 
intervall endlich  ist,  liegt  sie  numerisch  unter  einer  fenten 
Grösse  5»  <ier  Ausdruck  91^^^  [x)  betindet  sich  in  Folge  der  ge- 
troffenen Voransiietzuug  fllr  eine  geutl{i:end  grosse  Zahl  q  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  f<»,  mithin  die  zu  integrirende  Func- 
tion unter  dem  Werthc  des  Products  %  v*.  Vermöge  des  Satzes  (I) 
in  §  22  ist  daher  der  Werth  des  betrefl['en(ien  Integrals  kleiner 
als  der  durch  Multiplication  mit  der  Differenz  h  —  a  gebildete 
Ausdruck  J^ftiCÄ  —  a),  welcher  filr  eine  warhsencle  Zahl  q  durch 
den  beliebig  abnehmenden  Factor  w  selbst  beliebig  klein  wird. 
T)ie  in  (3)  aufgestellte  Summe  von  Integralm  hat  aUo 
unter  den  angeführten  Bedingungen  die  EigtWichaft,  hei  tinetid- 
licJter  Ausdehnung  zu  cotivergiren  ttnd  dureh  ihren  Graiaiverth 
(las  Integral  (1)  mtszudrückai^  so  dass  die  Ghtchung 

(4)    Jf{x)g{x)dx 

=  ff{^)ffÄ^)äx;  4-  ff{x)g,{x)dx  +  ff{x)g,[x)dx  +  . . . . 
<i  «  • 

besteht. 

Um  das  Verfahren  bei  einem  gegebenen  Integral  anzu- 
wenden, hat  man  die  Wahl  der  Function  g{x)  und  deren 
Darstellung  durch  eine  unendliche  Summe  so  einzurichten, 
das»  die  auszuführenden  Integrationen  keine  Schwierigkeit  ver- 
nrsacheu.  In  dieser  Hinsicht  nehmen  die  nach  den  ganzen 
Potenzen  der  Variable  fortschreitenden  Summen  die  erste  Stelle 
ein,  und  es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  durch  Benutzung 
dieses  Mittels  auch  die  Poteuzreihen  erhalten  werden  können» 
welche  au  der  Darstellung  des  Logarithmus  und  der  umge- 
kehrten trigonometrischen  Functionen  dienen. 
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Potenzreihen. 


In  den  lutegralcii 


(5) 


/dx  I       dx  I         d^ 


lassen  sich  die  unter  dem  Zeichen  vorkommenden  algebraischen 
Functionen,  so  lange  die  Variable  x  einen  numerisch  unter  der 
Einheit  befindlichen  Werth  hat,  nach  I,  §  107  und  I,  §  119 
durch  die  folgenden,  nacli  den  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden convergenten  Reihen  ausdrücken, 

(6)  ^|^  =  l-:r  +  a:*+...+(-l)V  +  ..., 

(7)     1       =1-3:^2:*+.. .+(-ira:*V..., 


\^a 


=  l  +  ^^'-^ 


1.3 


3.4 


a;*  +  . . .  + 


x'"-^,.. 


DemgemSlss  kann  man  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  an- 
gedeuteten Integrationen  sofort  ausführen.  Nimmt  man  die 
untere  Integra tionsgrcnze  a  gleich  Null  und  setzt  statt  der 
oberen  das  Zeichen  x,  so  kommt 


(9) 


0  0 


arc  tg  X, 


:  arc  sm  x ; 


denn  log  (1)  ist  gleich  Null,  und  die  Functionen  arc  tg  x  und 
aresin  x  verschwinden  ebenfalls  ftlr  ä;=0,  wenn  sie,  wie  früher, 

auf  das  von  —  -   bis  +  -  ausgedehnte  Intervall  eingeschränkt 

werden.  Indem  also  die  einzelnen  Glieder  der  in  (6),  (7),  (8) 
angegebenen  Reihen  von  0  bis  x  integrirt  werden,  entstehen 
die  Resultate 


2  3  v+1 

(10)  log(l+i)  =  :r-|-  +  |-  +  ...  +  (-l)'-^ 


+  ..., 


(IDarctg.     =.-|  +  |-^...  +  (-ir^+.... 
(12)  arc  ein  2:   =«  + 


2.3^  ■•"   2.4,5 


23 

flS"  +  . .  .  4- 


1       3    .        1.3        a   .  .        l.3...(2q^l) 


2.4:..(2g)(2tf+r)' 
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von  deneD  die  beiden  ergten  im  vorigen  und  auch  im  gegen- 
wärtigen Bande  abgeleitet  sind. 

Der  80  eben  eingeschlagene  Weg  lässt  sich  auch  für  das 
Integral  einer  beliebigen  rationalen  Function  der  Integrations- 
variable benutzen.  In  §  67  wurde  auseinandergesetzt,  wie  man 
hier  ohne  die  Zerlegung  der  betreffenden  Nentiertonetion  in 
Factoren  ersten  Grades  zu  kennen,  den  algebraiscben  Theil 
und  den  rationalen  Bruch  bestimmen  kann,  aus  dessen  Inte- 
gration  der  transcendente  Theil  entsteht.    Nach  den  dortigen 

Bezeichnungen  ist  bei   dem  zuletzt  genannten  Bruche   .\  !  die 

Nennerfunction  fi(x)  gleich  dein  Product  von  lauter  ungleichen 
Factoren  ersten  Grades 

(13)  (iix)  =  a,(x-l,){x  -  I,)  ...(x^l,), 

die  Zäblerfunction  a{x}  höchstens  vom  (1  —  1)  ten  Grade.  Es 
m«ge  ausserdem  angenommen  werden,  dass  das  von  x  freie 
Glied  in  ßix)  einen  von  Null  verschiedenen  Worth  habe,  mithin 
keine   der   Grössen    f„  ^, . . .  i^   gleich    Null    sei.     Der    Bruch 

^7^^  war  gleich  einer  Summe  von  PartialbrUchen 


(14) 


/  X        .«1»         .m  .(i) 


wo  die  in  den  Zählern  auftretenden  Oonstanten  t^^\  ^%  . . .  t^^^  in 
§  Ö7  bestimmt  sind.  Wenn  nun  die  Grösse  x  solche  Werthe 
bekommt,  die  numerisch  kleiner  als  der  absolute  Betrag  von 
irgend  einer  der  GrlJ:*sen  f^,  ^, . . .  I^^  sind,  so  kauu  jeder  der 
auf  der  rechten  Seile  von  (14)  helludlichen  Brüehe  zufolge 
I,  §  107  durch  eine  nach  den  positiven  Potenzen  der  Variable 
X  fortschreitende  convergeute  geometrische  Heihe  dargestellt 
werden.    Mau  erhält  hier  die  Iteihen 


(15) 


-^^  —  f     &     -'     &    x  —  t     gl    X—..., 


deren  Summe  wieder  gleich  einer  nach  den  positiven  Potenzen 
von  X  geordneten  convergenteu  Reihe  ist     Vermittelst  der  in  I, 
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(16) 


^^=%^+Z,x-l-%,x^  + 


Abschnitt  III  entwickelten  Grundsätze  ist  aber  leicht  zn  be- 
weisen,  daas   dieselbe  Reihe   entstehen   niiissj   sobald   für  den 

Bruch   ^;  .  eine  nach  den  steigenden  Potenzen  der  Variable  x 

(iix) 

geordnete  Entwickelung  ansgefllhrt  wird,  wie  sie  in  I,  §  107 
angedeutet  ist;  ferner  wird  derselbe  Zweck  erreicht,  indem 
man  in  der  Gleichang 

beide  Seiten  mit  der  Nennertunction  {iia:)  miiltiplicirt,  bei 
welcher  das  von  x  uuabhilngige  Glied  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  ist,  und  die  eingelührten  Coefficienten  I„,  X,»Xj,.. 
durch  Gleichsetzen  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  bestimmt. 
Weil  die  Function  ßix)  vom  /.  ten  Grade  ist,  bilden  die  Coeffi- 
cienten  %o,%iy%^....  eine  recurrente  Keihe  der  /ten  Ordnung. 
Fltr  die  gegenwärtige  Untersuchnng  ist  vor  allem  wesent- 
lichj  dass  ^„j^jj'Xj, . . .  ohne  den  Gebrauch  der  Zerlegung  der 
Function  ß(x)  in  ihre  Factoren  gefunden  sind.  AU  bekannt 
gilt  der  Bereich  der  Variable  a%  tlir  welchen  die  auf  der 
rechten  Seite  von  (10)  befindliehe  Entwickelung  eonvergirt. 
Unter  der  Annahme,   dass   die  Grenzen  a  und  b  der   flir  den 

Bruch  -7-4.   3iw    vollziehenden    Integration,   so   beschaffen    sind, 

PW 

dass  jeder  zwischen  a  und  b  liegende  Werth  x  numerisch 
kleiner  als  eine  Griisse  ist,  die  unter  jedem  der  absoluten  Be- 
trüge der  Grössen  tj,  ^3, . . .  ^^  liegtj  darf  nach  dem  Obigen  die 
Gleichung  (16)  gebraucht  werden;  mithin  ergiebt  die  allgemeine 
Gleichung  (4)  den  Ausdruck  des  bezeichneten  Integrals 
«.* 

07) 


/  ;-&!- 


3:.(&-o)+|^(&»-a^) +  1*1*'' -«-)  +  . 


r 

r 


Hier  wird  also  vermittelst  einer  eonvergenten  unendlichen 
Summe  die  Integration  eines  vorgelegten  rationalen  Braches 
ohne  die  Kenntnis»  der  Zerlegung  der  Nennertunction  in  Facto- 
ren ersten  Grades  bewerkstelligt.  In  dem  Beispiel  der  §§  67 
und  68  hatte  die  Function  ß{x)  den  Ausdruck 


I 
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^o  dass  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  respective  1,  2,  3 
^ind.  Demgemäss  gilt  die  Gleichung  (17)  unter  der  Bedingung, 
tf^Bass  a  und  b  numerisch  unter  der  Einheit  gewählt  werden.  Wie 
^  ich  aus  §  67  ergiebt,  bekommt  in  diesem  Falle  das  unbestimmte 

S^:«itegral  des  Bruches  -^  4  die  Gestalt 

p[x) 


f. 


10«»  — 43«»— 4a; +  56       , 
z  dx 


«*— 3«»  +  3«»  +  17a?  — 18 
=31o^Ä+2)+log(— a:  +  l)+31og((a;— 2)»+5)— 4j/5arctgf^^j+const. 

I>ie  Coefficienten  X„,  Xj,  X„ . .  werden  durch  die  Gleichungen 
55  =  -  18Xo 
-   4=      173:„-18X, 
-43=        32«  +  17^,-18^, 

10  =  -    32o+    3X,  +  173:,  -  18X, 
0=  5:„_    3X.  +    3X,  +  172.  —  18St. 

bestimmt,  also  stellt  die  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  befind- 
liche»   Heihe  den  Werth 

3Iog:<&+2)+log(— 6  +  l}  +  3log((6-2)»+5)-4|/5arctg(— ) 

—  31og-<;a  +  2)-log(-a+l)-31og((a-2)«+5)+4f^5arctgfY^) 
dar. 

-Als  Beispiel  ftlr  die  Entwickelung  eines  nicht  auf  Loga- 
TithiiK^ir^  und  umgekehite  trigonometrische  Functionen  zurtlck- 
nihrt>^x>^Q  Integrals  in  eine  unendliche  Summe  nehmen  wir  das 
lnteg>rs^j^  welches  die  Länge  des  Bogens  einer  Ellipse  ausdrückt; 
von  Äomselben  ist  die  Benennung  auf  die  in  §  69  definirte 
"^^^^Koi-ie  von  elliptischen  Integralen  übergegangen.  In  §  62 
^'^'^«^  ^er  Bogen  einer  Ellipse,  deren  auf  die  rechtwinkligen 
^^oöi^inaten  «,  und  x^  bezogene  Gleichung 


i 


.^;.+^=i 


J4Pi 


428 
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I 


bestimmt.    Da  A  und  B  positive  Grössen  bezeicbncn  und  Az>B 
sein  soll,  so  liegt  der  positive  Werth 

A  —  B 


(19) 


=  c' 


unter  der  Einheit;  die  Grösse  c  wird  die  Excentricität  der 
Ellipse  genannt.  Das  Integral  (18),  bei  dem  die  untere  Grenze 
durch  diö  Null,  die  obere  Grenze  durch  x^  ersetzt  werden 
mtige,  geht  bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable 

X 


(20) 


1  = 


Vä 


mit  Anwendung  von  (19)  in  das  Integral 
(21) 


Aber;  die  zweite  Gestalt  entspricht  der  obigen  Definition  eine« 
elliptischen  Integrals.  Da  der  numerische  Werth  der  Variable  ^ 
wegen  der  Quadratwurzelgrnsse  »''l  — ^^  niemals  die  Einheit 
übertreffen  darf  und  c  ebenfalls  einen  echten  Bruch  bezeichnet, 
80  ist  auch  der  Werth  e'^*  stets  kleiner  als  die  Einheit  und 
die  QuadratwuTzelgrösse  /l  — 0*^="  erlaubt  nach  I,  §  119  die 
folgende  conrergente  Entwickelnng 

(22)       ,/TIv?■=l-ic^r-3Lc*|'-A.^?-e«  !•-... 

Nach   der   in   (4)   enthaltenen   Vorschrift   ist  jedes   Glied   der 

jt 
rechten  Seite  mit  dem  Factor     . : zu  niultipliciren  und  von 

Setzt  man  also 

i 


0  bis  I  zu  integriren. 

(23)  J^(g)=    C-pA 


f 


80  igt  ztmäehst 


(24) 


Jod) 


arc  sin  1^ 


und   das   Integral   (21)    wird  durch  die   folgende   convergenl 
Summe  dargestellt 


\ 


endnng  von  (19)  in  das  Integral  ^^h 

^    J      V'l-l'       *      ^    /    V(l-|>)(t-e'5')  I 
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(25)  y^(arc8m|-^cr.(9c»-2h'^.(|)c«~2^J,(Dc«-...). 
Die  Integrale  <^^(^),   welche  nur  die  QnadratwarzelgTOsse 


|/l— l*  enthalten,  können  dnroh  ein  recnrrirendes  Ver&hren 
bestimmt  werden.    Ans  der  Darstellimg 

0  0 

folgt  dnrch  theilweise  Integration 


0 

mithin 


0  0 

oder,  indem  dnrch  2  g  dividirt  wird, 

(29)  «^v(ö=-'^^^-+-^V.(ö- 

Offenbar  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  (25)  um  so  schneller 
ab,  je  kleiner  die  Excentricität  e  der  betreffenden  Ellipse  ist 
Sobald  die  Excentricität  c  verschwindet,  geht  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  von  dem  Radius  /Ä  Aber,  und  die  Reihe  (25) 
reducirt  sich  anf  ihr  erstes  Glied 

(30)  y/Jarcsin^, 

das  in  der  Formel  (27)  des  §  62  angegeben  ist. 
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wMBdlioh  croM,  vnststlf  od«r  nnbestlmait 


Die  Definition  eines  bestimmten  Integrals 
(1)  f  f{x)dx, 

a 

von  der  wir  ausgegangen  sind,  und  bei  welcher  f{p^  für  das 
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Integratioiisintervall  eindeutt^%  eudlicli  und  stetig  angenommen 
ist,  liat  zur  Folge,  dass  ein  Integral,  welches  sic.li  von  dem 
Integral  (1)  dadurch  unterscheidet,  dass  die  eine  Integrations- 
greoze  um  beliebig  wenig  verscliobeu  ist,  einen  Werth  annimmt, 
der  ebenfalls  nur  um  beliebig  wenig  von  dem  Werthe  von  ( 1 1 
abweicht.  Es  möge  die  Differenz  ß—a  positiv  sein,  und  d  eine 
kleine  positive  Grosse  bedeuten,  so  dass  die  Werthe  «  +  d  und 
ß—d  innerhall)  des  ursprUngliühen  Intervalls  liegen;  alsdann 
liefert  der  Satz  (VI)  des  §  25  die  beiden  Gleichungen 

(2)  ff{x)  dx=/^fix)  d  X  -f7(x)äx. 


a  +  it 


(3) 


f{x)dx^  /  f{x)dx-^      f{x)dx. 


Nun  ist  der  numerische  Werth  des  Integrals 

J  f{x)dx 

nach  dem  Satze  (I)  des  §  22  kleiner  als  das  Produet  von  d  in 
eine  Cou^tante,  unter  welcher  /*(ic)  entbalteii  bleibt;  das  gleiche 
gilt  fUr  den  uumeriscben  Werth  des  Integrals 

ff{x)dx, 

und  daher  wird  der  numerische  Werth  eines  jeden  der  beiden 
Integrale  für  eine  beliebig  kleine  Griisse  J  beliebig  klein, 
woraus  das  Behauptete  hervorgeht.  Man  darf  deshalb  auch 
sagen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (1)  der  Gren/werth  sei, 
welchem  sich  sowohl  das  Integral  (2)  wie  «las  Integral  (:3j  fUr 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  d  uähert. 

Diese  Definition  wird  dahin  führen,  den  Begriff  des  be- 
stimmten Integrals  von  gewissen  Beschränkungen  zu  befreien, 
denen  er  bisher  unterworfen  war. 

Wenn  nämlich  die  Function  fix^  fllr  das  von  et  bis  ß 
gehende  Intervall  so  gegeben  ist,  dass  sie  tiberall  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt,  jedoch  bei  der  Annäherung  von  x  an 
eine  der  Grenzen  über  jedes  Mass  hinaus  w^ächst,  so  ist  es 
jedenfalls  erlaubt,  die  Integration  in  einem  Bereich  auszufHhren, 
welcher    die     betretfende    Grenze    nicht    einsehliesst.      Da    iu 


J 


L 


dieser  HiiiRipht  zwischen  den  beiden  Grenzen  kein  Unterschied 
besteht,  so  p»nU^t  es,  die  V<trtuissej/jnif;  zu  eriJrterii,  tiass  f{x) 
an  der  unU^ni  Uretise  a  unemUieh  grosa  wrtde,  Alftdann  existirt 
für  das  Integral 

(4)  fnx)dx 

a-f  cf 

die  doppelte  Möglichleit,  dass  sein  Werth  für  einen  gegen  die 
JVm//  ahnfifunendttt  Wtrrth  fif  gegen  einen  festen  Grmzwerth  roti- 
ver<firi,  oder  kein  solches  Verhalten  zeigt,  in  ihmi  erstern  Falle 
wird  der  hetreffende  (i renzwerih  das  vofi  «  his  ß  genommene 
Integral  der  FufteÜfm  f[x)  genannt  und  durch  das  Zeichen 

(5)  /fix)d>: 

« 

dargestellt;  in  dent  zweiten  Falle  fehlt  die  Bereehtignng,  das 
Intervall  der  Integratimi  his  zu  dem  Werthe  x=a  auszudehnen. 
Ob  der  eine  oder  der  andere  Fall  eintrete,  hängt  von  dem 
Proee.sB  ah,  durch  welchen  die  Function  fix)  für  x  =  a  unendlich 
gross  wird.  Eine  allgemeine  Entscheidung  lUsst  sich  treffen, 
wofern  fix)  gleich  dem  Product  einer  endlich  bleibenden 
Function  und  einer  negativen  Potenz  der  Basis  {z  —  a)  ist;  es 
sei  demnach 

(6)  f{x)^{x~a)'-'f(x). 

Um  fUi"  einen  bestimmten  Exponenten  —  Ic  zu  untersuchen,  oh 
sich  das  Integral  f4)  bei  abnehmendem  *J  einem  bestimmten 
GrenKwerth  nähere,  nchaltet  man  zwischen  o  +  d  und /t/  den  mit 
einer  positiven  Über  t)  liegenden  Griisse  t  gebildeten  Werth 
a-^  t  ein,  wodurch  die  Gleichung 

(7)      /  (a;  — «r*(jr(a;)rfa:=  /  (x  —  a)~*'q{x)dx-\-  f   (x  —  ay^<f){x)dx 

et-t-d  a  +  il  a+' 

entsteht;  dann  bandelt  es  »ich  um  das  erste  der  auf  der  rechten 
Seite  angegebenen  Integrale.  Liegt  der  Exponent  —  k  zwischen 
Null  und  der  negativen  Einheit,  ohne  der  letztern  gleich  zu 
werden,  ho  lässt  sich  die  Gri%se  t  so  wählen,  dass,  wie  nahe  S 
an  die  Null  gerückt  werde,  das  bezeichnete  erste  Integral  unter 
einer    beliebig    kleinen    Gröasc    itleibt,    niithiu    ihis  Integral  i7) 
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I^en  einen  festen  Grenxwertli  convergirt.    In  dem  betreffenden 
Integral 

(8)  /  (x-ay'q^ixjdx 


B+tT 


J 


^— fc 


hat  der  Factor  (x^q)~  die  Eigenschaft,  stets  das  positive 
Vorzeichen  beizubehalten,  während  der  Factor  fix)  fUr  jedes  d 
zwischen  den  festen  Wertheu  —  ^^  und  +  ^  bleibt,  Zagleich 
liefert  das  über  den  ersten  Factor  genommene  Integral  den 
Ausdruck 

>Qs  *      ,  s-A  ,  rix  —  u)  1  £  0 


-*  +  l 


Man  erhält  daher  durch  den  Satz  (VllI)  des  §  25  zwei  Grenzen, 
welche  den  Wertli  des  Integ^rals  (8)  einschliessen,  indem  man 
den  Werth  von  (9)  beziehungsweise  mit  den  Grössen  — %  und  +^ 
multiplicirt  Weil  vermöge  der  gemachten  Annahme  — i-»-l 
eine  positive  GrfJsee  und  £>(S  ist,  so  folgt,  dass 


-*+i 


i-*+i 


(10) 


'0. 


— Jfc+1^— it+l 

und  dass  der  Werth  von  (9)  kleiner  als  die  Grösse 


,-*+> 


ist. 


—  Ä4-1 

Der  Werth  von  (8)  liegt  daher  gewiss  zwischen  dem  Product 
der  letztern  Grösse  mit  —  %  und  ihrem  Product  mit  +  ^,  oder 
er  ist  nuraeriseh  kleiner  als  das  Product 

Hier  bezeichnet  $  eine  von  d  unabhängige  Constante,  der  Factor 
^,  ist  ebenfalle  von  d  unabhängig  und  kann  durch  eine 

passende  Wahl  der  Grösse  t  so  klein  gemacht  werden,  das** 
das  Product  (11)  unter  jede  gegebene  Grösse  herabsinkt.  Damit 
ist  aber  die  in  Betreff  des  Integrals  (8)  aufgestellte  Behauptung 
gerechtfertigt.     Man  darf  also  bei  dem  Integral 

(12)  f\x-a)-'ff{x)dx,      . 

in  trcMiem  die  Function  tp{x)  endlich  bleibt,    die  Integration 


L 


Geometriachß  Deutung. 


4S8 


Ijbu  dem   Werthe  x=a  atmh'hneti,   so  lange   der  Exponent  ^k 
^Iffff/raisch  grösser  ah  die  negative  Einheit  ist. 

Dieser  Satz  gilt  uicbt  für  Exponenten  —k,  die  gleich  der 
n'egativen  Einheit  oder  algebraisch  kleiner  als  dieselbe  sind; 
«lenn  schon  ttlr  die  einfachste  Annahme,  dass  q^{x)  gleteb  Eins 
sei,  tritt  eine  characteristiHche  Aenderung  ein.  Das  in  dieneni 
Palle  7.a  prüfende  Integral  (9)  bekommt  für  —  Ä*=—  1  den  Wertb 


(13) 


'logdf, 


a+r» 


welclier  bei   abnebuicndeiu   c)    über  jede»  Mass   hinaus  wächst. 
El^enso  überschreitet  der  Ausdruf.k  * 


-ft+i 


,-*  +  ! 


('•«)  ±iH:T-:-*TT' 

der    das   Integral    (9)   auch   fttr   einen  algebraisch    unter   der 

negativen  Einheit  befindlichen  Exponenten  —k  darstellt,  wegen 
des  alsdann  negativen  WcrtheH  —k+]  bei  abnehmendem  <J 
jede  gegebene  Grösse.    Daas  ein  Integral  von  der  Gestalt 

(12*)  f{ß^x)-\{x)dx, 

dessen  Function  ftir  x^^^i  unendlich  wird,  unter  den  ent- 
sprechenden Bedingungen  entsprechende  Eigenschaften  wie  das 
Integral  (I2j  hat,  lehrt  eine  Wiederholung  der  angestellten 
Betrachtungen. 

Die  Frage  nach  dem   Verhalten   des  Integrale   (4)  erhält 
eine  anschauliche  geometrische  Bedeutung,  sobald  dasselbe,  wie 
in  §  21,   als  der  Anadruck  des  Inhalts  eines  ebenen  Flächen- 
Stücks  aufgefaast  wird,  welches  durch  die  der  Gleichung 
(15)  y=f{x) 

genügende  Curve,  die  Abscissenaxe  und  die  beiden  Ordinaten, 
die  zu  den  Abscissenwerthen  ir=«  +  d  und  x=^ß  gehören, 
begrenzt  wird.  Wegen  der  Voraussetzung,  dass  die  Function 
f{x)  ttlr  ar  =  ff  unendlich  gross  werde,  hat  die  betreffende  Curve 
nach  der  in  §  7  mitgetheüten  Erklärung  in  dem  Punkte 
x^a.  eine  zu  der  Abscissenaxe  senkrechte  Asymptote;  bei  dem 
Abnehmen  der  Grösse  ö  rückt  die  mit  der  Asymptote  parallele 
erste  Ordinate,  welche  den  auszumessenden  Flächenraum  be- 
grenzt,   der  Asymptote   immer  näher,    und  die  oben  hervorge- 

I,lpftobttK.  Au&lysii  II,  28 
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bobene  doppelte  Mö^^Iicbkeit  äussert  sich  in  der  Weise,  dass 
der  Inhalt  des  bcKti^^licbeii  Fläcbeiiraumes  entweder  eine»  festen 
Werlb  7MY  GreuKe  bat  oder  niebt.  Der  Wertb  der  negativen 
Einbeit,  welcher  fUr  die  Funetian  (i])  die  Sebeide  zwselien  den 
beiden  Fstlleii  bildet,  ergiebt,  wenn  fix)  wieder  gleich  Eins 
p;e«oniineii  wird,  die  Gleichung 

(16)  y=   — » 

^  —  a 

welche  in  §  7  diBcutirt  wurde  und  sich  anf  die  Hyperbel  be- 
zieht. Hier  wäebst  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  FlUehen- 
rauuiea  Über«  jedes  Mass. 

Nacbdeni  erkauut  worden  ist»  dass  die  Integration  einer 
Function  unter  der  entwickelten  Bedingung  bis  zu  einem  Wertb 
der  Variable  erstreckt  werden  darf,  für  welchen  die  Function 
unendlich  wird,  bat  man  bei  jeder  zu  untersuchenden  Gattung 
von  Integralen  die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  einzelnen 
Werthe  der  Variable,  tür  welche  die  Function  unendlich  wird, 
eine  bis  zu  ihnen  ausgedehnte  Integration  geetatten  oder  nicht. 
Bei  einer  rationalen  Function  der  Integrationavariable  zeigt 
die  Zerlegung  in  Partialbrfiche,  deren  Zähler  Constanten  und 
deren  Nenner  Ausdrücke  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  die 
Integratiousvariable  oder  ganze  Potenzen  von  solchen  Au8- 
drückeu  sind,  dass  die  Function  dann  und  nur  dann  unendlich 
wird,  wenn  einzelne  dieser  Parti albrtlcbc  durch  das  Verschwin- 
den des  Nenners  unendlich  werden,  Da  nun  jeder  Ausdruck 
der  bezeichneten  Art  x — o,  wo  cc  eine  reelle  Grösse  bedeutet, 
nur  in  einer  ganzen  negativen  Potenz  auftritt,  so  darf  nach 
dem  Obigen  die  Integration  nicht  bis  zu  dem  betreffenden 
Werthe  a  erstreckt  werden»  und  es  sind  deshalb  alle  Werthe 
der  Variable  zu  vermeiden,  fllr  welche  die  zu  integrirende 
rationale  Function  ins  Unendliche  zunimnnt.  Dagegen  ergiebt 
sich  die  folgende  Untenicbeiduug  fllr  daa  in  4;  69  mit  (6)  be- 
zeichnete Integral 

y  E  U) 
hier  bedeutet  F{x)   eine    rationale  Function,  E(x)   eine   ganze 
Function  von  Xj  deren  Factoren  ersten  Grades  silmnitlicb  von  ein- 
ander verschieden  sind.    Wenn  II  (x)  einen  reellen  Factor  ersti*n 
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rades  (a*  — o)  enthält,    und  F{x)  ftir  .r=«  endlich  bleibt,   so 
iarf  nacli  dem   obigen  Satze   die  Integ:ration  bis  x^a  ausge- 
füehnt  werden;  denn  mau  kann  die  zu  integnrende  Function  in 


1 


1 


ie  Gestalt j  ffUi  oder {f>(x)  hr'mgen,  wo  ff  f. t) 

(^ — a)  (a — Jc) 

'Ur    x^=c(    endlich    bleibt,    und    der    negative    Exponent    den 
usdrucks    ersten    Grades    zwischen   Null    und   der    negativen 
Einheit  liegt.     Dagegen  lässt  sieh  die  Integration  ans  den  vor 
er    angefilbrteii    Gründen   nicht    bis    zu    solchen    Werthcn    er- 
^^^trecken,    fllr    welehe    die    rationale    Funetion    Fix)    unendlich 
^■^wrirtl.     Zu   den   io   Rede  stehenden  Integralen  gehört  auch   das 
integral 

^■"Hvelches  von  Null  bis  x  genommen  die  in  der  früheren 
^AVeise  detinirte  Function  arc  sin  .r  ausdrückt.  Die  unter  dem 
^Wurzelzeichen  befiodliche  Function  1— .r^^fl — a:)  (1  +  i)  ver- 
schwindet für  die  extremen  Werthe  der  Variabio  +1  und  —  1; 
^8  ist  erlaubt,  die  Integration  bis  zu  jedem  derselben  ausizu- 
"^lebneti.  Weil  nun  die  Fuiicttftn  arcsin^r  hei  einer  Annäherung 
^es  Arguments   gegen    die  positive   Einheit   stetig   bleibt   und 

;^egeu  den   Werth  ^    eonvergirt^    bei   einer   Annäherung   gegen 

^ie  negative  Einheit  ebenfalls  stetig  bleibt  und  öich  dem  Werthe 

—  -   nähert,  so  gelten  die  Gleichungen 


2 


<18) 


/        da:       TT         /        d  .r       n 


AUS  deren  Verbindung  die  Gleichung 


(18*) 


hervorgeht. 

Bisher  ist  nur  von  solchen  Unterbrechungen  der  Stetigkeit 
gesprochen  worden,  bei  denen  die  betreft'ende  Function  ins 
Unendliche  wächst.  Allein  es  kann  eine  Function  ftlr  ein  ge- 
wisses Intervall  der  Variable  x  auch  die  Beschattcnhcit   haben, 
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dass  sie  an  einzelnen  Stellen  die  Stetigkeit  verliert,  ohne  iin- 
eiullich  zu  werden.  Dies  gei^ehieht  in  dem  von  a  bis  ^>  ausge- 
dehnten Intervall  etwa  für  einen  Wertli  x=€,  soitald  die  Fonctioa 
von  of  bis  c  stetige  von  c  bis  fi  ebenfalls  stetig,  Jedoeb  so  ;;e- 
gebeu  ist,  dass  sie  bei  der  Annäherung  von  a-  an  den  Werth  f 
in  dem  einen  und  dem  andern  Theil Intervall  gegen  zwei  von 
einander  verschiedene  Werthe  eonvergirt.  In  der  erwHhnten 
geonietrisdien  Interpretation  stellt  dann  die  Gleichung  ff^f{sc) 
Üfr  das  von  «  bis  c  reichende  Intervall  ein  erstes,  für  das  von 
c  bis  ß  reichende  Intervall  ein  zweites  CurvenKttlek  dar,  welehe 
Stücke  in  den  zu  dem  Abscissenwerth  a:=c;  gehijrendeu  Punkten 
nicht  zusammentreffen.  Die  Function  f(x)  kann  in  den  beiden 
Intervallen  durch  verscliiedeue  analytische  Ausdrucke  deHnirt 
sein,  zum  Beispiel  von  d"  =  ((  bis  x=c  durch  den  Ausdruck 
ersten  Grades  /a:  +  r,  von  x=c  bis  x^ß  durch  den  mit  andern 
Constanten  gebildeten  Ausdruck  ersten  Grades  Vx  +  r\  wobei 
die  zu  x  =  c  gehörenden  Werthe  Ic  +  r  und  Vc+r'  von  ein- 
ander differiren;  bei  dieser  Amiahme  rcpräsentirt  die  Gleichung 
y—.f[x)  zwei  nicht  zusamnienstosseude  liegreuzte  gerade  Linien. 
Insofern  die  Function  fix)  von  a  bis  c  und  von  c  bis  ß 
stetig  verläuft,  lässt  sich  unsere  ursprüngliche  Definition  auf 
das  von  a  bis  c  und  das  von  e  bis  ß  auszudehnende  Integral 
der  Function  fix)  anwenden.  Bei  einer  von  «  bis  ß  stetig 
gegebenen  Function  ist  da.s  fUr  dieses  Intervall  genoniuieue 
Integral  gleich  der  Summe  der  über  die  beiden  Theiliuten^alle 
ausgedehnten  Integrale.  Demgemäss  wird  bei  der  in  c  unstetigen 
Function  das  von  a  bis  ß  auszuftüireude  Integral  als  die  Summe 
der  erwähnten  Integrale 


(19)  /({x)  ä  X =y  W^)  ^^  +  //*  W  rf^ 


r 


definirt;  auf  entsprechende  Art  verfahrt  man  bei  einer  mit 
mehreren  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  behafteten  Function. 
Man  sieht,  wie  sich  die  FlUchenräume,  welche  bei  der  obigen 
Interpretation  durch  die  Integrale  der  rechten  Seite  von  [W) 
ausgedrückt  werden,  längs  Theilen  der  geraden  Linie  ancra- 
auder  sehliessen,  welche  zugleich  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  die  erste  Ordinate  des  letzten  Fläch enstUcks  ausmacht. 


i 
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Zu  BetraL^htungen  äUnlicher  Art,  wie  sie  bei  dem  Uneud- 
iicliwerden  der  Function  unter  dem  Into'.'ralzeicben  angeBtellt 
sind,  führt  die  Integration  von  Quotienten,  deren  Zähler  und 
Nenner  für  einen  gewissen  Werth  der  Integrationsvarialjle 
gegen  die  Nnll  ahnehmen,  und  die  in  §  38  untersucht  sind. 
Sei  x^=a  ein  Werth,  für  welchen  bei  dem  /u  integrirenden 
Quotienten  fij:)  diese  Erscheinung  eintritt,  so  ist  wieder  fc^t- 
zustellen,  ob  sich  das  zugeliörige  in  (4)  angegebene  Integral  für 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  (intsse  d  einem  festen  ürcnz- 
werthe  nähert;  sobald  dies  geschieht,  hezeiuhnet  man  den 
Grenzwerth  durch  das  Integral  (5).  Wenn  der  in  Kede  stehende 
Quotient  f(x)  bei  der  Annäherung  von  .r  gegen  a  selbst  gegen 
einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  so  ist  leicht  zu  schüessen, 
das8  für  das  betreffende  Integral  tlassclbc  gilt;  wenn  dagegen 
f{x)  bei  der  Annäherung  von  x  gegen  rr  über  jedes  Mass  wächst, 
dann  rauss  die  Art  des  Wachsthuras  wie  oben  betrachtet  wer- 
den, um  ober  das  Verhalten  de«  Integrah  zu  entsebeideu.  Als 
Beispiel  untersuchen  wir  das  Integral 

(20) 


/     «in  X 


in  welchem  (^  eine  beliebige  positive  ConsLaute  und  fi  eine  eben- 
solche bedeutet,  die  nicht  grösser  als  „  ist,  ferner  das  allgemei- 
Dere  Integral 


(21) 


J    {»mx) 


wo  ji  und  q  die  angegebene  Bedeutung  haben  und  k  ebt?nfalb 
eine  positive  Constante  ist.  Die  im  Nenner  befindliche  Function 
mnx  verschwindet  für  j:  =  ü  und  fllr  jeden  Werth  von  x,  der 
gleich  einem  ganzen  V^ielfachen  der  Zahl  ;t  ist,  mithin  ver- 
schwindet sie  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  fllr  x=^0, 
und  bleibt  sonst  überall  positiv.  Ebenso  verschwindet  die  im 
Zähler  stehende  Function  singx  flir  x=^0.  Eine  Einsicht  in 
den  Verlauf  der  gebildeten  Quotienten  gewährt  der  in  ^  l:^  ent- 


haltene Satz,  dass  der  Quotient  für  einen  gegen  die  Null 


Bin;r 
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abnebiiienden  WcrtU  vou  x  sich  der  positiven  Einheit  als  ürenz- 
wertb  nähert.  Gieht  man  dun  in  (20)  und  (21)  vorkommenden 
Functionen  die  Gentalt 


(22) 


(23) 


sin  gar Um  q.r\  /    .r     \ 

ain  X        \   qx   /  \  sin  ar  / 

lin*)        V   9"   /\«">ar/ 


I 


80  leuchtet  ein,  daes  die  linke  Seite  von  (22)  hei  abiiehmendem 
X  gegen  die  positive  Constante  q  convergirt,  folglich  das  Inte- 
gral (20)  eine  der  aufgestelHen  Definition  entt*prechende  be- 
stimmte liedeutnng  hat.     Die  linke  Seite  von  (23)  erscheint  aber 

als  ein  Produet  der  Factoren    — —  und  ( -; —  ) ,  deren  jeder  von 

qa.'  \im  x) 

irgend  einem  kleinen  positiven  Werth  j;=rf  his  x^^^  endlich 
hleibt,  und  des  Factors  q^T  ,  welcher  ftirO<:Ä<:l  gegen 
die  Nnll,  fllr  ft  =  1,  wie  schon  bemerkt,  gegen  die  positive  Ein- 
heit convergirt,  und  i\lr  1  <  Ä  <:  2  in  einer  solchen  Weise  un- 
endlich wird,  dass  nach  dem  obigen  Satze  die  bis  zu  dem 
Werthe  a'  =  0  ausgedehnte  Integration  erlaubt  i.st.  Mithin  darf 
das  Integral  (21)  unter  der  Voraussetzung  gebildet  werden,  daiss 
die  positive  Grösse  Ä;  einen  kleinern  Werth  als  die  Zahl  Zwei 
erhält. 

Man  wendet  die  Definition  eines  i)estimmtea  Integrals 

(24)  j  fyx)  äx^  lim .  /  fix)  d  x, 

a  n  +  (J 

wo  der  Grenzwerth  der  rechten  Seite  für  eine  gegen  die  NüT 
convergirende  Geisse  d  zu  nehriieii  int,  auch  auf  stdche  F'uiictionen 
an,  die  bei  der  Annäherung  der  Variable  x  gegen  den  hesondem 
Werth  (t  zwischen  zwei  bestimmten  GrOsneu  eingeschlossen 
bleiben,  sich  jedoch  keinem  festen  Grcnz^verthe  nähern.  Wenn 
wieder  mit  a  eine  positive  Ul^er  ()■  liegende  Ori»sse  bezeirhnot 
wird,  so  hat  man 

(25)  ly^^,^^^^  l'}^{^^,i^  ^  f}{x)dx\ 

sobald  nun  der  immej  Ische  Werth  von  f{x)  in  dem  ersten  In 
gral  der  r<3chten  Seite  ftir  ein  noch  so  kleines  d  unter  einer  i 
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fc^timmteu  Grösse  5  Weiht,  »o  ist  der  uumerische  Wertb  des  Inte- 
^ral8  narh  dem  oft  lieimtzten  Satze  unter  der  Grosso  S[t— fJ) 
enthalte»,  die  fUr  ein  hinreichend  kleines  i  beliebig  klein  wird. 
Es  l»edarf  also  in  dem  vorliegenden  Falle  keiner  einsebränken- 
■  ^en  Voraussetzung,  um  zu  scbliessen,  dass  die  linke  Seite  von 
<25)  für  ein  uhnehniendes  d  sieb  einem  Grenzwertbe  nähert,  und 
lim  (lemgemäss  das  Integral  (24)  zu  detinireu.  Ein  Beispiel  der 
«rwähnten  EigenthUmliehkeit  bietet  die  Funetiou 


I 


<26)  sin  - 

ilir  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  V^ariable  x. 
In   Bezug  auf  jeden   Werth   von  x  ifit  die  F^unction  eindeutig, 
«tetig  und  zwischen  der  positiven  und  negativen  Kinheit  einge- 
scbloäseu^  sie  verschwindet  llir  die  positiven  Werthe 
1  1  1 

71  2  7t  i\n 

und  tür  die   gleiehen  negativen,   weehscdt  bei  dem  Dureligange 
durch    diese   Werthe  stets   da.s  \'orzeicheu,    und    erreicht  auch 

iiumer  wieder  die  extremen  Werthe  der  positiven  und  negativen 

Einheit. 


§  74.    Aofdelmiiiig'  der  Oeflultlon  0in«f  Integrral«  auf 
anendlloli  grroite  Integratioii>lnt«r7alle. 


L 

■P  Sobabl  das  Intervall,  fUr  welches  eine  ku  integrirende 
Function  f{sr)  gegeben  ist,  nach  der  Seite  der  positiven  oder 
negativen  Werthe  von  x  helietdg  weit  reicht,  das»  heisat,  soliald 
die  Funetiou  f(x)  üir  unbegrenzt  wachsende  positive  oder  nega- 
tive Werthe  ihres  Arguments  detinirt  ist,  entsteht  die  Frage,  ob 
sich  das  von  cf  bis  (i  genrunniene  Integral 

a 

WO  wieder  ti^a  sein  möge,  einem  festen  Greuzwerth  nähere, 
falls  die  obere  Grenze  {i  algebraisch  wachsend  jede  positive 
Grösse  (Ihertrilft,  oder  die  untere  Grenze  «  algebraisch  abneh- 
mend unter  jede  negative  Grösse  herabsinkt.  Unter  der  Vor- 
aussetgung^  dass  ein  solclwr  Grmztverth  vorJtanäen  istf  7iemd  tnmi 
deiiselbm    hejskhungswfnse    dof:    von  a  bis   +  x,   oder   das   van 
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ITnendlichc  Ausdehnung  de*  Intcgrationsintervalls. 


§  74 


•  00 


die 

(2) 


(3) 


(i  genommene  Integral 
Bejieichmmgen 


der  Function  /"(a?),  und  gebraucht 


ff{x)dx^\\m.ff{x)dx,  (i-- 


:00. 


/« 


■/' 


f{x)  d  X  =11111 .  /  f{x)  dx,  a  =  —  oo . 


Bei  der  im  vorigen  §  angewendeten  geometrischen  Inter- 
pretation geht  die  entsprechende  Aufgabe  dahin,  zu  ermitteln, 
ob  der  Inhalt  de»*  gemessenen  Flächenraumes,  zu  welchem  durch 
unbegrenKtes  FortrUcken  der  einen  Ordinate  immer  neue  Theile 
hinzukommen,  sich  einem  festen  Grenzwerth  nähere  oder  nicht 
Es  werden  jetzt  ßegeln  angeführt  werden,  nach  denen  sich  ge- 
wisse Gruppen  von  Fällen  henrtheilen  lassen. 

(I)  Wenn  die  eu  integrirende  Function  gleich  dem  Produrt 
einer  Function  if  (x),  die  bei  unendlich  wachsendem  x  endlich  bleibt^ 
und  einer  negativen  Potenjs  x~  ist^  so  darf  die  Integration  nach 
der  Variable  x  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden^  wofern  d/r 
Fxponent  —k  algebraisch  unier  der  negativeti  Einheit  liegt. 

Der  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  wird  durch  ein  ähn- 
liches Verfahren  wie  das  im  vorigen  §  angewendete  geführt; 
man  zeigt  die  Mflglichkeit,  die  obere  Grenze  ;i  des  Integrals 

(4)  tx    fp{x)dx 


so  gross  zu  wählen,  dass  der  Werth  des  Integrals 

r^tt  r^-k  /^-i 

j(5)  /  X     q> ix)  dx  =  I  x     (p{x)  dx  -^  f  X     (p{x)  dx 

für  einen  beliebig  grossen  Werth  von  h  von  dem  Werthe  des 
Integrals  (4)  beliebig  wenig  abweicht.  Bei  dem  von  /?  bis  fi+h 
ausgedehnten  Integral,  welches  die  Ditfercnz  von  (4)  und  (5) 
ausdrückt,  Itehält  der  Factor  a:~*  stets  das  positive  Vorzeichen, 
und  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  darf  die  Function  </>(r^ 
niemals  eine  gewisse  Constante  ^  numerisch  Hbertreffen.  Das 
über  den  Factor  x~''  genommene  Integral  hat  den  Werth 


i 


r 


(6) 


§  T^ 


Abnehmen  einer  Potenz. 


441 


dex-^elbe  niusg,  weil  —  A  +  1  vermöge  der  Voraussetzung  eine  ne- 

jif+i 

Bein.     In 


-r 


ßra^ive  Grösse  ist,  kleiner  als  der  Ausdruck  - 

Pöl^^e   des   Satzes  (VllI)    in  §  25    ist   wieder   der   numerische 
^^esir-tli  des  Integrals 


(7> 


dx 


I 


*^^^irÄcr   als    das   Prodnct  der  C4rösse  %  in  den  Werth  von  (6), 
'•^^^-^iin  auch  kleiner  als  das  Product 


fS> 


-fi 


-k+i 


^. 


—  *+l 
1^8   wird    wegen   des    negativen    Exponenten  —k+\ 


ÜiT 


I 


®*^*^*^"»3  hinreichend  grossen  Werth  von  i^  heüebig  klein,  woraus 
*^*-^*  behauptete  folgt.  Für  ein  Fortrücken  der  unteren  Grenze 
**^  ^  »negativ  Unendliche  kann  eine  ähnliche  Betrachtung  ange- 
^^^^1^.  werden;  doch  bedarf  der  Satz  wegen  des  Umstandes  einer 
*~^<^m  fication,  dass  die  Potenz  ^r"*  hei  heliehigeni  Exponenten 
'*^*^*"        -ffttr  positive  Werthe  de«  Arguments  definirt  ist. 

In    dem    gegenwärtigen  Satze   bleibt    für  den  Exponenten 
'        ein   zwischen  0  und  — l    liegender  Werth    und  auch    der 
»*  %h  —  l    selbst   ausgeschlossen ,    da    bei    der  •  Voraussetzung 
'^  ^=1  das  Integral  (*>)  massgebend  ist,  welches  fUrO>  — ä>— 1 
^'^^li   die  obige  Gleichung   dargestellt  wird,   fUr  i  =  — 1  den 
^  <lruek 


x''  dx  =  llogxf '^*=  log  (ß  +  h)  -  lo^fi 
ß 

^.^^-It,  und  in  beiden  Fällen  mit  wachsendem  A  Über  jedes  Mass 
^^^-118  wächst.    Die  betreffende  Eigenschaft  von  fö»)  ist  in  §  Hl 
^^^^^Hlhrlich  erörtert. 

Weil  das  unhestiniimte  Integral  jeder  ganzen  Function  der 

=  ^rationsvariable   selbst    eine  ganze  Function  ist,  und  daher 

wachsender  Grenze    ins  Unendliche   wächst,   so  muss  eine 

'*'"^:*nale  Function  der  Integrationsvariable,  damit  die  Integration 

ein  unendliches  Intervall   erstreckt  werden  darf,  jedenfalls 

.  ^^^2h   einem    echten   Bruche    sein.    Für  einen   solchen  war  in 

^^"^   die  Bezeichnung 
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Anwendung  en. 


§T4. 


r{x)^r^x'-'^r.x-'-\- 


-H  r 


M-1 


(9) 

gebraucht,  und  zwar 

(10)    ' 

fix)  =  a^  x"  +a,  x"~'  4-  . . .  +  a„_,  x  +  a^ 
gesetzt  worden.  Das  Integral  der  Function  (9)  darf  nach  dem 
Satze  (1)  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden,  sobald  r„  =  (», 
oder  die  Zäblerfunction  von  einem  nm  zwei  Einheiten  niedri- 
geren Grade  als  die  Nennerfunction  ist.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  erlaubt  die  Function  (9)  die  Darstellung 


(llj 


n-r) 


<r^X 


a»  +  a, o;  ^  +  ...  -\-  ax " 


wo  der  mit  der  Potena  x~^  muUiplicirte  Quotient  fWr  ein  wach- 
sendes X  gegen  den  festen  Grenzwerth  — —  convergirt,  folglich 

die  Bedingungen  der  in  dem  Satze  vorgesi^hriebeneu  Gestalt 
x~  tp(x)  mit  dem  unter  der  negativen  Einheit  liegenden  Expo- 
ponenten  — 2  erfüllt  sind.  Es  versteht  sich,  dass,  wenn  die 
P^unction  f(x)  ttlr  reelle  Werthe  von  x  verschwindet,  das  unend- 
lich auszudehnende  Integrationsintervall  ausserhalb  der  ilussersten 
von  diesen  Werthen  liegen  muss.  Ein  besonderN  einfaches  In- 
tegral, bei  dem  der  Nenner  einen  um  zwei  Einheiten  niedrigeren 
Grad  als  der  Zähler   bat    und    ftir  keinen  reellen  Werth  von  x 

gleich  Null  wird,  ist  das  folgende,  welches  der  zwischen ^ 


eingeschlossenen  Function  Arcus  tangentis  gleich  ist. 


(12) 


arctg  j:. 


Für  ein  ober  jede  po«itive  Griissc  wachsendes  x  convergirt  die 
vorliegende    umgekehrte   trigonometrische    Function   gegen   den 

Werth    - }  ttir  ein  unter  jede  negative  GröHse  bcrabgehendes  x 

gegen  den  Werth ~ ;    auf  dieae  Weise  entstehen    die  Glei- 

chungeu 


L 


g    T^"  Anwendungen.  i43 

/^.^^  I    dx  7t         I    dx  n 

^^^^  J-ü^''^^'  Jttp — ■2' 

0  0 

wel<3lie  man  za  der  Gleichung 


ver-^itiigen  kann. 

Bit  Hülfe  des  Satzes  (I)  lässt  sich  auch  beurtheilen,  wann 
die    Xxitegration  bei  dem  in  §  69  mit  (6)  bezeichneten  Integral 

J  )fR{x) 

ins  UTnendliche  erstreckt  werden  darf.  Hier  möge  die  ganze 
F'unetion  R{x)  wieder  vom  2/>  +  lten  oder  2i)  +  2ten  Qrade, 
lernöx'   ;F{x)  gleich  einem  rationalen  Brache  sein,  bei  dem  der 

''**^^    ^es  Zählers  in  Bezug  auf  a;  um  p  Einheiten  höher  als  der 
(tes   ^^^enners   ist.    Demnach  ist  F{x)   gleich  dem  Product   der 

otenz   a?  in   eine  Function,   die   sich   für  wachsendes  x  einer 

ons-tante  nähert,  der  Factor     ,.  respective   gleich    dem 

}/B(x) 


2 


*ict  der  Potenz  x  oder  x  ""     in  eine  Function,  die  für 

^■isendes  x  ebenfalls  gegen    eine  Constante   convergirt,   mit- 

^^         -7=  X-s     beziehungsweise   gleich   dem  Product  der  Potenz 

l^M{x) 

sc  ^ 

p  oder  ar*"*^'  in  eine  mit  zunehmendem  x  endlich  bleibende 

'^^tiion.    Der  Satz  (I)   erlaubt,   die  Integration  in  Unendliche 

*^  lehnen,  sobald  respective 

--^^^«C-l,  oder  ^-p  — K-l 


^  2 

V  ',  ^^-s  heisst,  sobald  die  ganze  Zahl  g  einen  unter  der  ganzen 
g  *  ^>  liegenden  Werth  hat.  Dieser  Bedingung  genügt  insbe- 
^  ^^»"^  die  Annahme  einer  ganzen  Function  F(x),  welche  nach 
^1..  ^»^  §69  aufgestellten  Definitionen  fllr  />  =  !  oder  bei  den 
y  '^^^^chen  Integralen  gleich  einer  Constante,  ftir  grössere  Werthe 
0  n  '^  ^®'  ^®^  ^^"  hyperelliptischen  Integralen  der  (/>  — l)ten 
^*^"ti.mg  yom  (p— l)ten  Grade  sein  muss. 
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Wenn  die  niehrfaoh  erwähnte  geonietriscUe  Interpretation 
fUr  die  ira  Satze  (1)  characterisirte  Function  vorgenorameü,  und 
die  Gleichung 

gebildet  wird»  so  folgt  aus  der  zu  einem  Ijeständigen  Wachsen 
von  X  gehörenden  Abnahme  von  y,  dass  sich  die  Curv*e  der 
Abscissenaxe  als  Asymptote  nähert.  Ein  grösserer  Werth 
von  k  bedingt  eine  schnellere  Abnahme  des  Werthes  x~*  und 
daher  eine  stärkere  Annäherung  der  Curve  an  die  Abecis- 
senaxe.     So  lange  Je  >  1   iHt,  reicht  die  Annäherung  aus,    damit 

der  durch  das  Integral  fydx  dargestellte  Flächenraum  bei  un- 
begrenztem Fortrücken  der  einen  Ordinate  endlich  bleibt;  für 
den  VaW  der  Hyperbel,  in  welchem  /?  =  1,  ff'{x)==^\  ist,  hört 
auch  diese  Eigenschaft  auf. 

Mit  dem  Abnehmen  einer  negativen  Potenz  a;~*  tHr  posi- 
tive wachsende  Werthe  von  r.  kann  das  für  dieselben  Werthe 
erfolgende  Abnehmen  einer  Exponeutialfunction  c"""',  bei  der  a 
eine  positive  Constante  bedeutet,  verglichen  werden.  Dass  der 
Werth  der  Exponentialfunctiou  kleiner  wird  als  jede  gegebene 
lirösse,  ist  in  I,  §  lOl  gezeigt  worden;  es  lässt  sich  aber  auch 
beweisen,  äass  der  Quotient  der  Function  e~"^  durcli  die  nega- 
tive Potenz  .i:"''  oder  das  Product 
(16)  e-'^'x" 

hei  positivem  tmcksendeni  x  geijen  die  Nuil  convergirt.  Dieses 
sultat   vermittelt   die  Beurtheilung   einer   zweiten  Gattung  von 
Integralen  in  Betreff  der  unendlichen  Ausdehnung  ihres  Intervalls. 

um  die  über  die  Function  (l(i)  gemachte  Behauptung 
zuerst  ftir  den  Werth  k^^\  zu  rechtfertigen,  setzen  wir  statt 
der  Variable  x  nach  einander  die  Glieder  einer  arithmetischen 
KcihCj  deren  Anfangsglied  po.sitiv  und  kleiner  als  die  Einheit, 
deren  Üifferenz  gleich  der  Einheit  genommen  werde, 
1.17)  l  ^+1,  f  +  2,... 

Dem  entsprechend  bilden  die  Werthe  der  Function  e"*'  etoc 
geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  «"";  die  zu  untersuchende 
Function  erhält  die  Werthe 
(lö)     .--'s,  c--'«*»(|+l),   «-«*«(|  +  2),...e-«*"(S+<),.." 


VA«      T 


\ 


l_ 


1) 


§  74.      VergleichuQg  einer  Potenz  und  einer  Exponentialfunction. 

Indem  mnn  Jeden  Wertli  durcb  den  vorJiergebenden  dividirt, 
entstehen  respective  die  Ausdrücke 

<->  -•et').-(m)-iii^)-- 

Hier  ist  der  Factor  c~"  gleich  einem  positiven  echten,  der  andere 
^'**^*^***''  t^#__i  ~  ^  **"  y  .  i__,    gleich  einem  [)08itiren  uneehtou 

llniche,  welcher  mit  zunehmendem  Zeiger  i  fortwährend  al>- 
uimmt  und  der  Einheit  beliebig  nahe  kommt.  Deshalb  kann 
man  dem  Zeiger  einen  m  grossen  Werth  t  beilegen,  dass  das 
Product 

fUr  1=0,  wo  es  w^  hciäsen  möge,  und  daher  auch  lllr  jeden 
positiven  Werth  von  |  kleiner  als  die  Einheit  iwt.  Die  Aus- 
drücke in  (19),  welche  den  i^ämmtlichen  folgenden  Zeigen« 
t  +  1,  t  +  2, . .  entsprechen,  sind  kleiner  als  (20)  und  daher  eben- 
falls unter  der  Einheit  gelegen.  Nun  liisöt  öieh  ein  beliebiger 
Fuuetionswerth  aus  (18),  bei  dem  die  Zahl  i  grÜBser  als  t  ist, 
80  umformen 

Hier  ist  der  Functionswerth  e~''^'"*"*~"(^  +  t  — 1)  für  jeden  zwi- 
schen 0  und  1    liegenden  Werth   |  kleiner  als    die  durch  Ver- 
grösserung  der  beiden  Bestaudtheile  erhaltene  Grosse 
(22)  c-"''-"!, 

der  nik'hste  Factor  vermöge  (20)  gleich  w,  jeder  der  auf  diesen 
folgenden  kleiner  als  ct.  Mithin  ist  das  Product  aller  /  —  t  +  l 
Facto ren  kleiner  als  die  ebenso  hohe  Potenz  von  (t*,  und,  weil  w 
fllr  jeden  vorkommenden  Werth  von  ^  kleiner  als  die  nach  der 
Voraussetzung  unter  der  Einheit  befindliche  Gri^sse 

-«     t 


(23) 


t"l 


=  w« 


ist,   auch   kleiner   als   die  gleiche  Potenz  von  tiß„.    So  entsteht 
die  Ungleiehbeit 


(24) 


e 


,-»u+iy 


i^+i)- 


■.e'""'-'\uC^'; 


auf  der  rechten  Seite   überschreitet  der  zu  dem  echten  Bruche 

w"  gehörende    rotenzexjjonent   t  — 1+1    mit    wachsender   Zahl 


1^ 


440         Vergleichung  einer  Potenz  und  einer  Exponentialfunctiou. 


t  jede    Grösse.      Damit    erhält   die  Potenz  vj[   "*■  ,  imd  folglicb 

auch  ihr  mit  der  festen  Grösse  e~"*'~'*t  genommenes  Pro- 
duct  einen  beliebig  kleinen  Werth ,  und  dieser  ist  gri^sser 
als  der  auf  der  linken  Seite  von  (24}  mit  eine»)  /AviscUen  0  und  1 
beliebig  angenoniiuenen  Werthe  von  |  und  der  wnehsenden 
ZahU  gebildete  Funetionswerth  e~''^"*''\^+ t).  Weil  nun  £+f 
jeden  auf  irgeod  eine  Art  v%achsenden  Werth  des  Argumenta*  r 
ausdrückt,  so  ist  erwiesen,  dass  die  Function  e~^^x  itir  positive 
über  jede  Grenze  zunehmende  Werthe  von  x  gegen  die  Null 
eonvergirt. 

Dass  die  Function  (16),  in  welcher  k  einen  beliebigen  po- 
sitiven Werth  bedeutet,  dienet be  Eigenschaft  bat,  folgt  damus, 
dass  die  mit  den  gegebenen  [msitiven  Werthen  a  nnd  k  dar- 
gestellte Function 


I 


(25)  e        X 

nach  dem  so  eben  begründeten  Satze  t\lr  ein  positives  wachsen- 
des ar  unter  jede  noch  so  kleine  Grijsse  fällt,  diiss  durch  Erhe- 
bung von  (25)  auf  die  Ä*te  Potenz  die  Function  (16)  erzeug 
wird,  und  dass  das  Resultat  der  Erhebung  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  auf  eine  Potenz  von  bestimmtem  positiven  Exponeaten 
ebenfalls  eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.     Das  znletzt  genannte 

Lemma  ist  in  §9  für  einen  Exponenten  — >   bei    dem    n   eine 

positive  ganze  Zahl  darstellt,  bewiesen  und  auf  positive  rationale 
Exponenten  ausgedehnt;  dasselbe  kann  auch  leicht  auf  einen 
beliebigen    positiven    Exi>onenteu    tibertragen    werden.     Wenn 

nämlich  —  einen  rationalen  Bruch,    der  unter  dem  gegebenen 

positiven  Werthe  k  angenommen  ist,  und  o  einen  unter  der  Ein- 
heit   liegenden  Werth    bezeichnet,    so    gilt    nach    I,  §  \(M\   die 

m 

Ungleichheit  q''  <.  q"  .     Sobald    daher  unter    gewissen   Bedin- 

gungen  e"  beliebig  klein  wird,  so  muss  g  ebenfalls  beliebig 
klein  werden,  woraus  sich  das  Gesagte  ergiebt. 

Die  nachgewiesene  Eigenschaft    der  Function  (16)  erlaubt 
ZHiiUchst  einzusehen,  dass  das  über  dieselbe  zwischen  zwei  po- 


^ 
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sitiven  Werthen  «  und  ß  genommene  Integral 

(26)  Jr^'x^dx, 

wo  a  eine  positive  von  Nnll  verschiedene,  k  eine  positive  oder 
verschwindende  Constante  bezeichnet,  bei  stets  wachsender  oberer 
Grenze  gegen  einen  festen  Werth  convergirt.  Denn  man  kann 
die  positive  Grösse  a  immer  als  die  Summe  von  zwei  positiven 
Grössen  b  und  c  betrachten,  mithin  dem  Integral  (2G)  die  Gestalt 
geben 

(27)  Je^'€-"x^äx, 

a 

and  die  Integration  wieder  von  a  bis  zn  einem  festen  Werthe  /9, 
dann  von  ß\i\%  ß-\-'h  fUhren.  Der  Factor  e~"x''f  welcher  mit 
wachsendem  x  beliebig  klein  wird,  bleibt  ftir  alle  über  einer 
gewissen  Grösse  ^  liegenden  Werthe  von  x  kleiner  als  eine 
feste  Grösse  (£;  indem  ß  grösser  als  ^  gewählt  wird,  gilt  diese 
Eigenschaft  für  das  ganze  von  ß  bis  ß  +  h  ausgedehnte  Inter- 
vall. Da  der  andere  Factor  e~*'  stets  positiv  ist,  so  liegt 
der  Werth  des  von  ß  \A%  ß  ■¥h  erstreckten  Integrals  vermöge 
des  oft  angewendeten  Satzes  unter  dem  Product  der  Grösse 
(S  in  das  auf  c~*'  bezügliche  Integral 

(28) 


c-'^-e-*^^*^ 


dessen  Werth  für  jedes  positive  h  kleiner  als  die  Grösse  — - — 
ist    Daher  besteht  die  Ungleichheit 

(29)  e-^e-^'x^dx-^-^^, 

wo  der  Factor  e~*'^  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  ß 

so  klein  wird,   dass   auch    sein   mit  dem  festen  Quotienten  -r- 

gebildetes  Product  unter  jeder  gegebenen  Grösse  liegt  Also  lässt 
sieb  die  Grösse  ß  so  einrichten,  dass  der  Werth  des  Integrals 
[27),   wie   gross   auch  /^  +  A   gemacht  werden   möge,  von  dem 
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§74. 


Integral,   das    über   dieselbe   Function  von  a  bis  {i  ausgedehnt 
ist,  iiui  beliebig  vveni^  al)weiclit,  und  das  war  behauptet  worden, 

Eine  genau  eutsprechende  Betrachtung  gilt  für  die  Inte- 
gration des  Products  au8  der  FuiR-tioit  (Iti)  und  einer  Function 
tp(x),  welche  für  pn&itivc  Über  jedes  Mass  wachsende  Werthe 
von  X  innerhalb  bestimmter  Grenzen  bleibt,  and  liefert  den  fol- 
genden Satz : 

(II)  Wenn  die  eu  integrirendc  Function  gleich  dem  Product 
cifur  Function  (f(x),  tcelcfte  bei  positiven  unendlich  wachsenden 
Werthen  von  x  gewvise  Grenzen  niciU  üherschrätd,  und  einet 
Ausdrucks  e~^'  x  ist,  in  dctn  a  eine  positive  von  NuU  ve 
dene,  Je  eine  positive  oder  verschwindende  Constante  bedeulet, 
darf  die  Integration  nach  der  Variable  x  auf  positiv 
wachsende  Werf  he  erstreckt  iverden. 

Die  Untersuchungen  des  gegenwärtigen  und  des  vorigen  i? 
glehen  m  einander  in  naher  Beziehung.  Falls  in  dem  obigen 
Integral  (7)  statt  x  eine  neue  Variable 

(30)  y^^ 

eingeführt  wird,  so  geht  dasselbe  nach  dem  mitgeth eilten  Ver- 
fahren in  das  Integral 


1 


tlber.     Die  untere  Grenze  des  Integrals 


1 


ß  +  h 


'hf 


nähert    sich 


beständig  wachsendem  h  der  Null,   die  Function  ^1  —  j  bleibt 

nach  der  Voraussetzung  irameT  endlich,  der  Exponent  k — 2  der 
Grösse  y  ist  ein  negativer  echter  Bruch.  Es  liegt  also  ein  In- 
tegral vor,  das  mit  dem  Integral  (8)  des  vorigen  §,  auf  welche* 
der  dortige  Satz  gegründet  ist,  übereinstimmt.  Die  obige  Func- 
tion (16)  verwandelt  sich  durch  Substitution  einer  neuen  Variable 
(32)  ^  =  e-', 

die  tUr  einen  positiven  unendlich  wachsenden  Werth  von  r 
gegen  die  Null  eonvergirt,  und  durch  welche  a:  vernj5ge  der 
Gleichung 
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(33)  x  =  \osy 

ansgedrttckt  wird,  in  die  Fnnction 


(34) 


'(-t)- 


V— * 


In  der  zweiten  Darstellung  nähert  sich  bei  der  gegen  die  Nnll 
gerichteten  Abnahme  des  positiven  n  sowohl  die  im  Zähler  befind- 
liche positive  Potenz  von  e  wie  auch  die  im  Nenner  stehende 

negative  Potenz  von  log  -  der  Null,   und   zwar  geschieht  dies 

z 

wegen  der  vorhin  ftlr  die  Fnnction  (10)  nachgewiesenen  Eigen- 
schaft in  der  Weise,  dass  der  Quotient  gegen  die  Null 
convergirt  Man  sieht  also,  dass  sieh  eine  Potene  von  e^  deren 
Exponent  irgend  eine  wenn  auch  Icleine  positive  Grösse  istj 
stärker  der  Null  nähert  als  eine  negative  Potenz  der  Function 

log  — .    Wendet  man  die  Substitution  (32)  auf  ein  Integral 

(35)  I  e-" x" q>{x)  dx 

an,  das  unter  den  Bedingungen  des  Satzes  (II)  iHr  einen  an- 
gemessen gewählten  Wcrth  ß  und  einen  ohne  Endo  wachsenden 
Werth  ß  +  h  numerisch  beliebig  klein  bleibt,  so  entsteht,  weil 

(36)  -^5-  =  -l 
ist,  das  Integral 

(37)  /^-'(logM\(log|)öf^, 

in  welchem  die  untere  Grenze  c~^'***^  gegen  die  Null  conver- 
girt, der  Exponent  a—\  zwischen  —  1  und  +  oo  mit  Ausschluss 
der    negativen    Einheit    liegt,    der   Exponent    Ic   positiv    oder 

verschwindend  ist,  und  die  Function  y  ( log  —  J  bei  der  Annä- 
herung von  z  gegen  die  Null  endlich  bleibt.  Somit  folgt  aus 
dem  Satze  (II-)  die  Berechtigung,  bei  dem  zugehörigen  Integral 

(38)  p-'(\o^\)^{\^^\)dz, 


UpMdüti.  Anüyal«  II. 
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auch  wenn  der  Expoutnt  a  —  l  g^leich  einem  negativen  echtet 
Rniclio  ist  und  dailurcli  die  Function  für  ^=  0  unendlich  gross 
wird,  die  Intcgrati^on  bis  zu  dem  Werthe  e  =  0  aiiszudebncQ. 
Durch  dieses  Ergebniss  wird  die  im  vorigen  §  aufgestellte  Re^el 
erweitert. 


§  76.   Dlfferentl&tloii  eln«i  bettlnunten  Integrals  naob  einar 
VOD  den  Integratlonigreaz«!!  ttnabb&ngig-eu  QrÖise. 

In  dem  Satze  (VII)  des  §  25  wird  gelehrt,    dass  der  Dlf- 
ferentialqantient    eines    von    «    bia   ß    ausgedehnten    Integrals 

f(x)dsc^   nach   der   oberen    Grenze  ß  genommen,  gleich    dem 


ß' 


Fnnctionswerth  f{ß),  nach  der  unteren  Grenze  c  genommen, 
gleich  dem  negativ  gesetzten  Functionswcrth  f{a)  ist.  Für  die 
Integrale  viMi  Functionen,  die  ausser  der  Integratiousvariable  x 
noch  eine  nnabhängig  veränderliche  GriiBse  oder,  wie  man  7.n 
sagen  pflegt,  einen  Parameter  r.  enthalten,  macht  sich  bis- 
weilen das  Bedürfniss  geltend,  eine  Differentiation  in  BcKug 
auf  diesen  letztern  auszuführen.  Wir  bezeicFmen  die  betreffende 
Function  mit  f(x,c),  und  betrachten  das  von  «  bis  ß  erstreckte 
Integral  derselben  als  den  Grenzwerth  des  nach  der  Vorschrift 
des  §  20  gebildeten  Summenausdtucks 

(1)  f{x^,c)  (x,-x^)  +/*(fl:,,  c)  ix^'-■x,)  +  ,..+f(x^_^,c)  (x^-x^_;), 
wo  3^„=«,  x^^ß  ist  und  die  Werthe  x^,  a;„  ar^, .. .  .t^  der  alge- 
braischen Grösse  nach  auf  einander  folgen.  Die  Differentiation 
von  (1)  nach  c  geschieht  in  der  Weise,  dass  die  der  Zunahme 
von  c  ttm  Je  entsprechende  Diiferenz  von  (1)  durch  Je  divi- 
dirt  und  der  zu  einem  stete  kleiner  werdenden  Je  gehörige 
Grenzwerth  des  Quotienten  aufgesucht  wird.  Wenn  a  die  Reibe 
der  Zahlen  0,  1,  2,..  .«^1  durchläuft,  so  hat  man  in  demsel- 
ben  Umfange  die  Summe  der  Quotienten 

/"(.T^.c+.lü)  — /■(."!:„  c) 

(2)  — ,1       '''\^...~^J 

zu  nehmen.  Nun  wird  voransgesetzt,  dass  der  ftlr  die  Function 
f(x^,c)  gebildete  Diiferenzenquotient,  sobald  Je  der  Null  ge- 
nähert   wird,    gegen   einen    bestimmten    Grenzwerth,   den    jmit- 


I 
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^iellen  DiflFerentialqnotienten  — x^ —  convergire,  und  dass  ausser- 

o  C 

^em  in  der  Gleichung 

/(*»»  O  +  ^C)  -fi^)         ^n'a>c) 

iß) =  — r +  m 

die  Grösse  m^  bei  einem  hinreichend  kleinen  Je  für  jeden  vor- 
kommenden  Werth  von  a:«  numerisch  unter  derselben  bdiibig  kleinen 
Grösse  /i  liege.  Hieraach  ist  die  von  a  =  0  bis  a  =  «— 1  aus- 
zudehnende Summe  des  Ausdrucks  (2)  gleich  dem  Aggregat  der 
beiden  Summen 

jt— 1  df(x  ,  c)  *— 1 


0 


Die  erste  derselben  verwandelt  sich,  da  /"(ar,  c)  und  — \  '      als 

eindeutig^    endlieh   und  stetig    vorausgesetzt   werden,   für    eine 

wachsende   Zahl  n   und   abnehmende   Intervalle   der   zwischen 

df(x  c) 
a  und  ß  eingeschalteten  Werthe,  in   das  Ober      \        nach  der 

de 

Variable  x  von  «  bis  (i  auszudehnende  Integral.  Die  zweite 
Summe  hat  vermöge  der  über  die  GrOssen  m^  getroffenen  An- 
nahme einen  Werth,  welcher  für  ein  hinreichend  kleines  Je 
numerisch  unter  dem  Prodnct  der  beliebig  kleinen  Grösse  ft  in 
die  Differenz  ß  —  a  liegt;  die  letztere  ist  nach  einer  häufig  be- 
nutzten Bemerkung  gleich  dem  Werthe  der  Summe  der  vorhan- 

»—1 
denen  Differenzen  ^  i^a+}'~^a^'    ^®'  gesuchte  Diflferentialquo- 

tient  des  durch  die  Summe  (1)  vertretenen  Integrals  wird  des- 
halb folgendermassen  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt 

djfias.cjdx  ^ 

(5)  -.^—-^y-ÄL,,. 

a 

Diese  Gleichung  enthält  die  Regel,  dass  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  der  Di/ferentialquotient  eines  Integrals  nach  einer 
Von  den  Integrationsgreneen  unabhängigen  Grösse  c  erhalten  wird, 
indem  man  zuerst  die  eu  integrirende  Function  nach  der  Grösse  e 
differentiirt  und  dann  das  Ergebniss  in  Besug  auf  die  Variable  x 
Zwischen  den  vorge8chrie1)eneti  Grenzen  integrirt. 
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Die  Integration  einer  Function  fix,  c)  nacb  x  zwischen  den 
Grenzen  «  und  ßt  und  die  DiflFerentiation  nach  der  Grosse  r 
sind  zwei  verscbiedeue  Greiizprocesse;  zufolge  der  aufgestellten 
Regel  entstellt  dasselbe  Resultat,  sobald  entweder  zuerst  die 
Integration  und  hicranf  die  Differentiation,  oder  Äuerst  die 
Differentiation  und  hierauf  die  Integration  vorgenommen  wird. 
In  gleicher  Weise  bezieht  sich  das  allgemeine  Theorem  des 
§  72  auf  die  beiden  Grenzprocease  der  Summation  und  Inte- 
gration, und  lehrt  eine  Bedingung  kennen,  unter  welcher  die 
Reihenfolge  dieser  Gren74)roce.*«8e  mit  einander  vertauscht  wer- 
den darf.  Für  das  auf  der  rechten  »Seite  von  (5)  vorgeschrie- 
bene Verfahren  wird  der  Namen  der  Diffh-entiathn  unter  dem 
Intcgralsekhün  gebraucht.  Mit  Hülfe  der  in  den  beiden  letzten  § 
gegebenen  Definitionen  lUsst  sich  dieses  Verfahren  unter  gewis- 
sen Bedingungen  auch  auf  solche  Fälle  übertragen,  in  denen 
die  Function  /*(x,  c)  unter  dem  Integralzeichen  unendlich  wird, 
oder  das  Intervall  der  Integration  eine  unendliche  Ausdehnung 
erhält.  Doch  koniiut  es  auch  vor,  dass  die  für  die  Berechti- 
gung des  Integrals  f  f{x^  c)  dx  nothwendigen   Voraussetzungen 

a 

erltlUt,  dagegen  die  fllr  Berechtigung  des  Integrals  /    *;-—dx 

•  '  «7  1? 

ti 

nothwendigen  Voraussetzungen  nicht  crfllllt  sind.  Unter  diesen 
Umständen  niuss  geschlossen  werden,  dass  der  nach  c  zu  neh- 
mende Differentialquotient  des  ersten  Integrals  durch  die  Aus- 
führung einer  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nicht 
dargestellt  werden  könne,  und  es  bedarf  einer  speciellcn  Unter- 
suchung, um  zu  entscheiden,  ob  die  bezeiehnote  Diftereutiatioo 
des  ersten  Integrals  auf  einem  andern  Wege  ausführbar  oder 
Überhaupt  nicht  zu  bewerkstelligen  sei. 

%  76.    Aufl^ezelolmet«  bestimmte  Zntegral«. 

Bei  der  Delinition  eini'.s  bestimmten  Integrals  wnnle  vor- 
auHges^etzt,  tiass  die  Grenzen  desselben  inncrliall)  des  Intervall«, 
fllr  welches  die  zu  integrircnde  Function  gegeben  Ist,  belichif^ 
gewühlt  werden  dürfen.  Durch  eingehende  Beschäftigung  mit 
diesem  Gegenstande   hat  sich  nun   herausgestellt,  dass  gf^wiiwe 
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bestimmte  Integrale,  deren  Integrationsgrenzen  für  die  betreffende 
Fonction  eine  besondere  Bedeutung  haben,  eine  ausgezeichnete 
Stellung  einnehmen.  Zu  den  Integralen  solcher  Art,  welche  in 
einem  engeren  Sinne  bestimmte  Integrale  genannt  werden,  ge- 
hören die  beiden,  vermittelst  deren  in  §  73  und  74  die  Zahl  n 

dargestellt  ist.    Für  die  Function  —;= —  des  einen  schliessen 

die  negative  und  positive  Einheit  das  Intervall  ein,  innerhalb 
dessen  die  Function  reell  bleibt;  bei  einer  Annäherung  an  die 
extremen  Werthe  wird  sie  unendlich  gross,  jedoch  so,  dass  die 
Ausdehnung  der  Integration  bis  zu  diesen  Werthen  noch  ge- 
stattet ist.    Dagegen  darf  die  Function  ,7-7   des  andern  über 

das  ganze  Gebiet  der  reellen  Werthe  von  —  oc  bis  00  integrirt 
werden.    Insofern  gelten  die  Integrale 

(1) 

—I 


(2) 


/dx 
-I 


als  ausgezeichnete  bestimmte  Integrale.  Da  jede  der  vorliegen- 
den Functionen  fUr  x  und  —x  denselben  Werth  annimmt, 
und  deshalb,  von   der   unteren  Grenze  bis  Null,  ujid  von  Null 

bis  zu  der   oberen  Grenze   integrirt,   das   gleiche  Resultat  — 

liefert,  so  gehören  hierher  auch  das  erste  Integral  von  —1  bis 
0,  und  von  0  bis  1  ausgedehnt,  das  zweite  Integral,  von  —  00  bis 
0  und  von  0  bis    00  ausgedehnt. 

Andere  ausgezeichnete  bestimmte  Integrale  treten  bei  der 
Integration  der  trigonometrischen  Functionen  hervor.  Die  Func- 
tionen cos  X  und  sin  x  sind,  wie  in  I,  §  103  erörtert  ist,  perio- 
dische Functionen  ihres  Arguments  mit  der  Periode  2/t;  wenn 
man  daher  durch  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
zeichnet und  den  Cosinus  und  Sinus  des  ganzen  Vielfacfien  mx 
bildet,  so  gelten  die  Gleichungen 

(3)  cos  m{x  +2  7t)  =  cos  ma;, 

(4)  sin  m  {x  +  2  n)  =  sin  mx ; 
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in  Fül^e  derselben  siod  cos  mx  und  täin  mje  ebeufalb  periodinche 
Functionen  des  Arguments  x  mit  der  Periode  2rf.  Man  setze 
nun  in  den  Gleicliunf^en  (5)  und  (6)  des  §  71  statt  der  Con- 
stantc  h  die  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  my  und  leite 
ans  den  da«elbst  angegebenen  unbestinimten  Integralen  die  be- 
Btinimten  ab»  welche  sich  von  einem  beliebigen  Werth  i  bis  zu 
dem  um  2/t  grösseren  Wcrthe  f  +  2;f  eristrecken,  indem  man  von 

den  betreffenden  Ansdrückeu ~  und die    Diffe- 

m  m 

renz  der  zu  .t.  =  £  und  j;^|  +  2/r  gehörigen  Werthe  nimmt;  da 

diese  nach  den  obigen  Gleichungen  \'-S)  und  (4)  vür«ehwindet,  so 

entstehen  die  hcätimniten  Integrale 


(5) 


(6) 


^^■^Ifl 


I  co%mx  dx  —  U, 
sin  mx  dx  =  0, 


Fllr  m  =  0  ist  cos  wx  gleich  der  Einheit,  sin  m.zr  gleich  Null, 
80  daöö  alsdann  das  erste  Integral  den  Wertli  2;f  erhält,  das 
zweite  verschwindend  bleibt.  Vermittelst  desselben  Prlncips 
kann  man  aus  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  des  angeführten 
§  71  SehiUsse  ziehen,  sobald  ftlr  h  eine  ganze  Zahl  w,  für  c 
eine  ganze  Zahl  M  gesetzt  wird,  die  beide  der  Kintaehheit  halber 
als  nicht  negativ  angenommen  werden.  Es  finden  sich,  wofern 
m  und  «  von  einander  verschieden  sind,  die  Gleichungen 

(7)  /  cos  mx  cos  nx  dx  =  0, 


(8) 


,;+-2^ 


sin  mx  sin  nx  d^'  =  0^ 


und    Itlr    irgend    zwei    diffcrente  oder  gleiche  Zahlen  m  und  i» 
kommt 

(9)  /  sin  mx  cos  nx  dx^^  0. 

c 

Dagegen  erhalt   man   ttlr  jede  von  der  Null  verschiedene  Zahl 

m  die  Gleichungen 


I 


j 
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(10)  /(cos  mxf  dx  =  7r, 

r 

(sin  mxf  dx  =  ?/, 

während   bei   dem  Werthe  m  =  0  da»  Integral  (10)  gleich  %7t, 
das  Integral  (11)  gleich  Null  wird. 

Um  die  Aasbildung  der  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen im  engeren  Sinne  hat  sich  Euler  ganz  besondere  Ver- 
dienste erworben.    Nach  ihm  heisst  das  Integral 

(12)  v(a,c)=/y"-'(l-3,r'<ly, 

0 

in  welchem  a  und  c   positive  Gonstaüten  bedeuten,  ein  Euler'- 
sches  Integral  der  ersten  Gattungj  das  Integral 

(13)  r(k)  =  fhe''-'de, 

0 

WO.Ä  eine  positive  Constante  bezeichnet,  ein  Euler' sches  Intc- 
grdt  der  ewciten  Gattung.  Bei  dem  erstem  wird  die  zu  inte- 
grirende  Function,  falls  a  und  c  echte  Brüche  sind,  ftir  ^  ==:  0 
und  für  y=l  in  einer  solchen  Weise  unendlich,  dass  nach  §  73 
die  Ausdehnung  bis  zu  diesen  Grenzen  gestattet  ist.  Das  gleiche 
gilt  bei  dem  zweiten  Integral  für  die  untere  Grenze  s  =  0,  wo- 
fern k  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  die  unendliche  Ausdehnung 
des  Intervalls  wird  durch  den  Satz  (II)  des  §  74  gerecht- 
fertigt. Wir  begnügen  uns,  hier  nur  wenige  Eigenschaften  der 
■ßWer'schen  Integrale  mitzntheilen. 

Das  Integral   der  ersten  Gattung  bleibt  bei  der  gegensei- 
tigen Yertauschung  der  beiden  Argumente  a  und  c  ungeändert. 
Oenn  durch  Anwendung  der  Substitution 
Cl4)  y  =  l-^ 

Seht  die  Function  /"'(1-y)'"^  in  (l  —  ^r)""*^«-*,  das  Differen- 
tial dy  in  —de  über,  die  untere  Grenze  wird  gleich  der  Ein- 
fcieit,  die  obere  gleich  der  Null,  und  bei  der  Vertauschung  der- 
selben verwandelt  sich  das  Integral  nach  dem  Satze  (V)  des 
^  25  in  den  entgegengesetzten  Werth.  So  ergiebt  sich  die 
Oleicbiing 
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i-n. 


('S)  fy'-'O  -!/)"'  äy=f\l-.r  •  /-'  ,h 


deren  linke  Seite  fxleicli  cf(a,  c"),  deren  reclite  i;ieifh  ff(c,a)  i?t~ 
Man  kaun  ferner  den  Wcrth  eine«  Intepjrals  tf{a,c}  mit  Iteüebigren 
Ar|,^itnicnteu  auf  ein  Integral  zurliektuliren,  dessen  beide  Argu- 
Diente  positive  echte  Hrtlche  sind.     In  dem  lotepjral 


(lö) 


fp  (a,  c  +  1)  =  /  /  '  (1  —yf  dy 


fl-i 


i«t  der  Factor  //  *  gleich  dem  nach  ?/  genouinienen  Differeutial- 
quotienteu  der  Function  ?  so  dass  nach  (III)  des  §  25  durch 
theilweisc  Integration  die  Gleichung 


I 


(1 


7)  fr\^-y)  '«»  =  [{(1-/')'],'  +  «/j'"" -yr'dy 

u  u 

entsteht.    Hier  veri«chwindet  die  mittelst  der  eckigen  Klaminer 

a 

angedeutete  Differenz,  weil   die  Function  '    {\—yf  sowohl  für 

y=rO  wie  aiielj  fUr  y  — 1  gleich  Null  wird,  ludern  da«  Inte- 
gral der  linken  Seite  durch  Ablösen  eines  Factors  1  —  ^  ab  das 
folgende  Aggregat  dargestellt  wird 

(18)  //-'  (1  -y)'dy=f,r\\-,j)-\l.j-/s\\  -yr'dy, 

n  ()  0 

hat  man  also  die  beiden  Relationen 

(lü)  'f  (a,  c  -f  1 )  =  <3P  (a,  c)  -  ff  (a  +  1,  c) 


—  <]p  (a  4-  1,  c) 


<jp(a,c-f  1)  = 

aus  denen  die  Reductionsformeln 

(20)        fp{a^U)=-^^fp{a,c\ff{a,c-^\)^-^tp{a,e) 

folgen.  Mit  Illtlfc  derselben  lässt  sich  zuerst  das  eine,  dann  da» 
lindere  Argument  eines  gegebenen  Integrals  unter  die  positive  Ein- 
heit herabdrUcken.  und  auf  diese  Woinc  der  hcÄeichnete  Zweck 
erreichen.  Sobnld  die  beiden  Argumente  gleich  rationalen  ßrliebcn 
sind,  ist  das  Integral  der  zweiten  Gattung  das  Integral  einer 
algebraischen    Functieyn.     Unter   der   Voraussetzung  c=l    ver- 


i 


1  1 


§  76.  Euler'sche  Integrale.  4&7 

schwindet  der  Exponent  des  anter  dem  Integralzeichen  in  (12) 
befindlichen  zweiten  Factors,  die  unbestimmte  Integration  ergiebt 

die  Function  -->  und  durch  EinfUhrung  der  Grenzen  kommt 

(21)  ^(<,,l)=/y— dj,=  ±. 

0 

Für  die  speciellen  Werthe  a=-ic=j^   bewirkt  die  Substitu- 
tion y  =  «»,  dass 

(22) 

ü  0 

wird.    Das  transfonnirte  Integral  fällt  alsdann  mit  dem  obigen 
Integral  (1)  zusammen,  woraus  die  Gleichung 

(23)  t(|.    j)=- 

entsteht. 

Auch  das  JEWer'sche  Integral  der  zweiten  Gattung  von 
beliebigem  Argument  erlaubt  eine  Reduction  auf  ein  Integral, 
dessen  Argument  einen  unter  der  Einheit  und  über  der  Null 
liegenden  Werth  hat.  Betrachtet  man  in  der  Darstellung  (13) 
den    Factor   ä*~*    wieder    als    den    Differentialquotienten    der 

Function       »   so  entsteht  durch  theilweise  Integration  die  Glei- 
chung 

(24) 


fr.-^äs^[e-i]\if?.^ä.. 


Nun  hat  die  durch  die  eckige  Klammer  angedeutete  Differenz 

e  '/ 
ebenfalls  den  Werth  Null,   da   der  Ausdruck  —- —  für  ^=0 

k 

wegen  der  positiven  Potenz  ^e*  und  lllr  positive  wachsende 
Werthe  von  -sr  vermöge  eines  in  §  74  bewiesenen  Satzes  ver- 
schwindet.   Mithin  folgt  aus  (24)  die  Gleichung 

(25)  I{k+  1)  =  Ä;/'(Ä;), 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  jede  /*  Function  auf  eine 
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andere  zurückgeführt  werden  kann,  bei  welcher  das  Argament 
zwischen  0  und  1  liegt.    Für  das  Argument  k  =  l  kommt 

(26)  n\)^fe^'dz. 

0 

Weil  die  Ausführung  der   unbestimmten  Integration  den  Werth 

—  e~*  liefert,  der  für  -sf  =  0  gleich  der  negativen  Einheit,  für 
ein  positives  unendlich  wachsendes  e  gleich  Null  ist,  so  findet 
sich 

(27)  /'(1)=1. 

Vermöge  der  Gleichung  (25)  nimmt  also  die  Function  /'(fc) 
für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  k  den  Werth 

(28)  /•(Ä;)  =  1.2.3...(^'-l), 

oder  den  Werth  des  Products  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis 
(Ä;— 1)  einschliesslich  an,  welcher  in  I,  §  46  {k—l)FacHUät 
genannt  und  mit  {k — 1)!  bezeichnet  worden  ist.  Mit  Rück- 
sicht auf  diese  Eigenschaft  hat  Gattss  in  der  schon  erwähn- 
ten Abhandlung    disquisitiotics  generales   circa  seriem  it^nitam 

1  +  — -  x+ ...  Itir  die  Function  l '(x)  die  Charakteristik  11  eines 
Y 

Products 

r{k)  =  II(k-  1) 
angewendet. 

Neben  den  ganzzahligen  Argumenten   hat   das  Argument 

-  für  die  /'Function  eine  hervorstechende  Bedeutung.  Bedient 
man  sich  bei  dem  in  (13)  dargestellten  Integral  ^(x)  der  Sub- 

stitution  5  =  0;*,  SO  wird  £r  de  =  2dXj  und  es  entsteht  die 
Umformung 


(29) 


ac  OD 

I  e    e    ^  de=2  I  e     dx. 


0  0 

Da  ferner  das  neue  Integral,  von  —  c»  bis  0  und  von  0  bis  oc 
genonmien,  denselben  Werth  liefert,  so  kann  der  Factor  2  fort- 
gelassen, und  statt  dessen  von  — oo  bis  oo  integrirt  werden, 
woraus  der  Ausdruck 


§  77.  Potenzrethen  und  trigonometrische  Reihen.  4fi9 

(30)  /•Q)  =  /«-"da; 

OB 

hervorgeht    lu  §  92  wird  bewiesen  werden,  dass  dieses  Integral 
gleich  der  positiven  Quadratwurzel  aus  der  Zahl  7i  ist. 


Gapitel  X. 

Darstellung  von  Functionen  durch  trigonometrische 

Reihen. 

§  77.    gmamwnh>ng  iwisohsn  Pottnirrthwi  und  trlgoao- 
mctrlsolMB  »•th»B. 

Bei  der  allgemeinen  Erörterung  der  Potenzreihen  in  I,  §  107 
hat  sich  für  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable  e  geordnete 
Reihe,  deren  Coefficienten  reell  sind,  gezeigt,  dass,  wenn  statt 
z  die  complexe  Grösse  x-{-iy  gesetzt,  die  letztere  aber  mit 
Hülfe  des  absoluten  Betrages  r  und  eines  innerhalb  einer 
Kreisperipherie  eindeutig  bestimmten  Winkels  ^  in  die  Gestalt 

(1)  a;  +  ty  =  r (cos ^  +  «sin  ^) 

gebracht  wird,  nach  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären 
der  reelle  Theil  der  Reihe  die  Cosinus  der  auf  cinanderfolgen- 
den  ganzen  Vielfachen  von  ^,  der  imaginäre  Theil  die  Sinus 
der  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen  desselben  Winkels 
enthält.  Betrachtet  man  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable 
z  fortschreitende  Reihe,  deren  Goefficienten  complexe  Grössen 
c„  +  id„,c,  +td,...  sind, 

(2)  8={c^+id^)Hc,+id;ieHc^-\-%dy+...Hc,'h-idy, 
und  verfährt  mit  e  in  der  so  eben  bezeichneten  Weise,  so  liefert 
die  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  das  Ergebniss 

^=Co+  (Cj  cos  ^ — (I,  sin  v^)r + (Cjcos  2^-'d^  sin  2v^)r'*  + . .  +  (c^cos  qi>—  d^  sin  qi>y 
r»(do+(c,sin^+diCos^)r  +  (c2sin2^+d,co82^y+..+(c,sing^+d^co82^)r'). 
Hier  kommen  in  dem  reellen  wie  in  dem  imaginären  Theile  die 
Cosinus  und  Sinus  der  ganzen  Vielfachen  von  d-  vor,  und  man 
kann  sich  jede  der  beiden  Reihen  ebenso  gut  nach  den  Potenzen 
des  Betrages  r  wie  nach  den  auf  einander  folgenden  Cqsinns 
und  Sinus  des  Winkels  ^  geordnet  denken.  Unbegrenzte  Reihen, 
welche  nach  den  Cosinus  und  Sinus  einer  Grösse  i>  fortschreiten, 


r 
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und  deruD  Coefficienten  „  «.,,  «i,  «.j,  •  ^  •  ^n  '-».i.  • . .  von  It  nnab* 

hängige  reelle  Grössen  sind,  von  der  Gestalt 

(4)  -  a^,  +  a^  C08  ^  +  a^  cos  2^  + . .. 

+  b^  8m^  +  Km\\2&  4-  . .., 
werden  frigonomf •Irische  Heiken  geuanut;  diese  Reihen  uiiifassen 
den  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  dargestellten  reellen  und 
imaginären  Theil  von  s  .  Wie  im  vorigen  §  bemerkt,  sind  die 
Cosinus  und  Simis  der  ganzL^n  Vielfachen  eines  Ari::iinients  '* 
periodiüche  Functionen  von  //  mit  der  i*eriode  2  tt.  Da  nun  die 
Reihe  (4)  aus  lauter  Gliedern  von  dieser  Beschaffenheit  besteht. 
80  mu88  auch  der  dargestellte  Werth  an  der  Eigenschalt  Thcil 
nehmen^  bei  der  Vermehrung  des  Arguments  .V  um  die  Grösse 
2  >i  luigeändert  zu  bleiben.  Aus  diesem  Grunde  genügt  es,  den 
Werth  der  Reihe  für  ein  Intervall  der  Variable  ^  iu«  Auge 
zu  fassen,  de^isen  Umfang  gleieli  2?!  ist;  wir  wählen  hierzu  das 
von  — n  bis  Ji  ausgedehnte  Intervall,  und  zwar,  da  die  Reihe 
für  beide  Argumente  den  gleichen  Weith  anüehmeu  muss,  mit 
Einsehluss  des  einen  Wcrthes  —  /r  und  mit  Ausschluss  des 
andern   Hf-  it. 


§  78.    Eotwlokeltuis  einer  ^e^ebeneu  Fanotlon  In  eine 
tHg'oaiQmfitrlsohe  Beihe. 

Es  fragt  sich  Jetxt,  unter  welchen  Bedingungen  eine  für 
das  Intervall  von  — /r  bis  4-^^  gegebene  Function  einer  Grösse 
/>  in  eine  trigouonietrische  Reibe  entwickelt  werden  kann,  nod 
welche  Mittel  flir  diesen  Zweck  zu  Gebote  stehen.  Die  Reihen- 
l'ülgc,  in  der  wir  uns  mit  den  beiden  Fragen  beschäftigen  wollen, 
ist  die  umgekehrte  von  derjenigen,  in  der  sie  hier  erwähnt 
werden;  ausserdem  können  wir  hei  der  Beantwortung  der  erstem 
eine  gewisse  willkürliche  Einschränkung  nielit  vermeiden.  Ge- 
setzt, eine  gegebene  Function  /'(t*^J  lasse  sich  durch  eine  nn- 
endlich  ausgedehnte  im  vorigen  §  mit  (4)  bezeichnete  trigo- 
nometrische Reihe  auf  die  Art  ausdrücken,  dass  tTlr  jeden 
zwischen  —  n  and  +  /t  liegenden  Werth  von  »A  eine  Zahl  « 
angegeben  werden  kann,  bei  welcher  die  Summe  der  (2»  -<-  l) 
ersten  Glieder 
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(1)  ^  Oo  +  o,  C08  ^  +  Oj  COS  2  ^  +  . . .  4-  o^  COS  n  ^ 

+  6,  sin  ^  +  ftj  sin  2  i^  +  . . .  +  6^  sin  n  ^ 
von  dem  darzustellenden  Werthe  numerisch  um  weniger  als 
eine  beliebig  gegebene  kleine  Grösse  lo  abweicht.  Wenn  dann 
die  Function  f(d^)  mit  einem  von  ^  abhängenden  endlichen  und 
stetigen  Factor  multiplicirt  wird,  so  iHt  zufolge  §  72  das  nach 
*  innerhalb  der  Grenzen  — n  und  -fTr  genommene  Integral 
des  Products  gleich  der  Summe,  welche  entsteht,  indem  die 
einzelnen  Glieder  der  betreffenden  Reihe  mit  jenem  Factor 
multiplicirt  und  nach  ^  in  dem  angegebenen  Intervall  integrirt 
werden.  Man  kann  nun  den  Factor  der  Function  f{if)  so  ein- 
richten, dass  bei  der  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile 
der  Reihe  alle  Glieder  mit  Ausnahme  eines  einzigen  beliebig 
zu  wählenden  herausfallen,  und  nur  der  Coefficient  von  diesem 

erhalten  bleibt.    Zu  dem  CoefÜcienten  -a„  gehört  die  Einheit, 

ZU  einem  beliebigen  anderen  Coefficienten  a^  die  Function 
cosm^,  zu  einem  beliebigen  CoefÜcienten  b^  die  Function 
sinm^  als  Factor.  Hierbei  benutzt  man  die  in  §  76  von 
(5)  bis  (11)  notirten  bestimmten  Integrale,  deren  von  einer 
beliebigen  Grösse  ^  bis  |-4-27r  auszudehnendes  Intervall  unter 
der  Annahme  ^=— 7r  von  — /r  bis  +71  geht.  Für  jede  von 
Null  verschiedene  ganze  2iahl  n  gelten  die  Gleichungen 

(2)  /cosnd(id  =  0,  /sinn^(J^  =  0, 

—  TT  — « 

hingegen  ist 

*' 

—n 

ferner  kommt,  wofern  m  nicht  gleich  Null  ist,  für  jeden  von  m 
verschiedenen  Werth  der  Zahl  n, 

(4)  J  cos  nx>  cos  mv>di>  =  0,  y  sin  »  ^  cos  w  ^  rf  ^  =  0, 

—  n  —Tt 

(5)  /  cos  n  vl^  sin  I»  ^  rf  ^  =  0,   y  sin  «  ^  sin  m  ^^  (i  v^  =  0, 

—  H  —n 

und  ausserdem 
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(6)  ^  coBm&  eosmi>d&=jr^  j  gin  w ^  cos m  ^  =  0, 

—  n  — « 

(7)  /  cos  m  ^  sin  m  ^  d  ^  =  0,   /  sin  w  ^  sin  m  i^  =  tt. 

—n  —n 

Demnach  entstehen  durch  Anwendung  der  genannten  Factorcn 
die  folgenden  Gleichungen,  vermOgc  deren  die  sämmtlichen 
Coefificicnten  der  trigonometrischen  Reihe  mit  Holte  bestimmter 
Integrale  ausgedrückt  werden, 


(8) 

—  TT 

(9) 

—n 

(10) 

ffi»)amm»d»  =  b^.7T. 

Die  Gleichungen  (0)  und  (10)  sind  für  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  der  Zahl  m  abgeleitet,  die  Gleicbang  (9) 
geht  jedocli  bei  tn  =  0  in  (8)  Über  und  gilt  daher  mit  Einscbluss 
des  Wcrthes  Null.  Da  in  Folge  der  Definition  eines  bestimm- 
ten Integrals  der  Buchstabe,  welcher  die  Integrationsvariable 
andeutet,  durch  einen  beliebigen  anderen  ersetzt  worden  darf, 
so  m»ge  in  (9)  und  (10)  statt  des  in  der  Reihe  gebrauchten 
Buchstabens  t>  ein  anderer  a  gesetzt  werden;  dann  ergeben 
sich  für  a^  und  b^  die  Bestimmungen 

(11)  a„=    -  I  f{a)cosfnada,b^=—  1  f{a)%\nmada. 

—  n  —n 

Bei   der  Substitution   dieser  Ausdrücke   in   die  Reihe  (1)  des 
vorigen  §  gewinnt  dieselbe  die  Gestalt 

/'(a)(fa+^  //•(a)cosariacos^+  ^  / /•(a)co82adaoo82^+... 

—n  —n  —n 

f{a)  sinarfasin ^ H /  /"(a) sin 2 orfa sin 2^  + . . . 


§  79.  Convergenz  einer  trigonometrischen  Reihe.  468 

Es  werden  also  die  Cocfficienten  der  gesuchten  Entwickelang 
durch  Ausfnbrung  von  bestimmten  Integrationen  gefunden;  mit 
diesem  Verfahren  beginnt  eine  neue  Anwendung  der  Integral- 
rechnung. 


I  79.    ÜBtomehiuiir  d«r  OcnTmrg%nM  tlntr  triconom«trlse]i«ii 

X«lh«  vermittelst  dM  Anadmoks  der  Summe  einer  endUoken 

Zabl  Ihrer  Glieder  dureh  ein  keetlmmtes  Intepral. 

Wenn  eine  Function  f(d)  fUr  das  von  — /r  bis  +7r  aus- 
gedehnte Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist,  so 
lassen  sich  die  zugehörigen  in  der  Reihe  (12)  des  vorigen  § 
angegebenen  Coefficienten  aufstellen,  und  es  ist  möglich,  abge- 
sehen von  irgend  einer  vorläufigen  Annahme,  zu  prüfen,  ob  die 
80  entstandene  Reihe  convergire  und  den  vorgeschriebenen 
Werth  f{0-)  richtig  ansdrttcke.  Diese  Aufgabe  hat  L^eune 
Dirichtet  in  dem  Aufsatze  sur  la  convergence  des  sSries  trigono- 
meiriques  qui  servent  ä  representer  une  fondion  arbitraire  entre 
des  limites  donneeSy  Grelles  Journal  Bd.  JF,  zum  ersten  Male 
gelöst,  und  später  in  Doves  Repertorium  für  Physik  mit  sehr  ein- 
fachen Hülfsmitteln  behandelt;  wir  werden  uns  der  letzteren  Be- 
arbeitung anschliessen.  Zur  Beurtheilung  der  Convergenz  ist 
die  Summe  der  {2n+  1)  ersten  Glieder  der  Reihe  (12),  oder 
die  im  vorigen  §  mit  (1)  bezeichnete  Summe  zu  untersuchen, 
nachdem  für  a^  und  b^  die  Ausdrücke  (11)  substituirt  sind; 
sobald  sich  dieselbe  ftir  eine  wachsende  Zahl  n  einem  festen 
Grenzwerthe  nähert,  stellt  dieser  den  zu  ermittelnden  Werth 
der  vergelten  unendlichen  Reihe  dar.  Um  die  betreffenden 
Glieder  zusammenzufassen,  können  die  von  den  Integrationen 
unabhängigen  Factoren  cosm^  und  sinm^  unter  die  bezüg- 
lichen Integralzeichen  genommen  und  je  zwei  demselben  Werthe 
der  Zahl  m  entsprechende  Integrale  mittelst  der  Relation 

//*(a)cosma(iaco8m^4-  /  f{a) sin tnadaimmd^=  /  f(a)cosm(a—d^) da 

—n  —n  —n 

vereinigt  werden.  Hierauf  lässt  sich  die  Summe  des  ersten 
Integrals  und  derjenigen  Integrale,  welche  zu  den  Zahlen 
I»  =  1, 2, ... «  gehören,   da  überall  die  Grenzen  dieselben  sind 


m 


Summation  einer  ondlichf-n  Zahl  von  Gliedern. 
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and  f'{a)  als  Factor   auftritt, 
Integral  darstellen 


folgcudenuassen   als  eiu  einziges 


(2)     lJf(.<^)(l  +  eos(ft  -  i^)  +  C082(«-^)  +  .. .  +  üosn(a—»)\dc 

—  n 

Aueli  hat  es  keine  Schwieric,'keit,  die  als  Factor  von  f{a) 
er«eiieiueude  endliehe  Summe  dureh  einen  geschlossenen  Auf- 
druck zu  ersetzen. 

In  I,  §  98  ist  der  mit  (1)  bezeichnete  Summenauedruck 
einer  endliehen  goometriHclien  Keihe  unter  der  Voraussetzung  be- 
trachtet worden,  dass  die  bezüglichen  Elemente  beliebige  coin- 
plcxe  Werthe  erhaiteu.  FUr  den  gegenwärtigen  Zweck  geiittgt 
CS,  die  Reihe  zu  vereinfachen,  indeu»  die  dortigen  Grössen  r. 
und  X  gleich  der  Einheit  gesetzt  werden,  anch  schreil>en  wir 
der  Ueboreinstinimung  wegen  n  statt  t]  dann  konnnt^  der  Glei- 
chung (5)  in  I,  §  43  entsprechend, 


(3> 


i-i 


.«  +  1 


!-'£ 


=-1+^  +  1'  +  ...  +  ^. 


Zieht  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  den  Werth       ab,    und    sab- 

stituirt  für  ^  eine  coniplexe  Grösse  cos  ft  A-  i  sin  ß,  deren  Be- 
trag gleich  Eins,  die  aber  selbst  nicht  gleich  Eins  ist,  bei  der 
also  das  Argument  ß  nicht  gleich  Null  oder  einem  ganzen 
Vielfachen  von  2/r  sein  darf,  so  gilt  die  Gleichung 


...  1 — (coB^-fiBin^) 


1     l 


-  =  -  -|-(coBii?-ff8iu/S)+..  +  (co8/?-l-»8ini^)"; 


nach  geschehener  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  erhält 
die  rechte  Seite  die  Gestalt  • 


{^) 


—  +  Gosfi  +  CQs2ß  +  ...  +  cosnß 
2 


1 


-f  « (sin  ß  +  sin 2ß  +  ...  -I-  sin  » /Sf), 
und  liefert  dcsslialb  als  reeUen  Theil  fUr  ß^a  —  O^  die  in  Rede 
stehende  Summe.     Man  darf  den  Nenoer  der  linken  Seite  von  i-| 
durch  Einführung  des  halben  Winkels  ß  so  unvfonncn 

(6)  1  — co8^=28in»^-, 


8inj^=2Bin  ^  cos  ^.> 
'  2  2 


^1  —  eos/J  — »sin,':?=  —  2isin  ^(cos-^  -f-/sin-^j 


§  79.  Summation  einer  endlichen  Zahl  von  Gliedern.  466 

und  erhält  mithin,  indem  der  Zähler  und  Nenner  von  (4)  mit 
dem  Factor  cos-^ — *8*°  o   multipHcirt  wird,  den  Ausdruck 

ß       .  .    ß       I      (2n+l)/9^  .  .    (2n+l)/J\ 

^^^  ~~-ß y 

—  2i8in-'~ 
2 

dessen  reeller  und  imaginärer  Theil  beziehungsweise  den  reellen 
und  imaginären  Theil  von  (5)  darstellt.  So  gelangt  man  zu  den 
Gleichungen 

(2n+l)/? 

2  1 

(8) =     -+COS/^  +  C08  2/?+...  +  C08»I/?, 

2  sin  l 

cos-'--- cos > 

(8*) =  sin /!?+ 8in2/?  +  ...  + sinn/?; 

2.i„| 

vermöge  der  erstem  geht  bei  der  Substitution  ßz=a  —  &  das 
Integral  (2)  in  das  Integral 

.    (2m+1)(«-^) 

(9)  -:-/A«) f-^"  ^« 

2  sin      2 


i/« 


über.  Dieses  lässt  sich  ferner  transformiren,  indem  statt  a  eine 
Variable  y=— « —  eingeführt  wird.  Dann  ist  a  =  ^+2y,  für 
da  tritt  das  Differential  2cly  ein,  die  Grenzen  der  Integration 
werden  respective  —  —  und     .-   >   und  statt  (9)    erscheint 

2  2 

das  Integral 

(10)  lß,^2r)'^^^^''r,r; 

"i 

dasselbe  ist  der  gesuchte  Ausdruck  der  Summe  von  den  (2n  +  l) 
ersten  Gliedern  der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe. 
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§  80.    Dlsouafllon  eines  anig'ezeiohneten  eine  willkürliche 
Fonotlon  enthaltenden  heatimmten  Integrale. 

Die  Ermittelung  des  Greuzwertbes,  dem  sich  das  im  vori- 
gen §  mit  (10)  bezeieliiiete  Integral  nähert,  bangt  tuiuptsäclilieli 
von  der  Betraclitung  eines  Irite^nils  derselben  Gestalt  ab,  bei 
dem  die  eine  Grenze  «gleich  Null,  die  andere  Grenze  gleich 
einer  positiven  Grösse  h  ist,  welche  zunächst  gleich  oder  kleiner 


als  —  sein  möge. 
2 


Setzt  man  an  Stelle   des  Funetionszeichen» 


f{^  +  2y)  das  einfachere  ^(y),  für  die  Zahl  2tt+l  den  Buch- 
staben Ä:  und  lässt  den  Factor  —  fort,  so  entsteht  das  Integral 


(1) 


'=f 


^  ^'     sin  y      ' 


das  wirjctxt  zn  erlSrtero  haben.  Der  Werth  des  Integrals,  welches 
aES  (1)  hervorgeht,  indem  die  Function  </^(y)  gleich  der  Einheit 


und  Ä  =  -"  genommen  wird, 

6t 


(2) 


/tvsyhy 
Binj' 


äy. 


folgt  leicht  aus  der  Gleichung  (8)  des  vorigen  §.  Nimmt  man 
hier  /^=2;',  so  kommt  die  Gleichung 

fim(2n+l)y  _  1   ^^^^27+  C084;^  4- ...  -f  cos2n/, 

welche  nach  ihrer  Ableitung  mit  Ausschluss  des  Werthes  ^'  =  0 
gilt,  bei  der  sich  aber  die  linke  und  rechte  Seite  für  einen 
gegen  die  Null  convcrgireuden  Werth  von  y  demselben  Gren2- 


^ 


werthe  ;;^-  nähern. 


Eine  von  0  bis   '     ausi;edehute  Inte- 


gration der  linken  Seite  von  (3)  ergiebt  das  gesuchte  Integral, 
weiches  in  dem  Integral  (20)  des  §  73  enthalten  und  somit  als 
berechtigt  erwiesen    ist.     Bei   der  Integration  der  Bcstandtheile 

der  rechten  Seite  von  (3)  erzeugt  nur  die  Constante       den  von 


Null  veTSchiedenon  Werth 


n 
4 


dagegen    jedes    andere   GUod^J 
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co9  2my  das  unbestimmte  Integral  >wy^  folglicb  durch  Ein- 

ftthrung  der  Grenzen  0  und  —  den   Werth  Null,  so   dass  aus 

der  Gleichung  (3),  nachdem  wieder  2n+l=^X;  gesetzt  ist,  die 
Bestimmung 


w 


/sin  hy  ^  n 


hervorgeht. 

Auf  die  Kenntniss  dieses  Integrals  stützt  sich  die  Unter- 
suchung des  Integrals  (1),  das  unter  dem  Zeichen  die  Func- 
tion ff{y)  als  Factor  enthält,  und  dessen  Werth  für  eine 
^Wachsende  Zahl  k  zu  ermitteln  ist.  Die  Function  q>  (y)  soll  nun 
Äuerst  die  Bedingung  erfüllen,  für  das  ganze  von  0  bis  h  ge- 
ltende Intervall  endlich,  stetig,  ausserdem  positiv  zu  sein,  und 
rnit  wachsendem  y  niemals  zu  wachsen,  das  heisst  entweder  ab- 
zunehmen oder  auch  in  einzelnen  Theilen  constant  zu  bleiben. 

I>a  der  Factor  — — -   in  dem   betrefifenden    Intervall    ebenfalls 

8in  y 
^t;ets  positiv   bleibt,   so  wird  das  Vorzeichen  der  in  (1)  unter 
^em  Integralzeichen  befindlichen  Function  nur  durch  den  Factor 
^in  X;y  bestimmt.    Theilt  man   das  Intervall  der  Integration  in 

^ine  Folge  von  Intervallen,  die  sich  von  0  bis  —  >  von  -r-  bis 

k  fC 

~— V-  1  u.  s.  f.  und,  wenn  das  gröste   unter  h  liegende  Vielfache 

'V'cjn  -j-  das  Ifaehe  ist,  von  -v—  bis  h  erstrecken,  so  durchläuft 

4«i8  Argument  ky  die  entsprechenden  von  0  bis  tt,  von  7t  bis 
^  ^f  u.  8.  f.,  ausgedehnten  Intervalle;  die  Function  sin  Jcy  fällt 
^«shalb  im  ersten-  positiv,  im  zweiten  negativ  aus,  und  wechselt 
^^gelmässig  ihr  Vorzeichen.  Wenn  daher  die  von  0  bis  h  aus- 
^"Uftthrende  Integration  nach  einander  über  die  genannten  Theil- 
^Y^teiralle  erstreckt  wird,  so  erscheint  8  als  ein  Aggregat  von 
XiKitegralen,  bei  denen  die  Function  regelmässig  abwechselnd 
^*^^ir  positiv  oder  nur  negativ  ist,  und  das  wir,  wie  folgt,  be- 
^«ielmen 
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(5)  S  =  R„-R,  +  ...  +  (-1)'R;; 

hier  ist 


2n 


(6) 


^'-ß^yT^-'r'    -^.=/<^«i7'''-' 


(•+1)^ 


yn  in 

k  T 

Da   bei    jedem   dieser  Integrale   das  Vorzeichen   des   Factors 

^\°  ^  ungeändert  bleibt,  so  erhält  man  durch  den  Satz  (VUI) 

des  §  25  Grenzen  für  den  Werth  des  einzelnen  Integrals,  indem 

man  über  den  Factor  "'."--^   innerhalb   des  betreffenden   Inter- 
smy 

valls  integrirt  und  das  Integral  respective  mit  dem  grösten  und 
kleinsten  Werthe  der  Function  (p(y)  multiplicirt.  Wegen  der 
vorausgesetzten  Eigenschaft  der  Function  9>(y),  niemals  zuzu- 
nehmen, ist  der  Werth,  welcher  zu  der  unteren  Grenze  des  ein- 
zelnen Integrals  gehört,  stets  der  gröste,  der  zu  der  oberen 
Grenze  gehörende  Werth  stets  der  kleinste  innerhalb  der  Inte- 
gration vorkommende,  den  Fall  ausgenommen,  wo  beide  einander 
gleich  sind  und  der  Functionswerth  constant  bleibt.  Demnach 
bestehen  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 


(7) 


/fiinfcy  j  /  sinÄy  , 


(1+1)« 


*n  In 

k  T 


die  Ungleichheiten 
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(8)  ,.(0)e„     >«„>?.(  l  )e„ 

.(■  )..>«.>.p;)., 

Offenbar   ist  das   Aggregat  der   in   (7)  eingeführten   Integrale 
gleich  dem  Integral 

smky 


f 


siny 


äy, 


welches  für  h  =  —  in  (2)   übergeht  und  nach   (4)  den  Werth 
'    hat.    Wenn  daher  t  denjenigen  Werth  der  Zahl  l  bedeutet, 

2 

welcher  zn  A  =  -„  gehört,  so  gilt  die  Gleichnog 

(9)  Y  =  «.-?,  +  ■•  •  +  (-!)'?',; 

hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  h  höchstens  gleich   ^    sein 

darf,  die  Zahl  l  niemals  einen  grösseren  Werth  als  t  annehmen 
kann. 

Die  positiven  Grössen  ß„,  p,,  g^, . .  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  jede  derselben  kleiner  als  die  vorhergehende  ist.  Dies 
folgt  mit  Hülfe  des  vorhin  benutzten  Satzes  daraus,  dass  in 
jedem  der  Integrale  (7)  der  Factor  sin  ky  sein  Vorzeichen  be- 
hält und  der  positive  Factor    .        mit  wachsendem  y  stets  ab- 

smy 

nimmt.  Der  Werth  (—1)'^^  Hegt  somit  zwischen  demProduct  der 

Werthe      —  und       ,    .  , .  -  in  das  über  den  Factor  sin  k  y 

.     vn  ,    {v  +  \)ti                                                            ' 

8in     -  Bin  - — ,  - 

k  k 

genommene  Integral 


k 

aus    deuen    das    Behaup- 

tcte  folget.    Der  mimeriscUü  Wertli  Q'f  des  letzten  in  (7)  auftre- 
tenden Integrals  bildet  keine  Ausnahme,  weil  das  entsprecheDde 

Integrationsintervall,  das  von   -j-  bis  h  geht,  sich  höchstens  big 
KU  einem  Werthe  A  =-  v  erstrecken  kann,  und  daniui 


Das  nieicbe  plt   tHr 
vorkommende  Grttsse  g'^  welche  /u  der  Vor- 


gewiss  e,_,: 


aussetzun^  h  = 

Hält  man  die  Ungleichheiten 
(12)  (?,>e,>e,...  >e,_,>p^ 

mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  die  Function  (f(y)  bei  wachsen- 
dem Argument  nie  ziiniuiml,  so  zeigen  die  Ungleichheiten  (8), 
dass  unter  allen  Umstunden  die  nntere  Grenze  von  i2„  grosser  ist 
alK  die  obere  von  7?,,  u.  s.  l,  dass  also  auch  jede  der  positiveu 
Grössen  i2„,  i?„.,.jR',  von  der  vorhergehenden  ilbertroffen  wird. 

Hier  kommt  ein  Princip  zur  Anwendung,  welches  schon  in 
S  10  benutzt  ist  und  erlaubt,  falls  eine  Grösse  D  gleich  eintr 
Summe  von  Gliedern  if^t ,  deren  Vorzeichen  regelmassig  ab- 
wechseln   und    deren   numerische  Werthe   der  Reihe  nach  ab- 


L 
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Eehmen,  den  Werth  von  D  in  Grenzen  einzuschliessen.    Es  sei 

13)  2)  =  ^,-^,  +  ...  +  (-l)M,, 

14)  A^>A^>>A,      ...>^,>0, 

lann  liefert  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  vom  ersten  ab 
luf  einander  folgender  Glieder  einen  kleinern,  die  Summe  einer 
mgeraden  Anzahl  vom  ersten  ab  auf  einander. folgender  Glieder 
iinen  grösseren  Werth  als  i),  oder  es  gelten  die  Ungleichheiten 

15^      P  >  ^0-  ^i  +  ^2-  4,  +  •  •  •  +  4,«_.->^-i 

/"ermöge  derselben  folgen  aus  (5)  für  jede  unter  l  liegende  un- 
gerade Zahl  2»!  +  1  die  Ungleichheiten 

\S<Rq-'R^  +  . . .  +  It^„_^—  B^_^  +  R^, 
md  ebenso  aus  (9)  die  entsprechenden 

y  >?o  -  ßi  +  ...  +  Qim-i—  Q^m-l 

Y<?o  —  ^1  +  ..  •  +  ea«-2-  ?2«-l  +  ^2«- 

)ie  beiden  Ungleichheiten  (16)  lassen  sich  mit  Hülfe  von  (8) 
rweitern,  und  zwar  die  erstere,  indem  statt  /?„>  -R«»  •  •  kleinere 
Verthe,  statt  i2„  i?,, . .  grössere  Werthe  gesetzt  werden,  die 
weite  durch  das  umgekehrte  Verfahren.    So  ergiebt  sich 

^er  durch  Vereinigung  der  mit  gleichen  Factoren  versehenen 
sHieder 

^  ferner  sowohl  die  Di£ferenzen  q^ — ß„  ß,— ?„...  wie  auch 
Ä  Differenzen  ?,— p„  ßg— ?4, ...  positiv  sind,  so  wird  die 
ölte  Seite  der  ersten  Ungleichheit  verkleinert  oder  keinen- 
^    tergrössert,    wenn    man     statt     der     Functionswerthe 


17) 
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^\Tr"^\  ^^^-7—-- )  den  keinenfalls  zu  grossen  Werth  T  (  i.  P 
und  die  rechte  Seite  der  zweiten  Ungleichheit  keinenfalls  verklei- 
nert,  wenn  man  statt  der  Functions werthe  «jpf^l»  •   -«jpf  "*r—) 

den  schon  characterisirten  letzten  Werth  yf-^--  1  substituirt,  und 
es  kommt 

(20)  s>  V  (^)(e.-  ?,  +  •••  +  e«- -e^-,), 

(21)  S<  ,.  (0)  p -y (-2|iLj(p  _j^+ . . .  +  g^_  _p^), 

die  zweite  Ungleichheit  (21)  geht  durch  Addition  und  Sub- 
traction  des  Ausdrucks  yf — j-^jq^^  in  die  folgende  ober 

(21*)    S<(^(0)-^(^))ei+  ^(l^"-)(p.-p.+,,-..-s^..  +  S 
Die  Summen,  mit  denen  auf  der  rechten  Seite  von  (20)  und 
(21*)  der  Functionswerth  9>[-^—)  multiplicirt  wird,   sind  be- 
ziehungsweise  dieselben,   durch   welche   nach  (17)  der  Werth 
-g-  eingeschlossen  ist.    Ihr  Unterschied  ist  die  Grösse  p^^,   die 

sich  zufolge  (10)  zwischen  den  folgenden  Grenzen  befindet, 

/9o^  1  2  ^ 2  . 

^"^^^  .     2mn     ¥^^*-^Tl2m+l)^&  ' 

Bin  — ; —  sm         ■; — — 

die  Zahl  2m+l  liegt  unter  2,  die  Grösse  -jt  unter  /*,  mithin 
auch — ~  unter  h.    Um  nun  zu  erkennen,  wie  sich  der 

fC 

Werth  S  bei  einer  über  jedes  Mass  wachsenden  Zahl  k  verhält, 
kann  die  zugehörige  Zahl  2tM  +  l  so  gewählt  werden,  das»  die 
Grösse^pj^  beliebig  klein  wird.  Dies  geschieht,  indem  man  die 
Zahl  2m +1  mit  Ä  zusammen,  jedoch  in  solcher  Weise  wachsen 

lässt,  dass  der  Bruch —  abnimmt.     Wird    zum  Beispiel 

2  m  + 1  gleich  derjenigen  ungeraden  Zahl  genommen,  die  dicht 

unter  der  Quadratwurzel  aus  k  liegt,  so  ist  ^^ .         der  auf- 
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gestellten  Bedingung  geniU!?8  für  ein  genügend  grosses  h  kleiner 
als  die  gegebene  6r(*)8se  h,  und  ninkt  fUr  ein  stets  zunehmendes  h 
nnter  jede   nocli    so  kleine  Grösse  herab.     Für  einen  beliebig 

kleinen"  Werth  - — - —  convergirt  jeder  der  beiden  Brliche 

__*__ k 

.     2»i;r    '        .    (2ni-t-l)n 
am  sin  -^^ — 

K  K 

nach  §  13  gegen  die  Einheit;  daher  ist  wegen  (22)  die  Grösse 

^2»  zwischen   zwei   Grenzen   eingeschlossen,   deren   obere   von 

1  2 

>  deren  untere  von  ;„  -.  .  c      beliebig  wenig  abweicht,  und 

hat  deshalb  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  in  der  That 
einen  beliebig  kleinen  Werth. 

Leitet  man  also  aus  (17)  die  Ungleichheiten 

(23)  ß^  _  ß^  +  . . .  +  e^.^—  ß^^j  ^  ^  _  ß^, 

(24)  Qo-Qi-^-'-'-Q^-^-^Q^     <y  +  ?2« 

ab,  so  ist  klar,  dass  die  ersterc  in  (20)  vorkommende  Summe 
grösser  als  ein  beliebig  wenig  unter  -  liegender,  die  zweite  in 
(21*)  vorkommende  Summe  kleiner  als  ein  beliebig  wenig  über 
—  liegender  Werth  ausfällt  Unter  den  über  Tt  und  m  getrof- 
fenen Voraussetzungen  nähert  sich  das  Argument  ,  von  der 
positiven  Seite  her  der  Null,  folglich,  da  (p{y)  als  eine  stetige 
Function  ihres  Arguments  definirt  ist,  die  Differenz  (pi  -jp)  —  <r(0) 
der  Null,  oder  der  Werth  fp\-y  ]  dem  Werthe  g>(0).  Auf  der 
rechten  Seite  von  (21*)  ist  die  Differenz  9'(0)  — (/)(    ^'^  j  mit 

der  Grösse  q^  mnltiplicirt,  die  auch  für  einen  über  jedes  Mass 
wachsenden  Werth  von  Je  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  ttber- 
schreitet.  Denn  aus  der  ersten  Ungleichheit  (17)  folgt  bei  dem 
Werthe  m^l  die  Bestimmung 
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§B0. 


po^T-^e»' 


ferner 

aus 

(10) 

o<C      ^ 

2 

> 

Bin  — 
fc 

Ä 

mithin 

n 

(25) 

n 

— 

n 

2 
n 

sm 


WO  der  zweite  Summand  der  rechten  Seite  Itir  ein  wachsende«? 
nach  dem  vorhin  angewendeten  Schlüsse  von  der  Grösse  — 
beliebig  wenig  abweicht,  folglich  eine  obere  Grenze  von  q^  be- 
liebig wenig  von  der  Grösse  -^  +  —  verschieden  ist.  Denutach 
nähert  sich  anf  der  rechten  Seite  von  (21*)  das  aus  q^  und 
der  Differenz   fjr{0)  — qrf  j  gebildete  Product  der  Null,  die 

Seite  von  (20)  die  Summe  ?(,— ßi  +  •  +  (?a«_a— ßa-i-i  ©benfall^ 
dem  Wcrth   '  •    in    beiden    Ausdrucken    der    Fiiiictionswerth 


dem  Werth    -  >  auf  der  rechten 


(f{ — - — j  dem  Functionswerthe  ^(0).    Es  eonvergireu  also  die 

beiden  Grössen,   zwischen   denen   der  Werth   S  eingeschlossen 
ist,  für  eine  wachsende  Zahl  /•;  und  eine  angemessen  gewählte 

Zahl  2m +1  gegen  denselben  Grcnüwerth  —  (^(0),   und  wir  cr- 
ballen  die  Bestimmung 

(26)  yxnffW^äY-^j'rm- 

Bei  der  Ableitung  dieses  Resultats  war  angenommen,  da 
die  Function  ff{y)  für  das  Integrationsintervall  endlich,  stetig, 
positiv  und  niemals  wachsend  sei;  indessen  kann  man  die  be- 
trcftcnden  Voraussetzungen  bedeutend  erweitern.  Es  sei  tpiy) 
innerhalb  des  Integrations Intervall  endlieh,  stetig,  stets  negativ 


I 
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und  algebraisch  niemals  abnehmend,  dann  hat  die  Function 
—  q>(y)  diejenigen  Eigenschaften,  welche  vorher  der  Function 
<jp(y)  beigelegt  wurden,   und  daher  gilt  die  Gleichung 

(27)  nm.J{-v{y))^dY=^^{-vm; 

0 

diese  geht  aber,  indem  l)eide  Seiten  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirt  werden,  in  die  Gestalt  von  (26)  über.  In  (26)  ist 
ferner  der  Fall  mit  einbegriffen,  dass  (p{y)  gleich  einer  positiven 
Constante  oder  vermöge  der  letzten  Erwägung  auch  gleich  einer 
negativen  Constante  sei.  Man  hat  also  für  eine  positive  oder 
negative  Constante  c  die  Gleichung 


ysir 


(28)  Ym.  Icr''^dr  =  -lc. 

J       sm/      '       .  2 

0 

Wenn  nun  eine  Function  «jp(y)  für  das  ganze  Intervall  endlich 
und  stetig  ist  und  niemals  wächst,  so  kann  stets  durch  Hinzu- 
addiren  einer  positiven  Constante  c  bewirkt  werden,  dass  qp(y)+c 
ausser  den  genannten  Eigenschaften  von  </>(/)  noch  die  neue 
erhält,  stets  positiv  zu  sein;  wenn  dagegen  eine  Function  y(y) 
für  das  ganze  Intervall  endlich  und  stetig  ist  und  niemals  ab- 
nimmt, so  lässt  sich  immer  eine  negative  Constante  c  so  wählen, 
dass  <3p(y)  +  c  ausser  den  Eigenschaften  von  q>{y)  noch  die  neue 
bekommt,  stets  negativ  zu  sein.  Beide  Male  ist  daher  die  An- 
wendung der  Gleichung  (26)  auf  die  Verbindung  <3P(y)-Hc  be- 
rechtigt und  liefert  das  Ergebniss 


■f 


(29)        lim     #((y(y)  +  <,))^*^dy  =|,f(0)  +  -2-c. 

0 

Die  linke  Seite  lässt  sich  durch  die  Summe  der  linken  Seite 
von  (28)  und  eines  mit  der  linken  Seite  von  (26)  übereinstim- 
menden Ausdrucks  ersetzen.  Daher  folgt  durch  Subtraction 
wieder  die  Gleichung 

(30)  Hm.y^^W-";g'<Jj.  =  -^y(0), 

0 

welche  jetzt  für  jede  Function  ^(y)  erwiesen  ist,  die  von  y=sO 
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bis  y=h  t'ndücli    und    stetig    ist  und  uieht  vom  Wachsen  zum 
Abnelmien  oder  umgekehrt  tibergellt. 

Für  den  bcabsiehtigteu  Gebrauch  mi  es  wcseiitlicb,  auch 
de»  Werth  eines  Integrals  zu  bestimmen,  dessen  Function  die 
Gestalt  von  (30)  hat,  bei  dem  aber  die  Integration  mit  einem 
von  Null  verschiedenen  Werthe  beginnt.    Es  sei  </>(/)  von  y^=g 

bis  ;'  =  /*,   wo  0<g<.h<.-^  ht,  als  eine  endliche,  stetige  nnd 

nicht  vom  Waehsen  zum  Abnehmen  Übergehende  Function  ge- 
geben, Sü  darf  man  vorschreiben,  dass  (p{y)  für  das  von  0  bis// 
reichende  Intervall  unverändert  gleicli  dem  gegebeneu  Antangs- 
werthe  ff  [ff)  sei,  und  hat  dann  eine  Function  7  (;),  die  von 
7=0  bis  y  =  h  die  Bedingungen  unserer  Gleichung  (30)  erfüllt. 
Wendet  man  die  letztere  zuerst  flir  das  von  0  bis  g^  darauf 
für  das  von  0  bis  h  reichende  Intervall  au,  so  kommt 


I 


(31)     lim 


™/'^W  ^'»ly^iTm,  ii™yiwt^/r=f  <rr.O). 


mithin  durch  Subtraction 

(32)  lim.  f  <piy)^?^-dy-^0. 


Man  findet  also,  dass  ein  von  g  bis  /*  ausgedehntes  Integral, 
woleiTi  die  untere  Grenze  g  die  Null  ttbertritft  und  die  grossere 

obere  Grenze  h  nicht  tlber  —    liegt,    bei    wachsender    Zahl   ]i 

gegen  die  Null  als  Grcnzwerth  convergirt,   während  für  ^  =  0 

TT 

nach  (30)  der  Grenzwertb  -rff(O)  erseheint. 

Die  Function  — .— -  verwandelt  sich  bei  einer  Substitution 

Bin  y 

y^'i—y'y  weil  Je  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  in  den  Ausdruck 
-  r  -\  ;  folglicli  ist  ein  Integral  vtin  der  Gestalt  (32),  bei  dem  die 
Grenzen  g  und  h  zwischen  ^  und  :i  liegen,  vermlige  des  Satzes 
(V)  in  §  25  gleich  dem  Integral 
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(33)  f';l,-yf^dy; 

n—k 

dessen  Gestalt  mit  (32)  Übereinstimmt,  und  dessen  Grenzen  sich 
zwischen  0  und  ^  befinden.  Ftlr  eine  wachsende  Zahl  h  con- 
yergirt  dieses  Integral  unter  den  obigen  Voraussetzungen  gegen 
den  Grenzwerth  Null  oder  -  fp(n)y  jenachdem  Ä=/r  oder  kleiner 
als  n  ist,  wodurch  der  Grenzwerth  eines  Integrals  (32),  bei  dem 
(y'^9<-h<in  ist,   bestimmt  wird.    Ein  Integral  (32)  von  der 

bezeichneten  Beschaffenheit,  bei  dem  0<^<-<ä<C7i:  ist,  lässt 
sich  in  zwei  Integrale  zerlegen,  von  denen  das  erste  von  g 
bis  -  j  das  zweite  von  -  bis  h  auszudehnen  ist;  nach  dem 
Obigen  nähert  sich  für  eine  wachsende  Zahl  k  das  erste  dem 
Werthe  Null  oder  „qn(0),  jenachdem  flr>0  oder  gleich  Null, 

das  zweite  dem  Werthe  Null  oder  -  g)(/i:)  jenachdem  h<i7i  oder 

gleich  TT  ausfällt,  so  dass  für  das  vorgelegte  Integral  die 
folgende  Bestimmung  des  Grenzwerthes  entsteht 

(34)  5r>0,    Ä<7i:;     0 

5^  =  0,     Ä<rr;     ^qr(0) 

gr  =  0,     Ä=--;r;     | (jp  (0)  +  ^  <3P (^). 

Mithin  können  alle  bisherigen  Ergebnisse  in  den  folgenden 
Satz  vereinigt  werden: 

Wenn  eine  Function  (p(y)  für  das  von  y  =  g  bis  y=h  aits- 
gedehnte  Intervall,  wo  0<.g'<h<7t  ist,  willkürlich^  und  zwar 
endlichy  stetig  und  so  gegeben  ist,  dass  sie  nicht  vom  Wachsen 
eum  Äbn^men  oder  umgekehrt  übergeht,  so  nähert  sich  das  Inte- 
gral   /  (p{y)    .      dy  für  eine  über  jedes  Mass  wachsende  Zahl  k 
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einem  Gren2wetihe,  der  hei  g'>0,h<Zn  gleich  Nidl.  bei  g  =  0,h<:n 
gleich     -  <f(0),  bei  ^>0,  Ä=;f  gleich   -r  ff{rr\  bei  g==0,h  =  7i 

gleich  ^«jp(0)4-  ^(jr^T)  ist. 

Das  in  Rede  stehende  Integral  zeigt  somit  die  Erscbeinung, 
dass  für  einen  wachsenden  Werth  von  A*  diejenigen  Theile  der 

Integration,  für  vvelelie  in  dem  Factor  —.        der  willkürlichen 

Function  (jp(y)  der  Nenner  eicht  verschwindet,  verschwindende 
Beiträge  ItefeiTi,  dagegen  die  Thetle>  die  den  Wertheu  7=0 
und  ;'=JT  nahe  liegen,  eine  solche  Bedeutung  gewinnen,  das<s 
sie   allein  den  Gren7.werth   des   Integrals  hervorbringen.     Der* 

selbe  ist  das  Product  der  Constante  -  in    den    Fnnctionswerth, 

welcher  bezichungsweige  zu  der  Stelle  y=  0  oder  der  Stelle 
y^n   gehört,    oder    auch    talU    beide  Stellen   vorkouinien,   das 

Product  von  --  in  das  Aggregat  der  beiden  Functionswerthe. 


(1) 


%  dl.    "nrertblieetlminuiiir  der  trli^i^iiometrlsoheii  Reibe. 
BelflpleL    Bedingte  und  Unbediag^te  Convergenz  von 
Beihen,  inaliesondere  von  trigonometriiohen  Reihen. 

Indem  wir  jetzt  zu  dem  Integral  (10)  des  §  79  zurück- 
kehren, welches  gleich  der  Summe  der  2w  +  l  ersten  Glieder 
der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe  ist,  dürfen  wir  dassell)e 
als  die  Summe  von  zwei  Integralen  betrachten,  deren  Integratioa 

respective  von  der  unteren  Grenze  — ^  —  bis  zu  Null,  und  von 


Null  bis  zu  der  oberen  Grenze 


n+i^ 


auisgedehnt  wird, 

/t—9 


Wofern   '/,   wie  in  §  77   festgesetzt   wurde,   zwischen  —  n  und 

n    liegt,    ftlllt    die    Grösse 


s —  negativ,  die  Grösse      ^ 
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positiv  aus,  so  dass  sich  zwischen  den  beiden  Werthen  die  Null 
befindet;   bei  dem  extremen  Werthe  0-=—^  verschwindet  die 

Grösse  — g— »   wodurch  das  erste,  bei  0^—n:  die  Grösse    ~"  i 

wodurch  das  zweite  Integral  fortfällt.  Doch  reicht  es  nach 
einer  obigen  Bemerkung  hin,  den  einen  Werth  ^=  — tt  beizu- 
behalten. Bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable  y'=— y 
verwandelt  sich  das  erste  der  beiden  Integrale  (1)  in  ein  Inte- 
gral von  derselben  Gestalt 

2 

Hier  wird  nach  dem  vorhin  benutzten  Satze  (V)  des  §  25  der 
Werth  des  Integrals  durch  Vertauschung  der  beiden  Greqzen 
mit  der  negativen  Einheit  multiplicirt  Ersetzt  man  nun  der 
Uebereinstimmung  wegen  y'  durch  den  früheren  Buchstaben  y, 
so  geht  (1)  in  die  Summe  der  folgenden  Integrale  über 

nj  smy  '        nj  '^  "         nny  ' 


n 

0  0 


Vermöge  des  für  die  Variable  v^  angenommenen  ümfanges 
—  7i:^^<7f  hat  man 

(3)  0<^<-.    0<^<-. 

80  dass  die  oberen  Grenzen  beider  Integrale  positiv  und  nicht 
grösser  als  n  sind.  Mithin  kann  man  den  Grenzwerth,  gegen 
welchen  jedes  Integral  für  eine  wachsende  Zahl  2n  + 1  con- 
vergirt,  unter  weit  reichenden  Bedingungen  durch  den  Satz 
des  vorigen  §  auffinden.  Die  nächst  liegende  im  Anfange  des 
§  ausgesprochene  Voraussetzung  war  die,  dass  /"C^)  in  dem 
bezeichneten  Intervall  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  v^  sei,  und  zwar  gehört  hier  zu  dem  Begriffe  der 
Stetigkeit,  da  die  Reihe  für  die  Argumente  —  n  und  n  densel- 
ben Werth  annimmt,  dass  die  Werthe  der  gegebenen  Function 
/"(— TT-i-«)  und  /"(yt-t-c),   sobald   die   positive  Grösse  «  gegen 


WerthbestiTiimiing  der  trigonometrischen  Rethci. 
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die  Null  abnimmt,  sich  demselben  Wcrthe  nähern.  Da  indessen 
die  Integrationen,  welche  zu  der  Flerstellung  der  Coefficienten 
der  Reihe  in  (11)  des  §  78  erforderlieb  sind,  naeh  §  73  auch 
dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  die  Function  f{^)  an 
einzelnen  Stellen  des*  Intervalls  Unterlireehungen  der  Stetig- 
keit erHlhrt ,  »o  darf  die  Frage  luicli  der  Konvergenz  und 
Werthbesttmnmn^'  der  trigononietrisdieii  Heihe  auch  auf  Func- 
tionen ausgedehnt  werden,  die  an  einzelnen  Stellen  unstetig 
sind.  Der  Satz  des  vorigen  §  erlaubt  eine  Beantwortung, 
wofern  die  Function  /*(i^)  überall  eindeutig  und  endlich  ist, 
nur  ftir  eine  besehrätvkte  2ahl  v(mi  Werthen  unstetig  wird,  und 
ebentalls  nur  f(ir  eine  beschränkte  Zahl  von  Wertben  vom 
Wachsen  zum  Afjnehmen  oder  umgekehrt  übergeht. 

Es  seien  dj,  e^,.,  ,e^_^  diejenigen  Werthe  von  yj  für  welche 
in  dem  ersten  Integral  (2)  die  Function  /'(»'>  4-  2y)  unstetig  wird 
oder  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergebt, 

ferner  sei  e,  =  — r-  •     Dann  ist  das  betreffende  Integral  gleich 

einer  Summe  von  Integralen,  deren  Grenzen  rcspective  0  und 
Cj,  ej  und  e^, . . .  i\_^  und  «?,.  sind,  uud  auf  die  der  Satz  des  vori- 
gen §  Anwendung  findet.  Sehliessen  wir  zuuäehst  den  Füll  aus, 
dags  ,'>=— .7,  mithin  i\-=n  sei,  so  convergirt  bei  wachsender 
Zahl  2«  -f  1  das  erste  Integral 


/' 


ainy  ' 


I 


I 


gegen  das  Product  von  --  in  den  Werth  der  Function,  der  einem 

positiven  abnehmenden  ;^  entspricht  uud  mit  f{p-k-L)  bezeichnet 
werden  miige,  und  es  entsteht  durch  Miiizufligung  des  Factors 

-  der  Grenzwerth  g/"(v>-+-£);  alle  übrigen  Integrale,  bei  deoen 

die   beiden   Grenzen    weder    gleich  Null    noch    gleich   rr   sind, 
näbern    sich    dagegen    dem    GrenKwertbe    Null.     Mithin   8leUt 

-/'(5^-i-£)  den  Grenzwerth  des  ganzen  ersten   Integrals  in  (2) 

dar.     F(ir  das  zweite  Integral   in  (2)  gilt  genau   dieselbe  Be* 
trachtuug;  indessen  kann  hier  vermöge  der  zweiten  Ungleich- 
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heit  (3)  die  obere  Grenze  mit  der  nnteren  Grenze  Null  znsam- 
ment'allen,  so  dass  diese  Voraussetzung,  bei  der  das  ganze  zweite 
Integral  verschwindet,  auszunehmen  ist.  In  allen  übrigen  Fällen 
ergiebt  sich  als  Grenzwerth  des  genannten  Integrals,  indem  fi 
wieder  eine  positive  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  be- 
deutet, da  y  von  der  positiven  Seite  her  gegen  die  Null  convergirt 

und  die  Function  f{xf-  —  2y)  vorliegt,  der  Werth  „A^— «).  Die 

in  (2)  dargestellte  Summe  der  beiden  Integrale  convergirt  daher 

gegen  den  Grenzwerth  ^ /"(^  +  «)  +  ^fi^  —  ^)-   In  dem  bis  jetzt 

ausgeschlossenen  Falle,  wo  ^=  —  n  ist,  demnach  das  erste  In- 
tegral in  (2)  von  0  bis  7i  geht,  das  zweite  Integral  aber  gleich 
Null  wird,  hat  man  entweder  e^  gleich  ?r,  dann  liefert  das  be- 
treffende Integral  ilir  eine  wachsende  Zahl  2n  +  1  in  der  zuletzt 

gebrauchten  Bezeichnung  den  Grenzwerth    /  ( — n+t)-\--f{7t—6)\ 

oder  Cj  ist  nicht  gleich  n^  dann  convergirt  das  erste  Theilinte- 

gral  gegen  ^f{—n-\-£),  jedes  zwischenliegende  gegen  die  Null, 

das  letzte  gegen  ä/'C^  — e),  also  das  ganze  Jntegral  wieder  gegen 

den  Grenzwerth  — /"( — tt  +  «)  +  „/"(^  —  «)•     Man  darf  also 

scMiessen,  dass  unier  den  angeführten  die  Function  f(&)  betref- 
fenden Voraussetzungen  die  eugehörige  trigonometrische  Reihe  stets 
convergirt  und,  falls  ^  in  dem  angenommenen  Intervall  nicht 
gleich  —ji  ist,  den  Werth 

(4)  |(/'(^  +  0+m-0), 

fciUs  ^  =  — TT  ist,  den  Werth 

(5)  \{f{-7t^B)-^f{7t-,)) 

ausdrückt.  Wenn  die  gegebene  Function  für  das  ausgewählte 
Argument  &  stetig  ist,  so  näJiern  sich  f{i^—B)  und  /"(v^  +  c)  bei 
abnehmendem  e  demselben  Werthef{d-),  welcher  also  durch  die  Reihe 
richtig  dargestellt  wird;  ebenso  erhält  man,  wenn  sich  die  Werthe 
/■( — TT  +  fi)  und  f(n  —  e)  nach  der  Stetigkeit  an  einander  schliessen, 

UiMchlti.  ABftlTdfl  n.  31 
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als  Werth  der  Reihe  den  gegebenen  Werth  der  Function^  welcher 
mit  f{ — n)  öder  f{^)  hejsekhnet  werden  katw. 

Die  Bedeutung,  welclie  dem  wiederholt  j;ebra«chten  Sa 
des  vorigen  §  iiitie  wohnt,  veranlasst  dazti,  noch  eine  Beiuerkiiti 
über  daB  Integral 


(«) 


/Bin(2?t  +  1) 
siny 


hinzuzufügen.     Für  die  obere  Grenze  ä  ^^^       wurde  der  Werth 
mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung 

(7)  — ^- ^  =  l  +  2co82>'  +  2co845'  +  ...4-2cos2ny 


d*l 


8in^ 
gleich  Y  gefunden;  andererseits  lehrt  der  erwälinte  Satz, 

das  Integral  flir  jeden  positiven  zwischen  0  und  :t  Hegeudeu 
Werth  von  h  bei  einer  wachsenden   Zahl  2m+1  immer  gegen 

den  Qrenzwerth  --  convergircn  miiss.  Nun  lässt  sich  aber,  so- 
bald der  Ausdruek  der  rechten  Seite  von  (7)  in  das  Integral 
eingesetzt  wird,  die  Integration  der  einzelnen  Beatnndtheile  von 
0  bis  zu  der  beliebigen  (Irüsse  A  vollziehen,  woraus  die  Oleicbaug 


(8) 


/Bin(2»~l-l)y  _        ,       2sii 
— —. "dy  =  h+      - 


sin2A      2  Bin  4  A  28in2nA 

2-    +       4       +•••+       2« 


n 


hervorgeht.     Die   rechte  Seite    muss,   so    lange  0<rA<:;f  ist, 

für  eine   waehsentle   Zahl   n   den  Werth   ^   ausdrücken.     Diest' 

auffallende    Erscheinung    hängt    mit    einer    andern   zusammen, 
die  in  I,  §  120  beobachtet  w^urde.     Setzt  man  auf  der  rei-bten 

Seite  von  (8)  statt  h  den  Ausdruck  ;,  ^  „  »  so  bestehen  die  l'n- 

gleichheiten 

(9)  -^r<n><^, 

ferner  wird 


sin  (2~m  +  1)  2  Ä  =  sin  (2  m  +  1)  (jt  —  i/')  =  sin  (2  m  +  1)  «/*, 
sin  2  m .  2  /» ^  sin  2  m{n  —  ^t)  ==  —  sin  2  m  V» 

und  es  entsteht  das  Aggregat 
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(10)  f  -|  +  ,in  ^  -  "'^  ^  + . . .  +  (- 1)-  •>-^^. 

Dass  diese  Summe  gegen    -  convergirt,  bedeutet  aber  dasselbe 

wie  die  Gleichung  (13)  des  angeführten  §,  welche  für  den  glei- 
chen Umfang  von  i//  gilt  und  folgendermassen  lautet 

/ii\  V         •      .       8in2v  .   8in3V'_ 

An  der  citirten  Stelle  ist  hervorgehoben,  dass  die  vorliegende 
ans  der  logarithmischen  Reihe  abgeleitete  Reihe  ftlr  die  extre- 
men Werthe  t/^=—  ;f  und  ip=jc  nicht  den  auf  der  linken  Seite 
von  (11)  befindlichen  Ausdruck,  sondern  den  Werth  Null  dar- 
stellt und  daher  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erfährt. 
Allein  die  betreffende  Reihe  gehört  wieder  selbst  zu  den  trigo- 
nometrischen Reihen  und  kann  auch  als  ein  Beispiel  der  so  eben 
entwickelten  Theorie  aufgefasst  werden. 

Um  dies  deutlich  zu  machen,  möge  die  letztere  zunächst 
auf  ein  etwas  allgemeineres  Beispiel  angewendet  werden.  Es 
habe  die  gegebene  Function  /*(^)  die  in  §  73  beiläufig  berührte 
Beschaffenheit,  dass  sie  in  dem  einen  Theile  des  Intervalls,  von 
—  n  bis  0,  gleich  dem  Ausdrucke  ersten  Grades  Id^+r^  in  dem 
anderen  Theile  des  Intervalls,  von  0  bis  /r,  gleich  l'd^  +  r'  sei, 
wo  l,  r,  Vf  r'  beliebige  Constanten  bedeuten.  Die  Coefficienten 
der  zugehörigen  trigonometrischen  Reihe  a^  und  b^  werden  nach 
den  Formeln  (11)  des  §  78  gebildet;  hierzu  dienen  ftir  das  von 
— n  bis  0  gehende  Intervall  die  vermittelst  §  70  leicht  auszu- 
führenden unbestimmten  Integrationen 


(m/{la  +  r)da  =~+ra, 

/io\      in      ,     \  j  t(         sin  Witt       co8Wia\ 

(13)  /  (la  +  r)  C08ma<i«=  ly     a  -^     +     ^,— j 

(14)  /{la+r)8mmaila=ll  —  a        -    +        ,1 

und  ftir  das  von  0  bis  /r  gehende  Intervall  die  entsprechenden 
Gleichungen,  in  denen  gleichzeitig  l  durch  l',  m  durch  m'  er- 
setzt wird.  Durch  Einfuhrung  der  Grenzen  und  Addition  der 
erhaltenen  Resultate  erhält  man  somit  die  folgenden  Ausdrücke  : 


2 

8in  m  « 
-]+r  , 

m 


co8ma 
■r  i 

m 
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I 


(15) 


(l  —  /')  1 — cosmn  ^ 

a=^     ^- 5  — »  m>0 


m' 
coBmn 


h=-{l  +  l')-^'"^- 


r  —  r'    1  —  cos  m  rt 


m>0. 


m  n  m 

Da  cosm/r  für  jedes  jjcraile  m  gleich  der  positiven,  für  jedes 
ungerade  m  gleich  der  negativen  Einheit  wird,  also  auch  durch 
das  Zeichen  ( — l)*"  ausgedrückt  werden  könnte,  so  folgt,  dass 
1  —  cos  m  ?r  fllr  jedes  germle  »h  verschwindet,  Mir  jedes  ungerade 
gleich  2  wird.  Die  Function  /'(^}  hat  bei  der  Annaheruag 
des  Arguments  i;e^^e\i  die  Null,  gegen  —tt  oder  4-«^,  falls  t 
wieder  eine  positive  ubnehmeude  Grösse  bedeutet,  resi>ective 
die  Werthe 

/■(-«)        =-?£4-r,  f{i)        =l'i  +  r, 

f{^n+i)=      ?(— 7r-|-e)  +  r,  f(n-6)  =  l\7C-e)  +  r'; 
folglich  ergiebt  die  trigonometrische  Reihe  für  ^  =  0  den  VVertb 


lim.|{/-(-0  +  /'(0)=^» 


flir  d-—~7r  oder  u  den  Werth 
1 


lim.  :  (/•(-^+6)+/'(/r-*))--^ 


il-V) 


7f^ 


r  +  r' 


tb      J 


2  V  V  .     /   .  .  V  /.  2        "    '       2 

Ehe  wir  die  Function  f{d)  durch  Annahme  von  Beziehun 
zwischen  den  4  Constanten  l,  r,  l\  r'  speciaUsiren,  haben 
noch  einen  Umstand  hervorzuheben.  Wenn  die  gegebene 
Function  die  Bedingung  erfüllt,  tUtr  entgegengesetzte  Argumente 
deuBelbcn  Werth  anzunehmen,  so  verschwinden  die  Bämmtb'chc'n 
Coefficienten  &^,  der  Sinusglieder 


gen 
wir 


'.=  |/?('')»i 


sin  m  a  c^  o, 


weil  das  von  —n  bis  0  und  das  von  0  bis  ?f  genommene  1d- 
togral  aus  gleichen  und  entgegengesetzten  Elcnieuteu  bestcLeu, 
und  es  bleibt  eine  reine  Cosinusreihe  zurück ■,  wenn  dagegen 
die  gegebene  Function  die  Eigenschaft  hat,  lür  entgegengesetzte 
Argumente  entgegengesetzte  Werthe  zu  erhalten,  so  verschwindeo 
aus  entsprechenden  OrUnden  die  sämmtlichen  Coefficienten  ^ 
der  Cosinusglieder 


§  81.  Beispiel.  486 

Tr)c08f»arfa, 


«-= iy?(") 


das  Glied  «„  eingeschlossen,  und  es  bleibt  eine  reine  Sinnsreihe 
übrig.  Damit  in  dem  obigen  Beispiel  der  erste  Fall  f{if)—f(—ä-) 
eintrete,  mnss 

V^  +  r'=—l&-hr 
sein,  das  heisst 

(16)  V=-l,  r'^r; 

für  den  zweiten  Fall  f(»)  —  —f{—  0)  ergiebt  sich  die  Bedingung 

folglich 

(17)  V  =  l,  r'=-r. 

Unter  der  letztern  Voraussetzung  wird  also  von  —  tt  bis  0  die 
Function  2^  +  r,  von  0  bis  n  die  Function  Id^  —  r  durch  die 
reine  Sinusreihe 

(18)  •j(-2i(--')'-l^<'-(-^)'))»inm> 

m=i  \  w»  n     _  m  J 

mit  der  Beschränkung  dargestellt,  dasssie  sowohl  für  ^=Owie 
auch  tlUr  ^=  +  7r  den  Werth  Null  liefert  Die  an  der  Stelle 
^=0  stattfindende  Unstetigkeit  hört  auf,  sobald  der  Constante 
r  der  Werth  Null  beigelegt  wird.  Dann  hat  die  gegebene  Func- 
tion für  das  ganze  von  —n  bis  n  reichende  Intervall  den  Aus- 
druck 7^,  während  sich  (18)  zu  der  Reihe 

(18*)  "jT  ^^ti^ —  sin  I»  ^ 

vereinfacht.  Entfernt  man  jetzt  sowohl  in  der  Function  wie  in 
der  Reihe  den  gemeinsamen  Factor  2  {  und  ersetzt  ^  durch  i/', 
so  erscheint  die  obige  Gleichung  (11),  deren  Ableitung  aus  dem 
gewählten  Beispiel  beabsichtigt  war. 

Die  Bigenschaft  der  trigonometrischen  Reihen,  willktlrlich 
gegebene  unstetige  Functionen  darstellen  zu  können,  ist  deshalb 
so  überraschend,  weil  jedes  einzelne  Glied  der  Reihe  eine  stetige 
Function  des  Arguments  ist.  Wie  wir  sahen,  verhält  sich  die 
Reihe,  sobald  die  gegebene  Function  für  einen  Werth  &=^^ 
anstetig  ist,  in  der  Weise,  dass  sie  für  ein  um  eine  belie- 
big   kleine    positive    Grösse    d    über   v^„   liegendes    Argument 
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^„  +  d  die  FiiiR'tion  f'{^'^,j  +  <^\   tÜr    ein    Argument  i"^,,— <?   die 
Fimction /*(^,,  —  (?),   dagegen    für    das  Argument  ,7„  gelbst  da« 

arithnietiHche  Mittel  lim  .  -   (f{t>^  +  6)  +f(ß^  —  <V))    ausdrückt. 

Jeder  der  drei  Werthe  wird  erhalten,  iiidera  man  eine  hin- 
reichend groBse  Anzahl  iti  der  oben  heKeit-hneten  Weise  auf  ein- 
ander folgender  Glieder  der  Reihe  addirt,  und  zwar  mögen  hei 
.'>„,  0,,-\-d,  ^..  — (J  respective  2h+1,  2»'  +  I,  2«"-+-!  Glieder 
erfürderlich  sein,  damit  die  Darstellnng  bis  auf  eine  nnd  dieselbe 
kleine  Grösse  genau  werde.  Würde  man  die  zu  .V^  gehörende 
Zahl  2n+  1  festhalten  und  statt  des  Arguments  i}^  ein  um  die 
Grösse  q  verschiedenes  Argument  'f^^+Q  oder  0^„^q  substitui- 
ren,  so  bewirkte  die  Stetigkeit  der  sümmtlichen  2«  -+- 1  ersten 
Glieder  der  trigonometrüschen  Reihe,  dabs  für  einen  genügend 
kleinen  Werth  von  q  das  ganze  Aggregat  einen  Wertb  bekäme, 
der  von  dem  au  ^='i^^  gehörenden  Werth  beliebig  wenig  ab- 
wiche. Ans  diesem  Grunde  würde  die  Summe  der  2«  +  1  ersten 
Glieder  einen   Werth   darstellen,    weleher    von    dem  zu  ^'}=lf^ 

gehörenden  Werthe  lim.  ,^  (f(.'>„  +  (J)+/'(i^„—(J))  beliebig  wenig 

verschieden  wäre.  Weil  aber  nachgewiesen  ist,  dass  bei  dem 
vorhin  eharaeterisirten  Argunteut  ^i,  +  «5  die  2n'  +  1  ersten  Glie- 
der der  vorliegenden  Reihe  den  Werth  /'(>'«+ «5)  darstellen, 
welcher  von  dem  vorhin  bcKeichueten  Werthe  um  eine  endliehe 
Grösse  differirt,  so  muss  die  hierzu  erforderliche  Zahl  2n'  +  l 
weit  grtisser  als  die  Zahl  2«+  1  sein.  Ftlr  die  zu  dem  Argu- 
ment if^^—^  gehörende  Zahl  2n"  +  1  ergiebt  sieh  auf  gleiche 
Weise,  dass  2«+l  von  der.'^elben  Ubertroften  werden  mus». 
Hiernach  leuchtet  es  ein,  dass  die  Darstellung  von  Werthen, 
die  bei  abnehmenden  Unterschieden  der  Argumente  nra  endliche 
GriJHsen  von  einander  abweichen,  nur  dadurch  zn  Stande  kommen 
kann,  dass  eine  immer  grossere  Anzahl  der  auf  einander  folgen- 
den Glieder  der  trigonometrischen  Reihe  addirt  wird.  Diese* 
Resultat  lässt  sich  auch  durch  direete  Betrachtang  de»  obigen 
Ausdrucks  (1)  bestätigen,  welcher  die  Summe  der  2n-i- 1  ersten 
Glieder  der  trigonometrisehen  Reihe  als  eine  Summe  von  iwei 
bestimmten  Integralen  wiedergibt,  und  vnn  dem  die  gefandene 
Werthbestimmung  ausging.    Austserdem  sieht  man  ein,  dass  die 
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v-orläufige  Annahme,  welche  in  §  78  über  die  Art  der  Conver- 
S>enz  einer  trigonometrischen  Reihe  gemacht,  dagegen  bei.  der 
niit  §  79  beginnenden  Untersuchung  mit  ausdrücklichen  Worten 
£ft.afgehoben  wurde,  in  der  That  nicht  zutrifft,  sobald  die  zu 
entwickelnde  Function  an  einzelnen  Stellen  unstetig  ist. 

Bei  dem  vorgetragenen  Convergenzbeweise  der  trigono- 
s~Kietri8chen  Reibe  ist  es  wesentlich,  dass  zu  dem  Anfangsgliede 
^ine  Anzahl  der  nach  den  Vielfachen  des  Arguments  geordneten 
<SKaf  einander  folgenden  Cosinusglieder  und  die  gleiche  Anzahl 
«:1er  ebenso  auf  einander  folgenden  Sinusglieder  zusammen  addirt 
^%?^ird,  um  den  Ausdruck  zu  erhalten,  dessen  Grenzwerth  bei 
f<>rtdanerndem  Wachsen  jener  Anzahl  als  die  Summe  der  Reihe 
dlefinirt  ist. 

Dieser  Umstand  hängt  mit  einem  wichtigen  Unterschiede 
^Busammen,  der  bei  convergenten  Reihen  vorkommt,  und  von 
^^^[Hrichlet  in  §  1  der  Arbeit:  Beweis  des  Satees  y  dass  jede 
-^unbegrenzte  arithmetische  Progression  ^  deren  erstes  Glied  und 
-^^)ifferene  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sindy  un- 
^sndlich  viele  Primzahlen  enthalt,  Abhandl.  der  Berliner  Aca- 
«rSemie  vom  J.  1837,  hervorgehoben  ist.  Nach  den  Bezeichnun- 
^^en  von  I,  §  105  seien  c»,  c,,  c„...  bestimmte  reelle  Grössen 
'■^nd  s^  ftir  jede  Zahl  q  deren  Summe, 
C_19)  «,  =  c,  +  c, +  ...  +  C,. 

IK>ie  Convergenz  derselben  bei  unendlicher  Ausdehnung  sei  da- 
«3urch  festgestellt,  dass  die  DiflFerenz  s^^^  — s^  die  Eigenschaft 
'kat,  fUr  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  q  nnd  für  jeden 
''^Verth  von  t  numerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse 
•«10  zu  werden.  Dann  können  die  in  der  Differenz 
<:20)  «,+,  -  5^  =  c,^j  +  c,^,  +  . . .  +  c^^, 

^usamraengefassten  Glieder  ein  doppeltes  Verhalten  zeigen.  Ent- 
"^^eder  ist  es  möglich,  aus  denselben  eine  Folge  von  Gliedern 
heraus  zu  heben,  deren  Summe 

<:21)  C^.  +  C,„  +  .  .  .  +  C^(r) 

«äie  gegebene  kleine  Grösse  w  numerisch  um  eine  von  w  unab- 
liängige  endliche  Grösse  übertrifft,  oder  dies  ist  nicht  möglich. 
In   dem    ersten    Falle    erhält   man    nach   Weglassen   der   mit 


Bwiingtf  und  inibcdingte  Convergenz. 


<?-'»  ^--»  ■  •  •  ^-C*"'  bezeicliaeten  Glieder  durch  Zasanunenfiissea 
der  Hhrig  bleibenden  eine  Summe,  deren  Wertli  von  dem 
Greiizwertb  der  Summe  .s^^,  um  eine  von  oi  unabhängige  end- 
lit^bc  Krilisse  abweicht,  in  dem  zweiten  Falle  kann  dies  nicht 
geschehen.  In  dem  ersten  Falle  sagt  man,  dass  die  tmetidliciu 
Reiht  nur  in  der  gegebenen  Arwrdntmg  oder  bedingt,  in  dtvi 
zweiten  Falle,  dass  sie  unabMngig  vmi  der  gegebenen  Anordnmtj 
oder  unhedingt  convergire. 

Zu  der  Gattung  der  unhedingt  convergenten  Reihen  gehören 
alle  diejmigenj  aus  dencHj  falls  alle  (rUt^der  absolut  gefwmmen 
werdetty  convergente  Reihen  entstehen.  Denn  unter  dieser  Annahme 

rnusB,  wofern  der  absolute  Werth  von  c  mit  rc*  bezeichnet 
wird,  das  zu  (20)  gehörende  Aggregat 

C22)  »'(^+  ^(P,J  + . . .  +  /^^ 

fttr  ein  hinreichend  grosses  q  und  ein  beliebiges  t  kleiner  als 
eine  beliebig  kleine  Grösse  f't  sein.  Nimmt  man  nun  das 
zu  einer  beliebigen  Gruppe  von  Gliedern  (21)  gehörende  Ag- 
gregat 

(23)  Y^^^,,^,,,  +  y7^^, 

Bo  ist  dasselbe  oothwendig  in  (22)  enthalten  und  deshalb  nume- 
risch kleiner  als  die  Grösse  w.  Weil  aber  der  numerische 
Werth  von  (21)  immer  kleiner  und  nur  im  Falle  von  lantcr 
gleichen  Vorzeichen  gleich  (23)  ist,  so  muss  der  erstere  eben- 
falls kleiner  als  w  sein,  wie  zu  beweisen  war.  Die  Eigenschaft 
einer  Reihe,  dass  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  ebenfalls 
eine  convergente  Reihe  liefern,  ist  in  I,  §  lOO  vorausgesetzt, 
um  das  Verfahren  der  Mnltiplication  von  zwei  unendlichen 
Reihen  zu  begründen.  Ferner  wird  daselbst  die  aus  dem  Satte 
(III)  in  I,  §  107  fliessende  Folgerung  benutzt,  dass  eine  Potenzreihe 
(24)  c,.  +  c,a.'  +  c,a;'  +  ..., 

bei  der  die  absoluten  Werthe  der  mit  einer  positiven  GrJisse  91 
gebildeten  sämmtlicben  Gr{)ssen  c^,  c,  3i,  c,  Sft", . . .  unter  einer 
festen  Grc^sse  ^  bleiben,  tlir  alle  Werthe  von  x,  deren  absolnter 
Werth  kleiner  als  9i  ist,  convergirt,  und  bei  Ersetzun 
Glieder  durch  deren  absolute  Beträge  eine  convergente  Reibe 
ergiebt,  mithin  unbedingt  convergirt. 
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Um  das  Vorhandensein  der  ersten  Gattung  von  Reihen 
nachzuweisen,  mögen  mit  derselben  positiven  Differenz  d  und 
zwei  verschiedenen  positiven  Anfangsgliedern  a  und  /  zwei 
arithmetische  Reihen  gebildet,  aus  diesen  durch  Division  in 
die  Einheit  harmonische  Reihen  abgeleitet,  und  die  Glieder  der 
ersten  positiv,  die  der  zweiten  negativ  genommen  werden;  dann 
entsteht  die  Summe 

(25)  2:  -^7I^-T^:r-  2: 


ti  a  +  (m—l)d  ,-^1  y  +  (m-l)<r 
Jede  der  beiden  hier  vereinigten  harmonischen  Reihen  ist  nach 
§  31  so  beschafifen,  dass  sie  für  eine  wachsende  Gliederzahl 
eine  über  jedes  Mass  wachsende  Grösse  ausdrückt,  dass  aber 
die  Differenz  der  Reihe  und  eines  dort  angegebenen  mit  der 
Gliederzahl  wachsenden  Ausdrucks  gegen  einen  festen  Grenz- 
werth  convergirt.  Nach  der  dortigen  Gleichung  (17.)  gilt, für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  mit  beliebiger  Genauigkeit 
die  Gleichung 

und  ebenso  für  eine  stets  wachsende  Zahl  p, 

(27)    ',lyT(^->i'^^^-'^7hj^{j} 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wird  also  die  Summe  (25) 
beliebig  genau  durch  den  Ausdruck 

W  }los{l-K— i)')-ilo8(l-Ki.-i)') 

*M-6)-'Ö)) 

dargestellt.  In  dem  ersten  Bestandtheil  darf  die  Differenz  der 
beiden  Logarithmen  durch  den  Logarithmus  des  Quotienten 
ersetzt  werden,  so  dass  nach  Division  mit  d  die  Grösse 

entsteht,  während  der  zweite  Bestandtheil  von  den  Zahlen 
n  und  p  unabhängig  ist.  Der  Werth  von  (29)  richtet  sich 
nach  dem  Gesetze,   nach  welchem  man  die  Zahlen  n  und  p 
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Stetigkeit  nmfasst  hierbei  wieder  die  Eigenschaft,  dass  für 
&=  —  n  nnd  S-^n  derselbe  Wg^h  eintritt.  Vermöge  der 
angegebenen  Voraussetzung  lassen  sich  die  in  (11)  des  §  78 
aufgestellten  Ausdrücke  der  Coefficienten  a^  und  b^  für  m>l 
durch  theilweisc  Integration  umformen.   -Da 


(40)    < 


/sinmaN  /co8ino\ 

(39)  cos  ma  =  — ^ ^->  sinma= ~-^ 

da  da 

ist,  so  kommt 

/^(a)c08W«da=      f(cc)--~ yr(o)     ^— <^«. 

Die  von  den  Integralzeichen  freien  Ausdrücke  liefern  bei  der 
Einführung  der  Integrationsgrenzen  — n  und  tt  verschwindende 
Resultate,  was  ohne  die  vorhandenen  Stetigkeitsbedingnngen 
nicht  überall  der  Fall  sein  würde,  und  es  entstehen  für  m>l 
die  Ausdrücke  der  Coefficienten 

n  n  X 

a„  =     I f{a)cosmada  = 1  f'(a)8'mmada— ^  -  //'"(a)co8«fl 

— Ä  — «  —7t 

^n  n  n 

6.  =-  I f(a)s'mtnada=      —  / f'(a)eo8mada  = _—  / f"(o)smmo 


(41)'  -' 


Der  Werth   von  jedem  der  beiden  letzten  Integrale  wird 
numerisch  vergrössert,    indem  man  statt  f"{ct)  eine  numerisch 

zu  grosse  Constante  —  >   statt  cos  ma  nnd  sinma   die  positive 

Einheit  substituirt  und  dann  integrirt,  wodurch  sich  bei  beiden 

die  Grösse  -„  ergiebt. 
m 

Aus  diesem  Grunde  sind  a^  und  h^  ttir  jeden  Werth  von 
m  ausser  fn=0  numerisch  kleiner  als  — i«      Wenn   daher  bei 
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l^erthe  «=1,  y  =  2,  cJ=2;  ihre  Verbindung  entspricht  der  Vor- 
fifcussetzung  n=p.  Da  llir  diesen  Fall  der  Werth  von  (25)  in  (30) 
dargestellt  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

C35)  log2  =  i(log2  +  i/;(^)-i^(l)). 

"VTofern  in  (25)  das  Verhältniss  —    nicht    gleich    der    Einheit, 

sondern   beliebig  bestimmt   ist,  wird  (25)  durch   den  in  (28.) 
angegebenen  Werth   ausgedrückt,   der  gegenwärtig  gleich  dem 
ifolgenden  ist, 

C36)  l(log(^]  +  log2 +  </,(!) -^(1)). 

Uklit  Berücksichtigung  von  (35)  folgt  hieraus  das  für  ein  be- 
liebiges Gesetz  des  Wachsens  der  Zahlen  n  und  p  geltende 
Tlesnltat 

"="         1  "'=/'     1  1  /n\ 

<^^)     .^.  ^1  -  .€.  -in, = '»« 2 + -,  iog(-;-)- 

^Bei  einer  Anordnung,  in  welcher  immer  doppelt  soviele  posi- 
'ftive  als  negative  Glieder  genommen  werden 

<38)  l+|_±+.l.+  ,L_|  +  ..., 

3 
^Iso  n=2p  ist,  entsteht  demnach  der  Werth     -log  2. 

Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  ein,  dass  die  Convergenz 
^er  trigonometrischen  Reihen  sehr  wohl  eine  von  der  Anordnung 
•sibhängige  oder  bedingte  sein  kann.  Zugleich  hat  es  ein  grosses 
Unteresse,  eine  allgemeine  Bedingung  kennen  zu  lernen,  unter  der 
^ine  trigonometrische  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.    Eine 
enlche  besteht   darin,   dass   von   der   darzustellenden   Function 
^(^)  verlangt   wird,  für  das  von  — rr  bis  n  ausgedehnte  Inter- 
"vall   des  Arguments   überall   eindeutig   bestimmt,   endlich  und 
stetig  zu  sein,   ferner   einen   eben   solchen  ersten  Differential- 
<luotienten  /''(^),  und   einen   überall  eindeutig  bestimmten  end- 
lichen   zweiten    Differentialquotienten  f"(^)   zu   haben  *);    die 


*)  Vgl.  Biemann,   über  die  Darstelibarkeit  einer  Function  durch  eine 
^^gonometrische  Reihe.    Göttingen  1867. 
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§  91- 


Stetii^keit  umfiisst  hierbei  wieder  die  Eigenschaft,  dass  für 
if-=^  —  Tr  und  ,'>  =  ff  derselbe  Wc^rtli  eintritt.  Vermöge  der 
angegebenen  Voraussetzung  lassen  sich  die  in  fH)  des  §  78 
aufgestellten  Ausdrücke  der  Coefficienten  u^  und  b^  fUr  m>l 
durch  theilweisc  Integration  umformen.     Da 

jf'  ein  m  a\  /  cob  «ta  \ 

(39)  cos  ma  =  — ^^ ^-  "•"«•'* — \ £. 

ist,  so  kommt 

y  /*(c)C08W«rfo- 


da 


j  sinfn«=  — 


(2a 


(40)    { 


(41) 


/"  ,, ,  .  sinma   ,  rtf  \  cos»»«    .      f^m   \  cosm«  , 

/  /  (ft)ßinmarffr  =  — /^  («) -^     I  f  i^f      "*^.      1 

w  >  wi  ■ 

Die  von  den  Integralzeichen   freien  Ausdrücke   liefern  bei  der      I 

EinlÜhrung  der  Integrationsgrenzen  — n  und  rt-  verschwindende 
Kesultate,  wa?)  ohne  die  vorhandenen  Stetigkeitsbedinguugen 
nicht  überall  der  Fall  sein  würde,  und  es  entstehen  für  m>l 
die  Ausdrücke  der  Coefficicnten 

n  Tt  n 

)  —ft  — Ä  —ft 

\  r*^  r%^  •>* 

h^=^  ff(a)»inmada=      —  ff'{a)(i08mada  =  ~     \—  ff*'(a)sinmei 


Der  Werth    von  jedem  der   beiden   letzten  Integrale   wird 
numerisch   vergrösaert,    indem  man  statt  /'"(«)  eine   numerisch 

zu  grosse  Constante  -->   statt  cos  w  ff  und   sinwa    die  positive 

Einheit  subatituirt  uud  dann  integrirt,  wodurch  sich  bei  beiden 

die  Grösse  — ^  ergiebt. 

Aus  diesem  Grunde  sind  a^  und  b^  für  jeden  Werth  von 


I 


m  ausser  m=0  numerisch   kleiner  als 


Wenn    daher 


§  81.  Unbedingt  oonvergente  trigonometriRohe  Reihe.  498 

der  zugehörigen  Reihe  die  21  nächsten  Glieder  betrachtet  wer- 
den, welche  auf  die  (2«+  1)  ersten  folgen,  so  ist  die  Summe 
ihrer  absoluten  Werthe,  da  die  absoluten  Werthe  von  cosm^ 
und  sinm^  niemals  die  Einheit  übertreffen,  niemals  grösser  als 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  ihrer  Coefficienten,  die  letztere 
jedoch  kleiner  als  die  Summe 


(n+1)«  "  {n  +  2y^"'^  (n  +  iy 
Nach   einer   in   §   31   gemachten  Bemerkung   hat  jedoch  (42) 

für  jedes  /  einen  Werth,  der  unter  der  Grösse Hegt,  mithin 

ttlr  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  beliebig  klein  wird.  Des- 
halb convergirt  die  trigonometrische  Reihe  unter  der  ange- 
gebenen Voraussetzung,  wie  behauptet  worden,  auch  für  die 
absolut  genommenen  Werthe  ihrer  Glieder  oder  unbedingt. 
Zugleich  wird  durch  den  Umstand,  dass  das  Aggregat  der  21 
auf  die  2n-f  1  ersten  folgenden  Glieder  der  Reihe,   wie  gross 

auch  l  sein  möge,  für  jedes  Argument  d-  kleiner  als  —  ist,  die 

•  '* 

Yorläufige  Bedingung  aus  §  78  erfüllt,  welche  auch  mit  der 
Bedingung  zusammenfällt,  die  in  I,  §  108  der  dortigen  Summe 
(15)  auferlegt  ist. 

Entwickelt  man  unter  der  gleichen  für  f(d)  gemachten 
Voraussetzung  den  Differentialquotienten  /''(^)  und  f"{^f^)  in 
eine   trigonometrische   Reihe,   so   nimmt   der   erste   Coefficient 

n  n 

—  if'{a)da  und   ~   jf"{(x)da   durch    Ausführung  der   Inte- 

— «  —n 

gration  den  Werth  Null  an,  und  die  Beobachtung  der  Glei- 
chungen (41)  lehrt,  dass  die  für  f'{d)  und  f"{d)  erhaltenen 
Reihen  gleich  denjenigen  sind,  welche  aus  der  für  f{&)  aufge- 
stellten trigonometrischen  Reihe  respective  durch  einmalige 
and  zweimalige  Differentiation  der  einzelnen  Glieder  hervor- 
gehen. 
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EintheiJung  der  Differentialgleichungen. 


Capitel  XI. 

Differentialgleich  linken  mit  einer  unabhängigren  Variable, 

§  83.    Elntliellimg  der  Dlfferentialg^lelohiiiigeB. 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  f(x)  in  Bezug  auf 
die  Variable  j:  za  integrrren,  ist  in  §  17  durch  die  Forderung; 
detinirt  worden,  eine  Funetiou  t/  von  x  zu  bestiinmeu,  welche 
der  Gleichung 


(1) 


i»- 


dx 


=f{x) 


genügt.  In  dieser  Gleichung  liabeü  wir  ein  besonders  einfaches 
Beispiel  einer  Relation,  bei  welcher  die  DirtVreutialquotieuten 
zn  suchender  Functionen,  in  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  unab- 
hängige Variable  genommen,  mit  den  Variahein  und  Fuuetioneü 
verbunden  vorkommen,  und  die  mau  eine  Differentialgleichung 
nennt.  Sowohl  wenn  cinr  Diffcrcniialgleichung  als  auch,  wenn 
ein  System  von  Differentialgleichungen  gegeben  ist,  wird  die  Be- 
stimmung der  verlangten  Functionen  als  Integration  bezeichnel, 
und  die  Unter^aehtiug  aller  hierbei  entstehenden  Fragen  als  ein 
Gegenstand  der  Integralrechnung  angesehen. 

Der  durchgreifendste  Unterschied,  welcher  bei  den  Diffe- 
rentialgleichungen auftritt,  rührt  von  der  Anzahl  der  unalh 
hftngigen  Variabein  her.  Exi8tii*t  nur  eine  unabhängige  Va- 
riable, so  können  die  zu  suchenden  Functionen  nur  in  Bezug 
auf  diese  diftereutiirt  werden,  es  kommen  deshalb  nach  dein 
in  §  4.^  erklärten  Sprach  gebrau  ehe  nur  gewöhnliche  Diffvrmtiah 
quoiienten  vor,  und  die  hetreflendeu  DitlcreutialgleiehuiifeTii 
heisaen  gewöhnliche  IMffereniialgleichuttgen.  Wenn  dagegen 
mehrere  unabhängige  Variable  vorhanden  jsind,  so  können  nach 
dem  angeführten  g  von  den  «u  suchenden  Functionen  in  Beaug 
auf  einzelne  Variaide  und  auf  Combinationeu  derselben  partitUf 
Differentiiüqmtienicti  genommen  werden :  insofern  werden  die  be* 
zHgliehen  Differentialgleichungen  partielle  Differcnfialgleiehungen 
genannt.  (Gegenwärtig  beschäftigen  wir  uns  lediglich  mit  der 
erstcren  Gattung. 

Bei  den  gewöhnliehen  Differentialgleichungen  kommt  i 


r 


nmt  erstens     1 
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die  Anzahl  der  aofzQsnchenden  Fanctionen  und  zweitens  die 
Ordnung  der  von  denselben  nach  der  unabhängigen  Variable 
genommenen  Differentialquotienten  in  Betracht.  Denken  wir  uns 
zunächst,  dass  nur  eine  Function  y  von  der  unabhängigen 
Variable  x  vorliege,  und  dass  die  aui*  einander  folgenden 
Differentialquotienten  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  einschliesslich 
gebildet  seien,  dann  liefert  .das  Verschwinden  einer  aus  a;,  y 
und  diesen  Differentialquotienten  zusammengesetzten  Function  y 
die  Gleichung 

welche  nach  dem  Range  des  höchsten  Differentialquotienten  eine 
Differentialgleichung  der  p  ten  Ordnung  genannt  wird.  Aus  der 
Gleichung  (2)  ist  eine  Bestimmung  des  höchsten  Differential- 
quotienten —  durch  Xf  y,  und  alle  niedrigeren  Differential- 
dx 

quotienten  abzuleiten,  welche  Aufgabe  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen angehört.  Sind  mehrere  Bestimmungen  zulässige,  so 
inuss  jede  für  sich  untersucht  werden;  eine  einzelne  werde,  wie 
folgt,  angedeutet 

Dadurch,  dass  man  die  successiven  Differentialquotienteu  der 
Grösse  y  von  der  ersten  bis  zur  (jd  — l)ten  Ordnung  als  neue 
von  X  abhängige  Variable  einführt,  kann  statt  (3)  ein  System 
von  p  Differentialgleichungen  substituirt  werden,  in  welchem  nur 
Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen.    Es  sei 

,.x  dy  dy^  dy  _^ 

dann  verwandelt  sich  (3)  in  die  Gleichung 

^^^  "fe^ "" ^(yp-i>  y^v "-Vv y^ ^) ; 

jetzt  bilden  (4)  und  (5)  zusammen  ein  System  von  p  Differential- 
gleichungeny  in  welchen  die  nach  x  genommenen  ersten  Differen- 
tialquotienten der  p  abhängigen  Variabein  y,  y^,  y,,  . . .  y^_,  als 
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Functionen  von  diesen  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  x 
gegeben  sind,  und  das  ein  System  dtT  pten  Ordnung  heiBst. 

Mit  einem  System  von  ft  Differentialgleichungen,  in  welchem 
beliebige  Difllerentialquotienten  von  u  Functionen  »/,  £, . . .  der 
Variable  x  vorkommen,  kann  eine  ähüliehe  Reduction  ausge- 
flJhrt  werden,  wie  aus  der  Behandlung  eines  Systems  von  r\vei 
Differential-Gleichungen 


h 


(6) 


•y, 


■v^ 


dx' 


hervorgehen  wird.     Der  erste  Schritt  besteht  darin,   die  hoch- 
aten  Differcntiahiuotienten  der  beiden  zu  suchenden  Functionen 


— r  und 


durch   Auflösen   der   beiden  Gleichungen  (6)  als 

Functionen  aller  übrigen  Elemente  auszudrücken,  was  wieder 
auf  mehrere  Arten  möglich  sein  kann;  eine  einzelne  Darstel- 
lung sei 


n. 


(7) 


'•■». 


i/  Ad/- 


dx 


.^r 


Für  den  Fall,  dass   in  den  Functionen  r/,  und  ff,  die  höchsten 


Ditfereutialquotienten 


<i'y 


und 


nur  im  ersten  Grade  er- 


dx"  dj'' 

scheinen,  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  (7)  durch  Auflösen 
von  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades,  wobei  nach  I,  §  71 
vorauszusetzen  ist,  dass  die  zugehörige  Determinante  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  habe.  Indem  nun  sowohl  die  sac- 
eeasiven  Differentialquotienten  von  i/  bis  zu  der  (j)— l)ten, 
wie  auch  die  euccessiven  Differentialquotienten  von  g  bis  xa 
der  (5  — l)ten  Ordnung  als  neue  Variable  aufgetasst  werden, 
tritt  an  die  Stelle  von  (7)  das  folgende  Sijstem  der  (p -^  q)l(ft 
Ordmsng 
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(8) 


\dx' 


=yi. 


dSf^ 


dx  ' 


^^^'     dm 
dB, 


'^M 


t\!f^V 


•y,*. 


^if 


,£,X) 


Hier  wird  verlangt,   dass   die   ersten  Differentialiiuoticnten  der 

{p  +q]  abhiln^'igeii  Vanabub  y,  f/„  . . .  if^_  ,,  £r,  r,,  . . .  £f^_,  gleich 
V4tr^eafhriebeiien  Fundionen  tlieser  Elemente  und  der  unab- 
hänj^i^^en  Variable  x  werden  sollen.  Da  sich  nnn  ein  belie- 
bi|2:es  System  von  o:ew(tlni liehen  Diffcrentialf^leii-hunfcen,  bei  dem 
die  Zahl  der  (ileit-liini^en  mit  der  Zahl  der  aufzusuchenden 
Fiinetion^'u  Übereinstimmt,  von  einzelnen  Ausnahmen  abgesehen, 
immer  in  ein  System  von  der  bezeiehneten  Art  und  van  einer 
hesittinimten  Ordnnn;;  verwandeln  läs^t,  so  erhalten  wir  ein  Prineip, 
um  sowohl  j|;e{^ebene  DifFereiitialgleiebuugen  mit  einer  abhängi- 
^n  Variable  wie  auch  Systeme  von  Differeutialgleifhun^en  mit 
einer  Anzahl  von  abhängif^en  Variahelu  dureh  Systeme  von 
Differentialgleichungen,  in  denen  nur  erste  Differeutialquotienten 
vorkomnien,  äu  ersetzen,  und  nach  der  Ordnungszahl  dieser  ent- 
sprechenden Systeme  einziitheilrn.  Aneh  wird  es  erlaubt  sein, 
im  Folgenden  die  allgemeine  Betrachtung  auf  Systeme  von  der 
bezeichneten  Art  zu  beschränken» 


%  83,    VoUftiuidlge  und  j»Artlotilmr«  I<dstmg^eii  elnei  Syiton» 
gewdbnllcher  DUferemtialgleloliimg'eii. 


Es  sei  für  p  Functionen  y,  £, .  . ,  der  Variable  x  das  System 
von  u  gewöhn! iclien  Differentialgleichungen  gegeben 
dy 
da' 


■-f{x,y,g,...) 


(1) 


dt.  V 

^  =  jr(x,y,*,...) 


welches  nach  der  Definition  des  vorigen  §  als  ein  System  der 
ftieii  Ordnung  zu  bezeichnen  ist.  Die  AusdrUi-ke  rechts,  denen 
die  ersten  Ditferentiakiuatienten  der  zu  suchenden  abhängigen 
Variabein  y,  s,  .  .  .  gleich  werden  sollen,  sind  als  Functionen 
dieser  ft  Elemente  und  der  Griisse  jc  bestimmt;  mithin  beziehen 
sie  sich   auf  ein  gewisses   Gebiet   von   Wfrthverbindungen  der 

LipacLlU,  Ani^}«!!  11.  32 


K. 
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s«. 


genannteB  ^/  +  1  Elemente.  Nach  dem  in  §  42  gebrauchten 
Ausdrucke  bilden  die  Werthverbindim^eu  von  in  4- 1  beliebig  ver- 
äuderlioiien  Gn^sscn  eine  Maimijsfultigkeit  der(«  +  l)ten  Ord- 
nung, 80  dase  mau  anch  sagen  kann,  die  obigett  Functionen 
frgt*-'  seien  für  eine  gewisse  MamiigfaUigkeit  der  {ft-\-\)ten 
(Jrdnwig  der  ti  +  1  El&nenfe  x,  ij,  e,  ,  , .  ge(jchm.  Eine  LösuDg 
des  Systems  von  Differeutialjjleiebuujgeu  (l)  ist  gefuudL'ii.  so- 
bald die  jH  Variabein  y,  b,  . .  in  einer  solcben  Weibe  von  der 
Variable  x  abliängen,  dass  die  betreffenden  ersten  DifFereutial- 
quutienten  Tür  fortschreitende  Wertiie  von  a:  die  vorgescbriebe- 
ueu  Wertlie  annehmen.  Nachdetii  man  mit  einem  einzelnen 
Wertbe  x=x^  angefangen  bat,  lässt  man  die  Variable  x  alge- 
braisch steigend  oder  abnehmend  eine  Keihe  von  Wertben 
durchlaufen.  Zu  x  =  Xo  gehüreu  die  besunderen  Werthe  y  =  y„ 
jB=0^^...-y  für  jeden  vorkommenden  ferneren  Werth  von  a;  sind 
die  correspondirenden  y,  jb^,  . . .  durch  die  Lösung  vorgezeichnet 
und  ändern  sich  bei  stetig  geruidertem  x  in  der  Art,  da^s  das 
in  Rede  stehende  Werthsystcm  {x,  y^  e^  .  .  .)  innerhalb  der  eige- 
nen Mannigfaltigkeit  der  [^t+  l)teu  Ordnung  eine  gewisse  stetige 
Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  beachreiht.  Für  die  Diflfe- 
rentialgleichung 


(2) 


fl  =  ^^^> 


ist  in  §  24  nachgewiesen,  dass  eine  Function  y  durch  tUeselbc 
allein  nicht  ganz  bestimuit  wird^  dass  alle  nuJglichen  Auflösun- 
gen nur  um  eine  additive  Constante  von  einander  ditterireu, 
und  dass  eine  Auflösung  eindeutig  bestimmt  wird,  wofern  man 
die  Bedingung  hinzuftlgt,  dass  fllr  einen  besonderen  Werth  vnu 
x^  der  jetzt  ar„  heissen  möge,  die  Function  g  gleich  einem  be- 
liebig zu  wählenden  Werthe  g„  sei;  ferner  ergab  sich  der  eut- 
sprechende  Ausdruck 


(3) 


g=y,+Jf(x)dx. 


-«■o 


Hieraus  kann  man  schlieBsen,  dass  das  System  von  Differential- 
gleichungen (1),  in  welchem  die  DitlVrcntialgleiuhung  ('!)  ab 
specieller  Fall  enthalten  ist,  an  sich  verschiedene  Autlösungcu 
gestattet.    Nun  lässt  sich  unter  gewissen  allgemeinen,  die  Fuor- 


J 


§  83.  Vollständige  und  particalare  Losungett.  489 

ttoiieB  /*(:r,y,£,.. .),  gix,y,z,  ...)>••  betreffenden  VoraussetzuDgeii 
zel*ceii,  dasa  die  Au/lösuntj  des  Stfsietns  (1)  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  möglich  ist,  sobald  man  verlangt^  dass  eu  einmi  Werihe 
3r=^x,  ein  bestimmtes  Werthsystem  y=^po^  g=^M^^,. .  gehöre ^  oder^ 
dttss  die  dem  System  (1)  genüfjt-nde  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
Ordnung  in  der  cm  ahnten  Mannig füUigheit  der  {^t-\-\)ten  Ord- 
nung von  einem  bestimmten  Wcrtiisystcm  (x„,  t/«,  *„, . . .)  ausgehe*^). 
Es  ist  mogliili,  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  der  Variable 
X  einen  gewissen  Werth  -x^,  Ijeizulegen  und  hierauf  die  übrigen 
a  Variahelii  jf,  ^, .  . .  beliebig  zu  verändern;  inseitern  beÄeicbnet 
die  Glcieliuiig  x=x^  innerhalb  der  ursiirllnglichen  Mannigfaltig- 
keit  der  ift  +  r)ten  Ordnung  eine  Mannigfaltigkeit  der  ,«ten  Ord- 
nung. Wf'nn  man  alno  fUr  einen  fent  gewählten  Werth  x  =  a;„  die 
II  WiTtlie  y^j  ^01-  ■  •  beliebig  annimmt,  ao  enijifängt  dadnreh  das 

Werthsystem  {x„^  y„,  e^, )  die  gröste  mit  der  Nator  der  Sache 

vereinbare  Allgemeinheit.  Mit  Ritcksieht  hierauf  wird  eine  IJJ- 
sung  des  Systeins  (\),  bei  welcher  ni  denn  Werihe  x=^x^  ein  in 
der  betreffenden  Mannigfaltigkeit  der  ftten  Ordnung  beliebig  ge- 
wühltes System  von  Werthen  y^y^^y  ä=^„t  •  •  ■  gehört,  eine  voll- 
ständige Lijsung  des  Systems  von  Difftretitialgleichungen  genannt, 
woraus  sieh  die  Uebersehrift  der  angeführten  Abhandlung  er- 
klärt. Hingegen  heisst  eijie  Lösung^  bei  welcher  zu  dem  M^erthe 
x^=x^  ein  an  sich  beschränktes  Systent  von  Werthen  y^y„, 
g=g^,...  gehirrt,  eine  particidare  Lösung  des  Systems.  FUr  die 
obige  Differentialgleiehung  (2)  stellt  der  Ausdruck  (3)  eine  voll- 
ständige Lrtsung  dar,  welche  fUr  ;»=x„  dem  beliebig  au  wählen- 
den Werthe  y„  gleich  wird,    während    das    bestimmte   Integral 

/f(x)dx  vermitge  seiner  Eigenschait,  ftlrjf:  =  a„  zu  verschwin- 

den,  nur  eine  particulare  Lösung  bildet.  Man  wird  hierans  er- 
kennen,   das«    das    in  §  24    definirte    unbestimmte   Integral    der 


♦t  ErörttrutH/  der  Müglichkrit,  ein  gegebenes  System  gewöhnHaher  Diffe- 
rentialifkichungett  vonsi/ituitg  eu  integriren.  Bonn  1868.  Ausserdeni  mit- 
getheilt  in  Briotchi  c  Crt^motm,  Antinli,  Son\i  2',  t.  2",  pag.  288,  und  in 
DarbouXj  Bulletin,  t.  10,  p.  149.  Vgl.  Cawhy.  lc?^niia  de  calcu]  differentiel 
et  de  calcul  integral,  rwligees  p»r  M.  Moignü^  L  2,  p.  385,  und  Cörivlis 
in  lÄmnille,  Jtnirrml,   l.  2,  p.  2:i^. 
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Function  f{x)  nichts  anderes   als  eine  vollständige  Lösung  der 

zugehörigen  DifferentialgleicJmnff    —^f(x)  ist.     Die  vorbin  be- 

rührte  Untersuchung  der  Möglichkeit,  ein  i^egebeues  System 
Dift'erentialgleicliuu^en  (1)  vollständig  zu  intejjfrireu ,  bilikt 
eine  Erweiterniif^  des  Verfahrens,  mittelst  dessen  in  §  20  nud 
22  die  Mägliehkeit  hfwiejsen  ist,  eine  Funetion  einer  Varüible 
zu  integriren.  Da  die  anzuwendende  Scblussweise  durch  die 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Functionen  oder,  was  da-sselbe  be- 
deutet, durch  die  Ordnung:  des  j;jegebeneu  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen uieht  weseutlich  bedingt  ist,  so  wird  die  Be- 
trachtung im  Folgenden  nur  für  ein  System  der  zweiten  Ordnung 
du  ich  geführt  werden. 

§  84.    UBterftuohnxier  der  BlöirUclikelt,  ein  g:«g:ebeixes  Syttem 

gewiihjiUolier  DlfiTerentlalg-leicliatigen  vollBtändlg  zu 

IntoiTi'lren.    OeometrUcbe  Deatungr- 

Wir  beginnen  mit  der  Angabe  der  Voraussetzungen,  welche 
in  dem  zu  iutegrirenden  System  vou  Differentialgleichungen 


(1) 


I 


den  Functionen  f{x,y,s)  und  g{x,y,s)  auferlegt  werden.  Ikide 
Functionen  sollen  für  ein  stetig  zuyanimeuhilngcndes  Gebiet  oder 
eine  dreifach  ausgedehnte  iMannigfaltigkeit  Ä'  der  Variabein 
Xj  y,  z  eindeutig  bestininit,  numerisch  kleiner  als  ein  fester 
Worth,  und  stetig  seiu.  Nach  der  in  §  43  aufgestellten  Detini- 
tion  hat  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Functionen  die  Bedeu- 
tung, dass,  sobald  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  K  zwei  Werlb- 
systeme  (x,  y^  s)  und  ix  +  /x,  y  -f  Jy,  z  4-  Jz)  gewählt  werden, 
der  absolute  Werth  der  DiflTerenz 

(2)  f{x-¥Jx,  y  +  Jy,  z+Jz)-f(x,y,g) 
und  der  Differenz  ^J 

(3)  9{x  +  Jx,  y  4-  Jy,  z  + j£)—g{x,y,js)  ^^ 
fUr  hinreichend  kleine  absolute  Werthe  der  Differenzen  JXj  Jy^J^ 
beliebig  klein  wird.    Wir  fügen  jetzt  in  Betreff  der  Stetlgkuit 
eine  ähnliche   Voraussetzung  hinzu,  wie    sie   in  §  20  bei  der 


p. 
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Existenz  einer  volIstäTuligen  LüsuDg. 


Stetigkeit  einer  Function  einer  Variable  gemacht  wurde;  rler 
Kttrze  halber  werde  der  absolute  Werth  einer  GrUt'He  w  durch 
da»  Zeichen  fit']  ausjjedrüekt.  E^  sollen  der  absolute  Werth 
von  (2)  und  von  (3)  die  Eiit;enseliaft  hüben,  falls  für  eine  hin- 
reichend kleine  GriSsye  cJ  die  üngleieblieiten 
14)  [Jx]<d,[Jy]<:6,\Js]<zß 

erflillt    sind,    immer  unter   dieselbe    beliebig   kleine    Grftsse   l 
herabzusinken,  oder  die  l'ngleiebbeiteu 
(5)  If  {X  ^Jx,y+  Jif,ff  +  Jjs)-f  (ar,  y,  e)]  <  A, 

zu  belriedigen.  Eine  andere  Vorausset/unp;,  welche  ebenfalls 
hei  den  erfahrungsüiässig  vorkoninienden  Functionen  in  der 
Kegel  erilillt  ist,  bezieht  sieb  auf  die  Differenzen  (2)  und  (3)  bei 
je  zwei  der  Mannigfaltigkeit  K  angelnirenden  Werthsy&temcn, 
in  denen  der  Werth  der  Variable  x  derselbe  oder  ./x  gleiclt 
Null  i.st;  sie  besteht  darin,  dass  es  endliche  positive  Constanten 
C|,,  c,^  Cj,,  Cj.^  giebt,  fWr  welche  die  Ungleiebheiten 

stets  gültig  sind.  Diese  Voraussetzung  ist  offenbar  von  selbst 
erfüllt,  sobald  <lio  Functionen  /*und  g  von  den  Variabcln  y  und  e 
gar    nicht   abhängen,   weshalb  auch   bei   der  Untersuchung  der 

Differentialgleichung    —  —  f{x)    keine    entsprechende  Voraus- 

Setzung  vorgekommen  ist 

Ehe  von  der  Wahl  eines  WertHsystems  »„yo»^«  gesprochen 
wird,  das  den  Anfang  der  LOsung  des  Systems  von  Differential- 
gleiclinngen  bezeichnet,  ist  darauf  aufmerksam  /.u  machen,  dass 
man  die  drei  Variabein  ar,  y,  a?  als  die  redjtwinkligeu  Coordiua- 
ten  eines  Punktes  im  Räume  deuten,  und  demgeraäss  die  be- 
treffende Mannigfaltigkeit  durch  einen  bestimmten  Theil  des 
Raumes  repräsentiren  kann.  In  gleicher  Weise  läset  sich  bei 
einer  Differentialgleichung 

das  Werthsystem  {x,!f)  auf  den  Punkt  einer  Ebene  beziehen, 
was   wir  nicht   weiter  verfolgen.     Bei   dem  System   (1)  wird 
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die  geoinetriaclie  Interpretation  wieder  nur  dazu  dienen,  die 
analystisch  definirten  BegriflFo  mit  Hülfe  der  Anschauang  fas«- 
licher  zu  inaühen,  und  nicht  als  Fundament  der  Beweisführung 
benutzt  werden. 

Nach  den  allgemeinen  Erörterungen  des  g  42  hat  eine  in 
der  Mannigfaltigkeit  K  betindliche  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
Ordnung,  welche  dem  System  (1)  entspricht  nnd  fllr  x=x„  die 
Gleichungen  y  =  y,,^  ^=^\,  befriedigt,  ilir  geometrisches  Bild  iu 
einer  Linie,  welche,  von  dem  Punkte  {x^^  j/,„  s^)  ausgebend, 
in  dem  Räume  K  auf  gewisse  Art  fortschreitet.  Ausserdem 
lehrt  die  Proportion  (4*)  des  §  62,  dass,  wenn  die  in  einem 
Punkte  {xy  y,  z)  der  betreffenden  Linie  construirte  Tangente 
gegen  die  Axen  der  x,  y,  z  respective  die  Winkel  p,  q,  r 
idldet,  das  Verhältnis^  von  deren  Cosinus  und  damit  die  Lage 
der  Tangente    folgeudcrnjaSBen  durch  die  Diflerentialqiiotienten 

3^  und   -      bestimmt  ist 


(10) 


%    dv    de 
1 :  ■- :  -r-  =  cos  w :  cos  q :  coar. 

dx  dx  '  ^ 


Weil    aber    iu    dem    System    (1)    die  Werthe  der    Differential- 

quotienten  und    y      als   Functionen    der  Variabein    x,  y,  r, 

welche  eben  die  Coordiuaten  des  gewählten  Punktes  bilden,  ge- 
geben sind,  und  weil  daher  die  Lage  der  Tangente  fUr  jeden 
Ort  (.T,  ^,  ^)  bestimmt  ist,  so  wird  durch  das  System  (1)  die 
geometrische  Forderung  ausgedrückt,  eine  Linie  zu  suchen, 
bei  welcher  flir  jeilen  Punkt  die  Lage  der  daselbst  an  die 
Linie  gezogenen  Tangente  in  einer  vorgeschriebeucu  Weise 
von  dem  Orte  des  bezüglichen  Punktes  abhängt.  Die  Re- 
hftuptuiig,  dass  die  Integration  des  Systems  (1)  unter  Hinza- 
tUgung  der  Bedingungen  a;^  j;„,  f/  =  y„,je^^,,  eindeutig  be- 
stimmt sei,  bekommt  hiernach  den  Inhalt,  dass  durch  den 
Punkt  (iCo,  y^,  Ä^)  eine  und  nur  eine  Linie  von  der  verlangten 
Beschatfenheit  laufe.  Vermöge  des  vorigen  §  muss  bei  einer 
vollständigen  Lösung  für  einen  festgewilhlten  Werth  x,  da« 
System  der  Werthe  (/„  und  z„  beliebig  veränderlich  sein.  Da 
der  Inbegriff  der  Punkte  {x^,^iJ^,^zJ^  ftlr  welche  x^  einen  einmal 
gewählten    Wcrth    hat,    und  y„   und   *„    beliebige  Werthe  »n- 
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iiebruen,  die  Ebene  x=^x^  coQstituirt,  da  Jedoch  iii  dem  gc^cn- 
würtii^eii  Falle  nur  Punkte  des  Raumes  K  vorkominen ,  »o 
stellt  die  bezeichnete  vollständig:'  Hi^nng  des  Systems  (1)  den 
Inbegriff  der  Linien  dar,  welche  dem  Sjhtein  (1)  genügen  uud 
von  beliebigen  Punkten  eines  Theiles  der  genannten  Ebene,  der 
in  dein  Kaimie  Ä'  enthalten  ist,  ausgehen. 

Man  nimmt  nun  das  Anfangysysteui  {^\,y„,^a)  so  an,  dass 
jede  der  drei  Variabein  in  dem  Gebiete  K  von  (.To,y,,*„) 
aus  um  eine  endliebe  Grösse  fortschreiten  kann;  dann  sind  für 
die  endlichen  positiven  Gräi^sen  a,byC  die  Ungleichheiten 

(IM  \x-  X,]  <  a,  [y  -  y„]  <  iK  [z  -  *„]  <  c 

erfüllt.  Innerhalb  dieses  in  K  enthaltenen  Gebietes  mtlssen 
die  Functionen  f(x^y,£)  und  gix^if.g)  nach  der  getroffenen 
Voraussetzung  respeetive  numerisch  kleiner  als  gewisse  feste 
positive  Wcrthe  f^  und  g^   sein,  das  heiast,  den  Ungieicbheiten 

(12)  \t'(x,  ff,  ^}]  <:  /;,  y  (x,  y,  z}]  <:  y, 

gentigen.  Dem  entsprechend  lässt  sieb  eine  positive  Grösse  A 
so  bestimmen,  das» 

(13)  A<:a,Äf,<:h,Ag,<::c 
hl.    Alndann  wird  durch  die  Ungleichheiten 

(14)  [^-xA<A[y-y,]<h,[z~ä,]^c 

ein  Gebiet  Ä'^  begrenzt,  das  innerhalb  des  durch  (12)  be- 
xeiehneten  Gebietes,  mithin  auch  innerhalb  des  Gebietes  K 
liegt,  und  fUr  vvelehes  wir  die  Untersuchung  der  Integration 
des  Systems  (1)  vornehmen.  In  der  geometrischen  Deutung 
stellt  da.s  Gebiet  K„  nach  demjenigen,  was  in  §  51  zu  den 
Ungleifjbheiten  {\*\  bemerkt  ist,  das  Innere  eines  rechteckigen 
Parallctepipedon»  dar,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  (x^,ifu,£j 
ist,  das  von  den  mit  den  Coordinatenebeuen  parallelen  Paaren 
von  Ebenen 

x^x^  —  A,x  —  x^  +  A, 

begrenzt  wird»  und  dessen  mit  den  drei  Coordinatenaxen  x,if,s 
parallele  Kanten  beziehungsweise  die  Längen  2^4, 2  fr,  2c  haben. 
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§  86.    AofltfffTUiir  6i&«>  Syiteiai  tod  Xllfferenzenslelohvui^eii. 

Neben  die  Gleichung   .    =/"(.r)  des  §  17   ist  in  §  18  die 

fix 

dortige  Gleiclmng  (A)  gestellt  worden, 

(1)  ■'T=f^' 

durch  welche  die  Aufsuchung  einer  Function  F(x)  i^efnrde 
wird,  bei  der  die  zu  einer  Reihe  von  Werthen  der  Variable  x 
gehörenden  Differenzenquotienten  den  entsprechenden  Werthen 
der  gegebenen  Function  f{x)  gleich  werden  sollen.  Gleichungen 
von  der  Art  der  vorstehenden,  durch  welche  die  Differenzen- 
quotienten  zu  suchender  Functionen  mit  der  unabhängigen 
Variable  nnd  den  Functionen  selbst  verknüpft  sind,  werden 
Diffcreneetigleichungen  genannt. 

Wie    nun  die  DifferenÄengleichiing   (1)   aus   der  Anfangs 
erwähnten  Differentialgleichung  entstanden  ist,    indem  statt  des 

Differentialqttotienten  -     der  Differenzenqaotient  ^—>-^  substi- 

toirt  wird,  bilden  wir  aus  dem  System  Differentialgleichungen 
(1)  des  vorigen  §  das  zu  der  Bestimmumt  eiveier  Functiottm 
tj  und  C  von  x  dienende  System  von  Diffvrenzentjleichtmgcn 


1^ 


(2) 


1  ^:=A.,.?) 

1  r^=^(*.^-o- 


I 


Die  Functionen  /;  und  Z  werden  für  day  in  dem  vorigen  §  ab- 
gegrenzte Gebiet  K^  aufgesucht  und  sollen  für  den  Wertb 
x^=x^  den  Gleichungen 

(3)  ^=-.y„,  r  =  ^, 

genügen.  Vermöge  der  daselbst  aufgestellten  ersten  Ungleich- 
heit (14)  darf  die  Variable  x  von  x^  nach  a:„  -f  A  und  nach 
x^  —  A  bewegt  werden.  Wir  betrachten  nur  die  erstcre  Art 
der  Aenderung,  da  bei  der  zweiten  eine  genau  entsprechende 
Behandlung  zulässig  ist.  Nach  der  Wahl  eines  zwischen  x^  und 
x^  + A  liegenden  Werthes  X  schreiben  wir  der  Variable  x  zuerst 
die  folgende  Reihe  von  n-\-\  der  Griisse  nach  geordneten  Wer* 
then  vor 

(4)  x^,  Xp  Xj, . . .  x^_^,  x^  =  X<;  Xq  +  A^ 
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für  deren  aufeinander  folgende  Differenzen  das  System  (2)  gelten 
soll,  nnd  fragen  nach  den  entsprecljenden  Werthen  von  t^  und  t, 
Bezeiehnet  mfin  die  zu  den  Werthen  (4)  von  x  |i;elir(reuden 
Wert  he  der  Functionen  ;;  und  L*  durch  Anhäugung  der  glcich- 
namigen  Zeiger,  so  ergiebt  sich  aus  dem  System  Vi)  mit  Be- 
rüeköichtigung  von  (3i  aomittelbar  die  Folge  von  Gleichungen 

wo  «  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2, ...n— l  durchlauft.  Vermöge 
des  ernten  Paares  von  Oleichungen  werden  t^^  und  L',  eindeutig 
bestinmit,  dann  vermöge  des  zweiten  r;,  und  l'j,,  und  so  fortschrei- 
tend vermöge  des  (o  +  l)ten  Paares  r;„^,  und  1*^^^  bis  zudem 
letzten  AVerthsyntcm  t]^  und  l'^,  welches  zu  x^^=x  gchürt.  Da 
bei  diesem  Verfahren  jedes  gefundene  Werthsystem  in  die  Func- 
tionen /'(ic,  y,  £)  nnd  fj  {Xf  */,  s)  snbsHtuirt  werden  muss,  so  hat 
man  sich  za  versichern,  das»  das  anzuwendende  Werthsystem 
dorn  Gebiete  angehöre,  für  welches  die  Functionen  f{a;,  y,  s)  und 
gix,if^z)  gegeben  sind.  Aus  den  vorbin  getroffenen  Voraus- 
setzungen lilsst  sich  indessen  mit  Sicherheit  schliesaen,  dass  die 
nach  einander  zu  erhaltenden  Werthsysteme  (^.»«JutiiCiTg}  "JtiC«)»" 
innerhalb  des  Gebietes  A'^  bleiben.  Multiplicirt  man  in  (5)  das 
erste  Paar  Gleichungen  mit  dem  Nenner  x^—x^,  und  ebenso 
jedes  folgende  mit  dem  entsprechenden  Nenner,  so  entstehen 
die  Gleichungen 

Geht  man  hierauf  bei  dem  ersten  Paar  zu  der  Vergleicbung  der 
absoluten  Wertbe  über  und  berücksichtigt  die  für  jedes  vorkom- 
mende Werthsystem  geltenden  Ungleichheiten  (12)  des  §  84,  so 
folgen  die  Unglei(^hheiten 

Weil  ferner  [a?,— :^*„]  <  A  ist,  mitssen  wegen  (18)  desselben  §  die 
Ausdrlb'ke  rechts  respcctivc  kleiner  als  h  und  c  sein ;  daher  gel- 
ten für  das  Werthsystem  (x,,  #;j,  tj  die  Ungleichheiten 
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§  80. 


(7)  l2^-x,]<A,  [fi-yj<b,  K,-^„]<c, 

welche  die  Gestalt  von  (14)  des  §  84  haben  und  ausdrücken,  daag 
(^ij'oiir'i)  'ß  A'„  enthalten  ist.  Dann  ergiebt  sieh  aus  (Ö)  durch 
die  Addition  von  je  zwei  Gleichungen 

mitbin  ftir  die  absoluten  Werthe,  da  Xt—x^  und  x^—x^  posi- 
tive Werthe  haben,  venriittelst  der  soeben  benutzten  Scbltisi^, 

(9)  lv~y.]<l^-^.]L<^  K,-^«l<K-^\.]^v<c,k.-^J<i*. 

Deshalb  gebhrt  auch  das  Werthxsystem  {x^,  t]^,  C,)  dem  Gebiete 
A'o  an,  und  ew  leuchtet  ein,  das»  aus  entsprechenden  Gründen 
sich  die  sämmtliehen  folgenden  Werthsysteme,  wie  behauptet 
worden,  ebenso  verhalten.  Somit  liefern  die  Gleichungen  (6) 
eine  den  aufgestellten  Bedingungen  genügende  eindeutig  be- 
stimmte Auflösung  des  Systems  von  Differenzengleichungen  (2). 
Um  den  Zusammenhang  des  Systems  (2)  und  des  vorge- 
legten Systems  von  Differentialgleichungen  geometrisch  zu  er- 
läutern, braucht  man  nur  mit  Anwendang  der  so  eben  be- 
»tiramten  Werthsysteme  festzusetzen,  dass  der  Punkt  {x^,  y^,  /J 
mit  dem  Punkte  (a:,,  j^j,  t^),  dieser  mit  dem  Punkte  (x,,  »;,,  l,), 
und  successive  jeder  mit  dem  folgenden  durch  eine  gerade 
Linie  verbunden  sei.  Vermöge  der  Gleiehuugen  ('>)  sind  diese 
begrenzten  geraden  Linien  so  bestimmt,  dass,  wenn  man  sich 
dieselben  im  Sinne  der  wachsenden  Zeiger  durchlaufen  denkt, 
die  Richtung  jeder  Linie  in  ihrem  Anfangsimnkte  gleich  der 
Richtung  der  Tangente  der  Curvc  ist,  welche  durch  den  be- 
tretfeudeu  Punkt  hindurchgehen  und  dem  System  von  DiffereD 
tialgleichungen  genligen  würde. 


§  86.    Integratioxi  filne«  SyAtfitna  gewShnlloher 


J 


Nachdem  das  im  vorigen  §  gebildete  System  vcm  Difl'e- 
renzengleiehungen  fUr  die  mit  (4)  bezeichnete  Reihe  von  Werthen 
der  Variable  x  aufgelöst  ist,  kann  man  dasselbe  tllr  eine  nene 
Reihe  von  Werthen  behandeln,  bei  der  zwischen  je  zwei  Indi- 
viduen der  ersten  Reihe  wieder  eine  beliebige  Folge  von  Werthea 
der  Grösse  nach  eingeschaltet  ist.  Wir  gebrauchen  die  ße- 
zeichnungeo 


■^ 


%  86.  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen.  507 


(1) 


^«-I.Po_l~  ^«.0~~  ^a>    ^a.l>  •  •  •>    ^a.p„  >  •  •  •  ^«,P„-I» 


^"-i.a'b-i —  ^"'^ —  ""^"^ 


and  versehen  die  zugehörigen  Werthe  von  r;  und  C  mit  den 
gleichnamigen  Paaren  von  zwei  Zeigern.  Das  System  (6)  des 
vorigen  §  liefert  dann  die  Gleichungen 

wo  nach  einander  a  gleich  den  Zahlen  0,  1,  2, ...n— 1,  Q^ 
gleich  den  Zahlen  0,  1,  2, . .  .p„—l  zu  setzen  ist,  und  ferner  die 
Bedingungen 

gelten,  damit  die  Auflösung  mit  demselben  Werthsystem  (a,,,  y^,  ;?„) 
wie  die  im  vorigen  §  ausgeführte  beginne. 

Dass  die  nach  einander  darzustellenden  Werthsysteme  der. 
gegenwärtigen  Auflösung  ebenfalls  in  dem  Gebiete  K^  enthalten 
sind,  folgt  daraus,  dass  das  eingeschlagene  Verfahren  seinem 
Wesen  nach  ungeändert  geblieben  und  nur  auf  eine  grössere  Zahl 
von  eingeschobenen  Werthen  der  Variable  x  ausgedehnt  ist.  Zu 
demselben  Werthe  a;  =  a?^^j  gehört  bei  der  ersten  Auflösung 
das  Werthsystem  jy„^„  c«^,,  bei  der  zweiten  das  Werthsystem 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  für  eine  angemessene  Wahl  der 
Werthe  ajj,  x^, . . .  x^_^  die  Grössen  y^^j  und  s^_^^  die  Eigenschaft 
haben,  falls  die  Zahlen  p„  unaufhörlich  wachsen  und  die  Diffe- 
renzen der  neuen  eingeschalteten  Werthe  x      ^,—  x       irgendwie 

beständig  abnehmen,  gegen  feste  Grenzwerthe  zu  convergiren, 
indem  die  absoluten  Werthe  der  Difi^erenzen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Grössen 

fttr  jedes  a  unter  einer  beliebig  kleinen  Grösse  bleiben.  Gleich- 
zeitig fuhren  dann  die  Werthe  y„^,  und  e^^^  zu  einer  voUstän- 
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digen  Integration   dea  gegebenen  Systems  von  Differentialglei- 
chungen. 

In  den  Gleiühungen  (2)  lege  man  der  zu  einem  hestininiten 
ft  gehitrenden  Zahl  q^  nach  einander  die  Werthe  0,  1,  2,  ...ff^ 
bei,  dann  entstehen  durch  Addition  der  Differenzen  der  ersten 
und  zweiten  Zeile  die  Crleichungeu 


t'«=« 


(6) 


Va  =  "a 


ans  denen  mit  Hülfe  von  (12)  des  §  84  die  Ungleichheiten 

i[v.„+ — 'i«.o]  <  K«„+.-^«.o]  /"oS  k+ -ö-j  /; 

folgen.    Wenn    man  dieselben   mit  den  Ungleichheiten  (4)  des 
§  84  vergleicht,  und 


x^x. 


'«,0» 


tf=%,^ 


^  =  ^«.0 


fc  it  ii 

nimmt,  wenn  man  ferner  die  Grössen  x^  so  dicht  neben  einander 
wählt,  dass  in  Bezug  auf  eine  hinreichend  kleine  Grösse  «J  die 

Ungleichheiten 

gelten,  so  ist  klar,  dasa  vermöge  der  Ungleichheiten  (5)  nid  (6) 
des  §  84  fUr  eine  und  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  l  die 
Relationen 

bestehen.  Doshalb  weicht  unter  der  angegebenen  VoraussetzoDg 
jeder  der  Werthe/'(x,,p^,  ry^^^j,  ?„.  J  von  A^„.o»  ^«.o»  ?«.o)Jeder 
der  Werthe  (?(:c      ,  /;„  ^,  ,  l„    )  von  i/(x     ,  ;y    ;  f    )  um  eine 

Grösse  ab,  die  numerisch  kleiner  als  l  ist;  an f  diese  Weise 
können  die  in  (6)  rechts  auftretenden  Summen  leicht  in 
Grenzen  cingcüic  hl  aasen  werden.  Indem  hier  statt  d^^  der  Werth 
p^ — 1  substitnirt  und  die  in  (4)  angegebene  Bezeichnung  beantit 
wird,  gelangt    man   durch  Einführung  der  positiven  oder  nag«' 
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tiven  echten  Brttche  ß^  nnd  y^  zu  dem  Resultat 

Diese  Gleichungen  haben  eine  mit  den  Gleichungen  (6) 
des  vorigen  §  ähnliche  Gestalt.  Werden  die  Gleichungen  des 
dortigen  (a  +  l)ten  Paares  mit  den  vorstehenden  durch  Sub- 
traction  verbunden,  so  entsteht  das  neue  System 

Man  bedient  sich  jetzt  des  Princips,  dass  der  absolute  Werth 
einer  Summe  von  Grössen  niemals  grösser  sein  kann  als  die 
Summe  der  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Grössen,  und  be- 
nutzt für  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  der  vorkommen- 
den Functionswerthe  die  ans  (7)  und  (8)  des  §  84  folgenden 
Bestimmungen 

Da  ferner  die  sämmtlichen  Differenzen  x^^^— x^  positiv  sind, 
80  liegt  der  absolute  Werth  von  jedem  der  Producte  {x^^^ — ^Jßa^ 
and  ix^+i—xjy„l  unter  der  Grösse  {x^+i—xJX.  Mithin  folgen 
aus  (9)  die  Ungleichheiten 

t  k+,  -  c„^.  J<k-  g  +  {x„^-xj  (c,,  \i/-  rj + c„  [^„-rj  -I-  A). 

'Nach  der  in  (3)  ausgedrückten  Voraussetzung  ist 

(12)  k-';o]  =  o,  K-y  =  o, 

80  dass,  falls  in  (11)  für «  nach  einander  die  Zahlen  0, 1,  2,..« — 1 
8ubstituirt  und  die  betreffenden  Relationen  verglichen  werden, 
für  jeden  der  absoluten  Werthe  [yj— »yj,  [^,-  C,], . .  |>.— /;J,  [^„—Q 
eine  obere  Grenze  hervorgeht  Indem  man  fttr  zwei  Reihen  von 
Grössen  Dy^  und  De^  die  Gleichungen  bildet 

tl)y^+,=Dy^+(x„^-xJ  (c,,  2>y„4-  c„  De„+X) 
(13)     |i>^„+,=  i>^«+  K+x-xJ  K  ^ya+  Cm  ^^«+  ^) 

sind  jene  oberen  Grenzen  gefunden,  und  es  ergiebt  sich  fUr 
die  aufeinander  folgenden  Werthe  des  Zeigers  et 
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(14)  [y„^., -  %J <  J>u.^v  k+i -  ^aj <  ^^«+i- 
Unser  Ziel  ist  der  Nachweis,  dass  die  Beti-iige  [ffa+i — '^«+i]» 
[«„^j—  r^^,]  für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  ?.  beliehig 
klein  werden;  dassellje  wird  erreicht  sein,  sobald  die  betreffende 
Eigenschaft  für  die  Grilssen  Uij^^i  und  -D^„+,  oder  für  andere 
Grössen  nachgewiesen  ist,  die  bcKiehungsweise  grö.sser  als  jene 
sind.  Wie  leicht  zu  erkennen,  lassen  eich  zwei  Reihen  vou 
Grössen  t\^  und  w^,  die  den  Forderungen 

(15)  />y.,.><f„,.   -öf,.,<«'„, 

genügen  und  eine  noch  einfachere  Bestimmung  als  D^^  und  T>t^ 
gestatten,  durch  ein  System  von  Gleichungen  detiniren,  welche 
nur  darin  von  den  Gleichungen  (13)  differiren,  dass  statt  jeder 
der  vier  pOvSitiven  (Srössen  c,,,  c,^,  c^^,  c^,^  eine  Constante  k  anf- 
tritt,  die  grösser  als  jede  einzelne  ist  Die  betreflendeu  Glei- 
chungen lauten 


(16} 


[«'«+1  = 

^  «'«+.= 


Aus  denselben  folgt  unmittelbar 

(17)  «^«+i-«'«=»^.+i-«'«. 
und,  da  v^  =  w^  =  Q  ist,  für  jeden  Werth  von  a 

(18)  "„=»„■ 
Demnach  bat  man  statt  des  Systems  Üö)  die  eine  Gleichung 

welche^  nacbdeni  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  ^^  hinxugefögt 
ist,  zu  der  folgenden  wird 

(20)         «'„^,  +  ^2\r  =  0+2i(«„^,-x,))(r„+  ^J. 

Setzt  man  den  Zeiger  nach  einander  gleich  den  Zahlen  0,  1, 2,...«, 
beachtet,  dass  v^^O  ist,  und  njultiplicirt  alle  Gleichungen  mit- 
einander, so  entsteht  die  Auflösung 


■ 


(21)  t;„+,+ 


^    =^  (l  +  2Ha:-x,)}i\+2Hx-x,))..,i\+2k(x^,r'^ 


Für   den   gegenwärtigen  Zweck   dürfen  die  einzelnen  Facton-n 
des  Products    nach    vergröjiscrt  werden.     Aus    der    in   I,  *?  H^ 


«*{'«+i-'o» 
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abgeleiteten  stets  convergenten  Darstellung  der  Exponential- 
fanction 

läset  sich   schliessen,   dass  bei  jedem  positiven  Wertbe  von  x 

die  Ungleichheit 

(22)  e'>\-¥x 

besteht,  weil  die  rechte  Seite  durch  Weglassung  einer  Summe 

von   positiven  Gliedern  nothwendig   verkleinert  wird.    Werden 

nun  in  (22)  statt  x  nach  einander  die  positiven  Werthe 

2k{x,-x,),   2Hx,-x,\  . . . 2*(a:„^,-a;J 
Rubstituirt,   so   bringt   die   Multiplication  der   Exponentialans- 
drticke  eine  Exponentialfunction  hervor,  deren  Argument  gleich 
der  Summe  der  Argumente  2Ä'(a:„^,  — rcj  ist,  und  man  erhält 

.)  {\-¥2k{x,-x,))  {\+2Mx,-x,))  . . .  (1  +  2A(2:„^ -a;J)  <  e 

Da  ausserdem  x^^^  —  XQ<ix^  —  x^=X—XQ  ist  und  die  Expo- 
nentialfunction bei  der  Vergrössernng  ihres  Arguments  zunimmt, 
80  wird 

(24)  «""-'-'•'_</*"'-'•', 

woraus  sich  für  die  positive  Grösse  v^^^  die  Ungleichheit 

(25)  „.^,<a(«_^^_L) 

ergiebt  Hier  erscheint  l  mit  einem  endlichen  Factor  mnltipli- 
cirt,  welcher  nicht  von  der  Annahme  der  Werthe  «j,  x^^...  x^_^ 
abhängt  Folglich  bleiben  iltr  einen  genügend  kleinen  Werth 
von  X  alle  Grössen  t;^^^,,  und  daher  nach  (14)  und  (15)  auch 
alle  Beträge  [y«+, -';„+,]  und  k+j— ?«+,]  beliebig  klein,  wie 
behauptet  worden  war.  Wir  sehen  also,  dass  die  zu  den  Wer- 
then  x=x^^^  gehörenden  Werthe  y^^^  und  e^^^,  indem  die 
Zahlen  p^  ohne  Ende  wachsen  und  die  DiflFerenzen  der  neuen 
eingeschalteten  Werthe  auf  irgend  eine  Weise  abnehmen,  sich 
festen  Grenzwerthen  nähern.  Nach  der  Kleinheit  der  beliebig 
gegebenen  Grösse  X  richtet  sich  die  Wahl  der  Grösse  (J,  durch 
welche  vermöge  (7*)  die  Ausdehnung  der  Differenzen  a;,,^,— rr^ 
bestimmt  wird.    Weil  nun   die  obigen  Gleichungen  (8)  den  In- 

halt  haben,   dass   der  Differenzenquotient    -"-±i^  "   yon   dem 
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Werthe  f{x^^  y^,  jsJ,  der  Differenzeiiquotient 


'^+1 


^n  +  l 


—  x^ 


von  dem 


Werthe  gipc^^^y^^^e,^  um  weniger  als  die  beliebig  kleine  Grösse 
^abweicht,  uud  weil  bei  hiureicbeiid  kleine»  Differenzen  jc^^,— 3;^ 


der  Differenzenquotient 


in  den  Differentialquotienten 


,  — ^„ 


in  den  Differeutialqaotien- 


— ->  der  Differenzenquotient    "'*'' 

(Iz 
ten  ^  als  Grenzwertb  tibergeht,  so  drückt  das  System  (8)  die 

Tbatsache  aus,  dass  die  Wa-Oie  fj^unde^y  u eiche  für  x=^x^die 
vorgeschricheneti  Gleichungen  tj^y^^  ^^=£i>  erfüllen^  dem  gcgfite- 
nen  Sydem  Differetttialgleichungm  (1)  in  §  84  genügcft^  oder 
dasselbe  rollständig  inlegriren.  ^^t 

Sobald  die  geometrische  Construetion,  welche  in  dem  vori- 
gen §  itlr  die  dortige  Reihe  (4)  von  Wertheu  von  x  beschrieben 
ist,  auf  die  Reihe  (1)  des  gegenwärtigen  §  angewendet  wird, 
entsteht  eine  neue  Reihenfolge  von  geraden  Linien,  die  filr 
wachsende  Zahlen  p^^  immer  dichter  wird.  Demgemäss  lä.sst  sich 
das  Ergehuiss  der  augestelUen  Untersuchung  so  aussprechen, 
dass,  falls  bei  der  ersten  Construetion  das  Intervall  X — x,  in 
hinreichend  kleine  Theile  getheilt  war,  der  Zug  der  gerader 
Liuien,  welcher  durch  die  zweite  Construetion  bei  beliebig  weit 
fortgesetzter  Theilung  hervorgebracht  wird,  von  dem  Zuge  der 
geraden  Linien  der  ersten  Construetion  nur  um  beliebig  wenig 
verschieden  sein  kann.  Mithin  wird  das  Bild  der  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung,  die  dem  gegebenen  System  Differential- 
gleichungen genügt,  sehou  durch  die  erste  Construetion  mit  einer 
beliebig  grossen  Genauigkeit  dargestellt 


S  S7.    ElndttQtlge  B«itlmmtheU  der  Integri^atloa  eines 
Syeteme  ^ewdbnllclier  Dlfferentlalgrlelohassen« 

Es  bleibt  jetzt  Übrig  xu  zeigen,  dass  ein  System  Functionen 
y  und  r  durch  die  F(>rderuug,  dem  obigen  System  Differeutiul- 
gleiehungen 
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(1)  2 

ZU  gentigen  und  die  Bedingungen  y=y^^  s-==e^  zu  erfüllen,  ein- 
deutig bestimmt  ist  Wir  nehmen  an,  dass  ein  System  von  der 
verlangten  Beschaffenheit 

(2)  y=^,  B^i 

gegeben  sei,  legen  der  Variable  x  die  in  §  85  unter  (4)  ange- 
fUhrtcn  Werthe  bei  und  bezeichnen  die  entsprechenden  Werthe 
der  Functionen  t)  und  }^  durch  Anhängung  der  gleichnamigen 
Zeiger;  in  Folge  dessen  hat  man  nach  den  vorgeschriebenen 
I^dingungen 

(3)  ^0=%»  äo=^o- 

Für  hinreichend  kleine  Differenzen  x^^^  —  x^  ist  nun  wieder  der 

Differenzenquotient —^~   —  von~->    der   Differenzenquotient 

-  -^ ^"-  von  j-  beliebig    wenig    verschieden,    während    die 

Werthe  der  Differentialquotienten  selbst  vermöge  (1)  respective 
gleich  /"(a?,,,  ^„,  jj  und  ^(a;,„  ^„,  i„)  sind.  Jetzt  wird  ausdrück- 
lich vorausgesetzt,  dass  bei  beiden  Functionen  ^  und  j  der 
Unterschied  zwischen  dem  einzelnen  Differenzenquotienten  und 
dem  entsprechenden  Differentialquotienten  itir  hinreichend  kleine 
Differenzen  a?„^, — x.^  in  dem  ganzen  Bereich  der  Werthe  von 
X  numerisch  kleiner  sei  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  X\ 
dies  entspricht  genau  der  Voraussetzung,  die  in  §  24  für  die 
Function  (f>{x)  gemacht  wurde.  Demnach  ftthrt  das  System 
(1)  unter  Benutzung  von  zwei  positiven  oder  negativen  echten 
BrUcben  ß^  und  y^  zu  dem  System  von  Gleichungen 

Dasselbe  ist  genau  ebenso  mit  den  Grössen  :r,,,  Q,,,  i^^  gebildet 
wie  das  System  (8)  des  vorigen  §  mit  den  Grössen  a;„,  y^,  z^. 
Es  lassen  sich  daher  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (3)  durch 
Verbindung   von  (4)    mit   den    Gleichungen   (ß)   des  §  85   die 
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SffiL 


(0) 


eiitspreeliendeii  Schlüsse  zJelieii,  aus  deoen  hervorgeht,  dass  die 
Beträge  der  Differenzen 

für  einen  hinreichend  kleinen  Wertli  von  'k  beliehig  klein  wer- 
den.    Da  nun  ausserdem  die  üugjleichlieiten 

gelten,  nnd  unter  der  gleidien  VorausHCtzung  die  Beträge 

ebenfall!*  beliehig  klein  ausfallen,  so  haben  die  BetrUge 

nothwcndig    dieselbe    Eigenachait,    das   heisst,    die   Fnnctionei^ 
\)  und  %  welehe  das  System  von  Differentialgleichungen  (1)  he 
friedigen   und   för  x^x^  die   Au  fängst werthe  ij=yy,  i\^^„  an- 
nehmen, weichen  für  die  säninatlichen  Werthe  a:=ar^^j  von  den 
dnreh  das   obige  Verfahren  bestinnnten  Werthen  ^^  .^,  und  e^^ 
um   beliebig  wenig  ab,    oder    füllen    ujit   denselben   zusammen 
Km  Sifsfcm  von   Fmtdionen  y  nnd  r,  durch    weldies  das  Syslenc 
von  IHß'etentialgleichiingen  (1)  mtcgriri  wird  und  das  für  x^=x^ 
den  (rltichungeti  i/=?/o>  ^=^^»  genügt,    isf   dahr   unter  den  er— 
wiihntcn  Bedingungen  eindeutig  hcstinimt.     Somit  haben  wir  de 
Beweis  geliefert^    dass    das   gegebene  System   von  Differential- 
gleichungen unter  den  niitgetheilten  Voraussetzungen  auf   eine 
und  nur  eine  Weise  vollständig  integrirt  werden  kann. 


%  S6.    Integrale  and  IntegratloiiiOOiiBtAnteii. 

Eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  welche  dein 
§  83  aufgeatellteu  System  der  /*ten  Ordnung  von  gewidinlicbe 
Üifferentialgleiehun^^cn  genügt, 


^|  =  ^(x, .,.,...) 


(1) 


de 
da: 


=  5(3?»  y»  *,•••) 


kann  auf  sehr  verschiedene  Arten  gegeben  sein.     Besondere  Be- 
Hthtung  verdient  der  Fall,  daws  die  Mannigfaltigkeit  der  erelen 


Integrale  und  Intcgrationsconstanten. 
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Ordnung  durch  ein  System  von  //  Gleichungen  ausgedrückt  wird, 
in  denen  der  Reihe  nach  je  eine  von  /(Functionen  der  /t+1 
Variabein 

</'i  (a?,y,  e, . . .),  <Z>,(a:,y,  ir, . . .),...  0^{x,y,g, . . .) 

gleich  einer  der  willkürlichen  Constanten  Ü,,  ßj,...fi    gesetzt  ist, 

</),(a:,y,£r,...)  =  S, 

Da  der  Wcrth  von  jeder  der  fi  Functionen  bei  einer  mit  dem 
System  (2)  vereinbaren  Aenderung  des  Werthsystems  x,y,£,... 
ungeändert  bleiben  soll,  so  muss  bei  einer  Aenderung  der  ein- 
zelnen Variabetn  um  die  zugehörigen  Differentiale  dx^ dy, dz^.,. 
das  entsprechende  vollständige  DiflFerential  jeder  einzelnen  Func- 
tion verschwinden,  wodurch  nach  §  45  die  ^i  Gleichungen 

c)0,  c)0,  B0, 


{^) 


^-^dx+   -  ^dv+-^dz-^...  =  0 
da:  öy  dz 


d0„  d0„  BO„ 

dx  dy      '        dz 

entstehen.  Nachdem  jede  Gleichung  durch  das  Differential  dx 
dividirt  ist,  gehen  die  linken  Seiten  respective  in  die  vollständi- 

gen  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  -\     »    /    > — ^  - 

über,    und   das  Nullwerden   von   diesen   ergiebt  /<  Gleichungen 

des  ersten  Grades  fttr  die  /<  Differentialquotienten  -.- 1  ^ i  ••• 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Determinante 
nicht  verschwinde,  liefert  die  Auflösung  fUr  die  einzelnen  Diffe- 
rentialquotienten eindeutig  bestimmte  Ausdrucke  in  den  Varia- 
bein x,y,ßj...,  welche   beziehungsweise  mit  den  Ausdrücken 

übereinstimmen  müssen,  die  durch  das  System  (1)  für  -r-»  -r-»«" 

"^  ^  ^        dx    dx 

vorgeschrieben  sind.    Das  System  von  Gleichungen  (2)  erlaubt, 
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weil  die  Werthe  der  Constante  ßj,  S^, . . .  £„  willkürlich  aoge- 
uommen  werden  dürfen,  eine  Muiinij^faltij^keit  lier  ersten  Ui-d- 
nung  zu  heBtimiuen,  weiche  die  in  $  83  toi'iuiilirte  Bedingmio; 
erfüllt  and  von  eiueuj  beliebig  gewählten  Werthsystem  x=x^, 
y=y^y^  ^=5^^,...  ausgeht.  Indem  man  den  Conatanten  Ü,,  8^,...S^ 
die  Werthe  Ijeilcgt,  welche  aus  der  Substituti<tn  von  •/'b,  y,,  ^o»  •• 
in  die  betrefTonden  Functionen  entspringen,  vernaridelt  sich  (2) 
in  das  System 

I     f/'i  (a^<  y,  ^,  •  •  •)  =  «*!  (^«,  .Vo,  «0»  •  ♦  •) 

W  I  : 

Sobald  hieraus  die  //  Variabein  .v,  s, . . .  als  Functionen  der  Va- 
riable X  bestimmt  sind,  stellen  y,  £-,.,.  diejenige  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  dar,  welche  dem  System  (1)  genügt, 
für  x=^Xf^  die  Werthe  y^=iu^  -^=^01  •  •  •  ^rlit'^lt,  und  deshalb,  wie 
sich  im  Vorgehenden  gezeigt  hat,  eindeutig  bestimmt  ist. 

Es  möge  jetzt  eine  einzelne  von  den  (Jlciu-hangeu  (2)  her- 
ausgehoben werden,  etwa 

(/J,  (ä:, //,£,...)  =  S,. 
Damit  die  Function  '/>,  {x,  tf,  -£",•..)  von  der  verlangten   Beschaf- 
fenheit sei,  muss  au»  derselben  die  zugeordnete  Gleichung  in  (.'D 
folgen.'  Ferner  niuss,  da  das  System  (3)  für  die  Werthe  der  Diflfe 

rentialquotienten  3    ? -—)•■•  Ausdrücke    zu   liefern   hat,    welche 

den   in  (1)  bezeichneten    respeetive    gleich  sind,  jede    einzelnr 

Gleichung  in  (3)  befriedigt  werden,  indem  man  statt  ~>  /'<•'■ 

die  entsprechenden  Functionen  /"(ar,  y,  jp,  . .  -)»  9  {*'»  V^^y  -  •)  »"h- 
stituirt.  Demnach  ergiebt  sich  fUr  (Ö,  (x^  y.  -^j  •  •  •)  die  folgenib" 
Gleichung 

und  eine  eben  solche  Gleichung  für  jede  der  übrigen  Functionen 
O,  (a^,!/,^,... ),...©,  (a:,y, -ff,...). 
Eine  Gleichung,  in  welcher  die  partiellen  DifTerentialquo- 
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tienten  einer  Function  von  mehreren  Variabeln  <h{x,y,2,.  . .) 
vorkommen,  heisst  niicli  $  S'J  eine  partielle  Difterentialylcichung. 
Man  kann  <lalier  eleu  Ansclrtick  anwenden,  dass  die  fi  Functionen. 
*/>„  f/J^,  •  •  '^^  '^»<^  Eigemchafi  haben  müssefi^  der  partiellen  Diffc- 
rentialglei^hmg 

d0      d0  00 

zu  genügen.  Umgekehrt  verhilU  sieh  jede  Function  <?>,  welche 
dieser  Gleichung  genügt,  in  der  Weise,  das»  der  entsprechende 
Ausdruck 

dx 


(t>) 


d0      d0  dtj       d0  d£ 

da:       Bij   dx       Ss-  dx 


gleich  Null  wird,  sobald  die  Ditferentialquotienten   j 

durch  das  System  (1)  bestimmt  werden;  mithin  bleiht  die  Func- 
tion '/>  illr  jede  das  System  (1)  erfttllende  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung  eonstant.  Ans  diesen  Grliuden  bedeutet  die 
Fordornng,  daws  eine  Function  '/'(:r,  y, -?, . .  0  der  partiellen  DitTe- 
rentialgleichnng  (5)  genttge,  dasselbe  wie  die  Forderung,  dass 
eine  Function  '/^  (^,  y,  jp,  . . .)  für  jede  dem  »System  (l)  ent- 
sprechende Mannigialtigkeit  ungeändert  bleibe.  Eine  Gleichung 
des  Inhalts,  dass  eine  im  Vorstehenden  characterisirte  Function 
0  (z,  y,  £, .. .)  einen  gewissen  willkUrlieh  gewählten  Werth  ß 
festhalten  soll^ 
(7)  f/itj-,i/,^,...)  =  £, 

detinirt  also  eine  Mannigfaltigkeit  der  /iten  Ordnung,  in  welcher 
beliebig  viele  das  System  (l)  Itefriedigende  Mannigfaltigkeiten 
der  ersten  Ordnung  enthalten  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (7) 
in  dem  ,so  eben  Ite/eiebneten  Sinne  durch  das  Svütem  (1)  erflillt 
wird,  so  nennt  man  dieselhe  ein  Integral  das  Sysfema  von  IHffe- 
rentiahßeichungen  (1);  zugleich  heisist  die  zugehörige  willkürliche 
Constante  ü  eine  Integrationaconsiante.  Nach  diesem  Sprachge- 
brauche  ist  das  System  (2)  ein  System  von  //  Integralen  des 
gegebenen  Systems  von  Differentialgleichungen.  Die  pt  Func- 
tionen *l\{x,  fffZ,...),  ...  0jXf  y,z,. . .),  welche  hier  auftreten, 
dtirfen  jedoch  unter  den  mr>glichen  Autli^sungen  der  partiellen 
Diflfercntialgleichung  (5)  nicht  ganz  beliebig  gewählt  sein, 
soodem  müssen  noch  die  Bedingung  erfüllen,   dass  durch  die 
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zugehörigen  Gleichungen  (2)  wirklicU  eine  Matiiiigfiiltigkeit  der 
ersten  Ordnung  hestimrat  werde.  Wir  sahen,  dass  unter  der 
erwähnten  VoiaiiaaetKung  ans  dem  System  (2)  eine  Mannigfal- 
tigktjt  der  ersten  Ordnung  entsteht,  die  von  eititim  helifhig 
zu  wilhlendeu  Werthsystem  .r  =  :r„j //=f/„,  ^  ==£•„,.. .  ausgeht 
und  deshalb  eine  vollsüindige  lutej^ration  des  Systems  (1)  dar- 
stellt. Dem  entspreeliend  wird  dann  das  System  (2),  *«  tcclchcm 
die  fi  willkürlichen  Cünsianien  Öj,  £j, . . .  S  gehören,  als  ein  voll- 
ständiges  Systan  %mi  fi  Integralen  des  Systems  von  Di/feraUid- 
gleichungen  (l)  heseiehnet. 

In   dem  Falle  }t  =  2.  redueirt  sich  das  System  (2)  auf  die 
beiden  Gleichungen 

wlUireud  </>,  und  </*,  der  partiellen  Differentialgleichung 

(5») 

genügen.  Nach  der  hei  der  gleichen  Annahme  gebrauchtt*ii 
geometrischen  Interpretation  geht  durch  einen  beliebigen  Funkt 
^ufl/af^o  des  llaumcs  K  eine  und  nur  eine  Linie,  welche  da» 
System  von  Differentialgleichungen 


(l*) 


dy 
dx 


=A^jy»«) 


de         f  V 


befriedigt;  da  jedoch  der  Punkt  (./■(,.  y^, -s'n)  keinen  Vorxng  vor 
irgend  einem  andern  hat,  so  darf  man  auch  sagen,  ^sm 
durch  jeden  Punkt  {x^y^d)  eine  und  nur  eine  dem  System  (I*; 
genügende  oder  ehar  akter  ist  i^che  Linie  laufe.  In  Folge  desscD 
ist  eine  Functicm  0{x,y,3)^  die  der  Gleiuhuug  (5*)  genügt, 
eine  Functinn  des  Ortes  {x^y^^j,  welche  in  jeder  charak- 
teristischen Linie  constant  bleibt.  Durch  eine  Gleichung  0=Ü, 
in  welcher  2  eine  willkllrliche  Constante  bedeutet,  und  die 
ein  Integral  des  Systems  (1*)  ausmacht,  wird  also  eine  Fläch 
dargestellt,  welche  lauter  charakteristische  Linien  enthält; 
insofern  aber  die  ConHtante  S  nach  einander  verschiedene 
Werthe  bekommt,  entstehen  verschiedene  Flächen  von  der  be- 
zeichneten   Besehaffenlieit,    deren    Inbegriff    eine   Schaor   vm 


s 
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IJF' X^^i^cha^i  bildet.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (2*)  «w  ^ol\- 
^:t^m^m^<iiges  System  von  awei  Integralen  des  Systems  (!♦)  repräsen- 
tiir^^xm,  80  stellt  jedes  der  beiden  Iutep:rale  eine  Sclmar  von 
f  lÄi-Äiilieu  dar,  und  die  vorhin  erwübute  Bedingung,  dass  durch 
di^^  Oleitdiuugen  eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  be- 
^t£-■zK:»  Miit  werde,  nimmt  die  Gestalt  an,  dass  jede  Fläche  der 
|ei*^^t:.^n  Scbaiir  von  joder  Fblehe  der  zweiten  Schaar  in  einer 
•  iÄ3ii*i  geschnitten  werden  miiss,  welehe  eben  eine  charaeteristi- 
Kilra.^  Linie  ist.  L'm  diejenige  cbaracteristische  Linie  zu  er- 
l»'s*'l-'t;^e;n,  welehe  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  (ic^,  y^,  j?„) 
|"^*^<rl  urebgeht,  hat  man  wie  in  den  obigen  Gleiehungen  (4)  die 
f*>-'0 »:» ^tanten  Üj  und  ü.^  dnreh  Eiüsetzuug  der  Werthe  x^^^y^^z^^ 
*^-*  ^-'^i  wntl  *^a  ^"  bestimmen,  m  dass  die  betreffende  Aufgabe 
*^*^*~«:3li  die  Gleichungen 

tC4.'^>  i  '^  (a-,  y,  ^)  =  </Mifo,  yo.  «o) 

^^^<3»s5t  wird. 
Weil  eine  der  partiellen  Üifferentialgleichnng  (5*)  ge- 
*^**^5'^nde  Function  0(2-,//,^)  in  einer  characteristiHchen  Linie  den- 
'^^^■^^CEin  Werth  behilit,  so  ist  der  Werfh  für  die  ganze  Linie  be- 
**   ***^»i«t,  sobald  er  in  einem  ihrer  Punkte  gegeben  ist.  Als  einen 

■      ^*^^  Vten  kann  man  denjenigen  Punkt  wilhieu,  welcher  in  der  Ebene 
-      -   i^Tj   liegt,    und  dessen   andere  Coordinaten   nach  der   einge- 
^">^t,en  Bezeichnung  y^y^^s^z^  heissen.     Durch   die  Werthe, 
^"^^lie  jedem  dieser  Punkte  entsprechen^  ist  also  eine  Function 


</i,  {x,  y,  e)  ^  0,  {x^,  f/o,  e^) 


^o 


yy  z)  llherbaupt  bestimmt;    das   gilt    in    dem  vorliegenden 

filr   die    beiden    Functionen    *l\  {x^  y,  z)   und    Ü>,  (x,  y,  e) 

-p^    '^Ä  it  gehört  in  der  Ebene  x^x^  zu   der  ersten  Schaar  von 

^^-^i  lieu    '/>,  (a-,  y,  ^)  =  ü    eine    erste   Schaar  von    Linien    der 

***-»       dass  der  zugeordnete  Functionswerth  in  jeder  Linie  con- 

^^'^  t  ist  und  sich   nur  von  einer  zur  folgenden  ändert,  ebenso 

^'^^irt  zu  der  zweiten  Schaar  von  Flächen  '/''g(^,i/,^)  =  Öi  eine 

^*^te  Schaar  von  Linien  der  Art,  dass  der  zugeordnete  Func- 

^*^^  werth  wieder  in  ieder  Linie  constant  ist  und  sich  nur  von 

,  ■^^"Ä-  zur  folgenden  ilndert,  und  zwar  schneiden  sich  jede  Linie 

^'^       ersten   und  jede  Linie    der    zweiten  Schaar    in    einem  be- 

*^****i3iten  Punkte  {y^,:^^\ 

Nachdem   im  Vorhergehenden    auseinandergesetzt  ist,  wie 
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man  von  einem  vollständigen  System  von  Integralen  des  Systems 
(1)  zu  einer   vnllständigen  Auflrtsung  gelangt,  bei   welcher  den 
abliiliigigen  Functionen  //,  ^, . ,  .  belietnge  zu  einem  Werthex =Xfl 
geluirige  Aiifani^swerthe  y,„  ^o?  •  ■  •  vnrgesclirieben    sind,    erhebt^' 
sieh  die  Frage  nach   einem  Verfahren,  um  aus  einer  volli^tsln — 
digen    Auflösung    der    letztern    Art    ein    vollständiges    Systen; 
von  Integralen    zu    erhalten.     Diese    Frage   wollen    wir   wieder 
nur  lür  ein  System    der    zweiten  Ordnung  beantworten,    indeinr 
die  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Ordnung  keine  neue  Schwi 
rigkeiten    verursacht.     Das    gewünschte  Mittel  bietet   die  obig»-^ 
Bemerkung,    das«   eine  Function  (i>{ir,y,g\    durch   welche  A\  m 
partielle  Differcntialgleichujig  (5)  befriedigt  wird,  bestimmt  is^^e 
wofern  die  Werthe  der  Function  Itlr  die  Mannigfaltigkeit  jr= 
gegeben  sind.   Man  nehme  in  dieser  Mannigfaltigkeit  zwei  Fan» 
tionen  der  Variabein  y  und  2,  ?[,  (y,  s)  und  ?l„  (,v,  ^),  willkürlicf 
jedoch  80  an,  dass,  wenn   der    ersten   ein   beliebiger  con^t-ant» 
Werth  Z,,    der   zweiten  ein   beliebiger  constanter  Werth  i,  vcm 
geschrieben  wird,  zu  den  Gleiehnugen 

ein    befitinimtes  Werthsystem  //,  ^  gehört.     Ein  Fiei-spiel    liefe - 
nach  I,  §  7t  Kwei  Functionen  des  ersten  Grades  mit  constant 
Coefficienten 

bei  denen  die  Determinante  h^  c,^  —  6^  c^  einen  von  Null  v»  " 
scliiedenen  Werth  hat,  und  welche  in  diesem  Falle  von  eitwn 
nnahhänfjige  Funetlmifn  genannt  werden.  Geyiuetrisch  ^i}i\^\ 
stellt  dann  in  {>!)  die  erste  Gleieliiing  eine  Schanr  von  paralle 
geraden  Ijinien,  die  zweite  eine  von  der  ersten  verschied' 
Schaar  von  parallelen  geraden  Linien  dar,  wobei  jede  Li 
der  ersten  von  jeder  Linie  der  zweiten  Schaar  in  einem  e 
zigen  Punkte  geschnitten  wiril.  Denkt  man  Hieb  alle  demSys^^^^' 
Differentialgleichungen  (1*)  genügenden  oder  clmrakteristiM^^'^^ 
Linien  construirt,  die  ftlr  .r  =  :r„  die  Oleichungen  //=yo»  s====^'i 
erfüllen,  so  kann  man  erstens  vermittelst  der  Function  ^l,  (^^^^  ') 
jedem  Punkt  {x^ij^s)  der  durch  (y^j  ^o)  gehenden  Linie  ^:M^^\ 
Functionawerth^,  (y^,  jb-j)  zuordnen,  und  erhält  dadurch  eine    *>^^ 


(8) 


(8.) 


De 
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stimmte  Fnnction  0^  {x,  y^  s\  die  in  jeder  characteristi sehen 
Linie  nngeändert  bleibt;  zweitens  kann  man  die  Fnnction 
^s  (y» ')  ebenso  verwenden,  nm  eine  derselben  entsprechende 
Fnnction  (Z>,  (rr,  y^  e)  zn  erzeng;en,  die  ebenfalls  in  jeder  charac- 
teristischen  Linie  nngeändert  bleibt.  Fttr  diese  Functionen  gelten 
somit  die  Gleichungen 

welche  nach  dem  Obigen  ein  vollständiges  System  von  Integralen 
des  Systems  Dififerentialgleichnngen  (1*)  ansmacheu. 

Um  den  Werth  anzugeben,  welchen  eine  auf  diese  Weise 
bestimmte  Function  (P,  {x,  y,  e)  oder  tf>,  (rc,  y,  e)  für  ein  gewisses 
Werthsystem  x,  y^  e  besitzt,  hat  man  das  zu  dem  letztem  gehö- 
rende Werthsystem  y^^  £^  aufzusuchen,  und  fttr  dasselbe  respective 
den  Werth  Ä,  (y^,  ßj  oder  Ä,  (yo,  ej  zu  bilden.  Durch  das  in  dem 
vorigen  §  entwickelte  Verfahren  kann  man  eine  das  System  (1*) 
befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  bestimmen, 
die  ftlr  x=x^  die  Gleichungen  y^y«,  ir^ir,  erfüllt,  und  nun  die 
zu  einem  gegebenen  Werthe  x  =  X  gehörenden  Werthe  y=l^, 
5=Z  finden.  Auf  genau  entsprechende  Weise  kann  man  eine 
das  System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung bestimmen,  die  mit  dem  Werthsystem  x,  y,  e  anfängt, 
und  fttr  diese  dasjenige  System  von  Werthen  y=yo,  e=Zn  auf- 
suchen, welches  zu  dem  gegebenen  Werthe  a;=a;o  gehört.  Diese 
Werthe  muss  man  zum  Zwecke  der  Gleichungen  (9)  in  die 
Functionen  Ä,  (y^,  z^)  und  ?l,  (y^,  z^)  substituiren.  Sind  analy- 
tische Ausdrücke  von  y  und  z  als  Functionen  von  x  bekannt, 
vermöge  deren  die  bezeichnete  vollständige  Integration  darge- 
stellt wird,  und  die  wir  folgendermassen  andeuten  wollen 
r  =  P(a;,  a;„,  yo,  irj 

Q  (a;,  ^0,  y«,  ^o). 

8o  ist  die  ßestinimung  der  Werthe  y„,  e^  durch  x,  y,  z  nichts 
anderes  als  die  Auflösung  dieses  Systems  von  Gleichungen  nach 
den  Grössen  yo,  z^\  das  Ergebniss  möge  so  ausgedruckt  werden 

,^j.  jyo  =  ^  (^0»  a:,  y,  ^) 

Uo  =  O  (^0,  a:,  y,  z). 


a«)         {::: 
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Durch  die  Eiüsetzung  dieser  Wer thc  in  Stifyoj-^o)  «nti  ?t»(yi.^«) 
entstehen  dann  beziehungsweise  die  gesuchten  Ausdrücke  der 
Functionen  0j  (j;,i/,*)  m)dti*^{r.,y,e}.  Da  die  Gleiebungen  (11) 
für  belielii^e  aber  feste  Werthe  y^  und  0^  eine  gewisse  da* 
System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung 
auatbUcken,  so  ist  jede  Oleidmng  nach  dem  eingeführten  Sprach- 
gel) rauche  ein  Infefjral  des  Sifsienis  (1*)  und  beide  zusammen 
bilden  ein  volhtändiges  iSystent  von  Integralen^  bei  welchen  die 
Attfatigs werthe  y^  und  s^  die  Holle  der  Litegratiottscoftstatäen 
ühernehmen. 

Die  Functionen  ^,(y,  z)  und  %.^  {y^  s)  gehen  in  die  Variabein 
f/  und  e  über,  äoliaid  in  (8,)  A^=l,  c,  =  0,  h^^iy,  c,=sl  ge- 
nommen wird.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  y  =  .Vo  und  ir^/» 
in  der  Ebene  a-  =  -t'n  zwei  Schaaren  von  geraden  Linien  dar. 
{lie  der  zweiten  oder  dritten  Coordinatenaxe  parallel  sind,  udjI 
zu  jeder  Schaar  von  Linien  gehört  eine  der  beiden  Schaareovon 
Flächen,  welche  durch  die  Gleichungen  (11)  bezeichnet  werden. 


§  89.    Lineare  Dlffereutlalgrleiobttngen. 

E«  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Ruches,  nacli  einander 
die  gebräuchlichen  Methoden  zu  entwickeln,  durch  welche  be- 
stimmte Arten  von  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  besou- 
deren  analytischen  Processen  integrirt  werden :  wir  heben  daher 
auch  nur  eine  durch  ihre  allgeuieiuen  Eigenschaften  ausgezeich- 
nete Gattung  hervor.  Diese  enthalt  solche  Differentialgleichun- 
gen und  Systeme  von  Differentialgleichungen,  in  welchen  diu 
ahhiiügigeu  Variabein  samint  deren  Ditferentiahiuotienten  nur 
im  ersten  Grade  auftreten,  und  die  lineare  Dilferetdialglrdckunffen 
genannt  werden.  Damit  das  System  (7)  des  §  82  hierher  ge- 
höre, mllsison  die  dortigen  Functionen  //,  und  //,  in  Bezug  auf 


alle  Elemente  —  rzi  » • '  *  i'» 


d' 


—i 


dx' 


.«-» 


.ff  ganze  Functioneu  des 


ersten  Grades  sein,  während  die  Ooefficienten  von  der  Variable  i 
abhängen  dürfen.  Wir  wollen  ausserdem  noch  die  Bedingung 
hinzufügen,  dass  in  keiner  («Icichung  ein  Glied  vorkomme, 
welches  die  Variable  x  allein  enthiUt.  Dann  entsteht  aus  (7j 
die  Gestalt 


■ 


J 


{::; 
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^0  12,^,...JB,^^,  fi^,.i,...Äj^,  i?^.,,...^,.,,  S^,v'A.„  beliebige 
IFanctiooen  von  x  bedeuten.  Kennt  man  eine  particulare  Lösung 
dieses  Systems  y=^,  je^=ä,  und  ferner  noch  eine  zweite  y=^^'^ 
^=J4^*^  so  genügt,  wenn  93  und  ö^'^  irgend  welche  Constanten 
bedeuten,  erstens  das  System  y=93^,  -8r=Sj,  da  bei  der  Sub- 
stitution die  Constante  ©  gemeinsamer  Factor  wird,  zweitens 
genügt  aus  derselben  Ursache  das  System  y=©^''^<^»,  e=f&^^^f\ 
endlich  aber  auch  das  durch  Addition  gebildete  System 

wie  durch  die  bezügliche  Addition  der  für  die  erste  und 
zweite  Lösung  geltenden  Gleichungen  bewiesen  wird.  Die 
Gültigkeit  der  Lösung  (2)  bildet  eine  Grundeigenschaft  eines 
Systems  von  linearen  Differentialgleichungen.  Man  sieht  übri- 
gens sofort,  dass,  falls  das  System  (1)  nach  der  Weise  von 
(8)  des  §  82  in  ein  System  verwandelt  wird,  welches  nur 
Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  enthält,  alle  hierher 
gehörigen  Differentialgleichungen  von  der  obigen  Beschaffenheit 
sind,  so  dass  der  lineare  Character  des  ganzen  Systems  be- 
wahrt bleibt. 

Unter  den  Systemen  von  linearen  Differentialgleichungen 
sind  diejenigen  die  einfachsten,  deren  sämmtliche  Coefficienten 
Constanten  sind.  Nun  folgt  ans  dem  Vorhergehenden,  dass  jedes 
derartige  System  auf  ein  System  von  linearen  Differentialgleichun- 
gen zurückgeführt  werden  kann,  in  welchem  nur  erste  Diffe- 
rentialquotienten vorkommen,  und  sämmtliche  Coefficienten  eben- 
falls Constanten  sind.  Wir  werden  jedoch  nicht  das  allgemeinste, 
sondern  ein  specielleres  durch  seine  Anwendungen  besonders 
wichtiges  System  von  Differentialgleichungen  untersuchen,  bei 
dem  ftlr  n  Variable  a?„  x^, . . ,  x^,  welche  als  Functionen  einer 
unabhängigen  Variable  t  aufgefasst  werden,  die  nach  t  genom- 
menen zweiten  Differentialquotienten  gleich  linearen  Functionen ' 
der  Variabein  äj,  x^.,.x^  gegeben  sind. 


r 


ciaiiS  sie  bei  Vertauschung  der  beiden  Zeiger  uii^eäiKlert  bleibeu. 
In  Folge  deööcn  können  die  auf  der  recbten  Seite  von  (3j 
findHeben  Ausdrücke  durcb  die  partiellen  Differentialquolieoten 
einer  boniogeneu  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadrati- 
schen Form  der  Variabein  «„..  .a:^  dargestellt  werden.  Setzt  man 


WO  jeder  der  Zeiger  b  und  c^  wie  aneh  im  Folgenden,  die  Reihe 
der  Zahlen  von  l  bis  n  durchläuft,  so  geht  das  System  (3)  in 
das  System 

2 


2     i3.i- 


I      d<p_ 

tJber,     Indem  man   die  ersten   nach  f  genommenen  Differential- 

qnotienten  vermOgc  der  erwäbnten  Vorschrift  des  §82  als  neue 

dx 
Variable  einführt  und  —^  =  x\  setzt,    tritt  an  die  Stelle  vod 


(4)  das  System  der  2fiten  Ordnnng 


(5) 


(hü, 
ät 


"^  ^In^M»     ^f    —  ^1 


~dJ 


=  «,,a:,  4-a„a;3H- 


dx' 


*i»a*j 


dx 


=  x 


•* 


Die  Functionen,  welchen   die   ersten  DiflerentiaUiiiotienteu 
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2  n  Variabein  x^^  nnd  x\  gleich  werden  sollen ,  enthalten  die 
abhängige  Variable  t  nicht  und  sind  als  rationale  ganze  Func- 
tionen für  alle  Werth Verbindungen  ihrer  Elemente  eindeutig 
definirt.  Demnach  erstreckt  sich  die  Mannigfaltigkeit  der 
(2«+  l)ten  Ordnung,  für  welche  die  Integration  des  Systems  (5) 
gesucht  wird,  auf  alle  Werthverbindungen  der  2n  Variabein 
a:^  und  x\  und  der  Variable  t. 

Ein  gewisses  Integral  des  Systems  (5)  ergiebt  sich  dadurch, 

dass  in  der  bten  Zeile  desselben  der  Differentialquotient      -, 

dt 

dx^ 
mit  x\y   der  Ausdruck  Oji  aj^  +  ■■'  +  af,„x^  mit  — tt-  multipli- 

eirt,  und  dann  beiderseits  von  6=1  bis  b=naddirtwird.  Hierbei 
erhält  man  links  den  nach  t  genommenen  vollständigen  Diffe- 
rential quotienten  der  Summe 

(6)  \(,x'l+x'',  +  ...  +  x^), 

rechts  den  ebenso  genommenen  vollständigen  Differentialqno- 
tienten  des  lialben  Werths  der  vorhin  eingeführten  Function 
<r  (^i>  ^2»  •  •  •  ^n)'  ^®^^  daher  die  Diflferenz  der  genannten  Aus- 
drücke in  Bezug  auf  t  einen  verschwindenden  Diiferentialquo- 
tienten  liefert,  so  ist  sie  selbst  nach  einem  in  §  24  bewiesenen 
Satze  gleich  einer  von  ^  unabhängigen  oder'constantenGrOsse  A, 
und  die  betreffende  Gleichung 

(7)  l{x-]  +  ^'l  +  ..+x-^-\(a„a:\+ia„x,x,  +  ..  +  a,y,)=h 

bildet  ein  Integral  des  Systems  (5),  durch  welches  die  Summe 
der  Quadrate  der  n  Variabein  x\  und  die  Function  (f{x^iX^,  .-xj 
auf  eine  merkwürdige  Weise  verbunden  werden.  Desgleichen 
kann  man  aus  dem  System  (5)  oder  ungezwungener  ans  dem 
gleichbedeutenden  (4)  eine  Relation  ableiten,  in  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  n  Variabein  ar^  mit  der  Function 
(p  (a?,,  a?2, . . .  xj  verflochten  ist.  Multiplicirt  man  in  (4)  die  b  te 
Gleichung  mit  dem  Factor  a;^,  und  addirt  auf  beiden  Seiten 
Von  b  =  l  bis  b  =  w,  so  entsteht  rechts  nach  der  in  §  46 
erwähnten    Gnmdeigenschaft   der   homogenen   Functionen   die 


im 
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-!)} 


V^tncüioii  {p(x^,3t^y..,xj,  wUhrend  die  linke  Seite  vennöge  der 

Gkicliung 

^^^  '^^d^~~2     dt'         [dl) 

die  folgende  Gestatt  annimmt 

<<,^<-;..>-^...:>-(r;;)Vr;;)'*.-(? 

Hier  darf  die  zweite  Summe  mit  Benutzung  des  Integrals  (7) 
durch  den  Ausdruck  tp{a-^,x,^, . .  .xj-^*lh  ersetzt  werden,  wo- 
durch die  augedeutete  Relation 

(10)  ^-^  {0^^^+,..  +  xl)  =  2<r{x,,a^,,..,xj  +  2Ä 
^  dt 

hervorgeht. 

Zu  einer  voll  stand  igen  Integration  des  gegebenen  Systems 
dient  die  Eintiihruiig  eines  neuen  Systems  von  abhiingigeo  Va- 
riaheln»  welche  durch  die  Auflösung  einer  gewissen  algebraiscbcD 
Aufgabe  beetimiiit  werden,  in  §  IKI  und  S  ^H  hat  sich  heraus- 
gestellt, dasB  iür  die  beiden  quadratischen  Formen 

(11)  x\-hxl+.,+xl,fp(x^,x.^,..xJ=a^^x]-h2a^.^a!^x^-h..  +a..*I' 
deren  zweite  reelle  Coefficienten  und  eine  von  Null  verschieden« 
Determinante  hat,  falls  die  Zahl  n  der  Variabein  zwei  mifir 
drei  betrilgtj  eine  Substitution  eraton  (trades  mit  reellen  Coeffi- 
eienten  angegeben  werden  kann, 

^ii  =  y'n  li  +  y-ja  ^,  +  ---+ra.  ^» 


i 


« 


(12) 


durch  w^elehe  die  Qüadratsumme  der  ursprllngliehen  in  die  Qua 
dratsnmme  der  neuen  Variabein  1,,  ^2, . .  ■  v„,  und  die  Fnnu 
ff  (.Tj,  .T.^,  .  .  .  :rj  in  eine  Form  der  letztern  transformirt  winl, 
welche  nur  die  Quadrate  der  Variabelu  euthsllt;  hiernacb  k- 
stehen  Gleichungen 

\^,-^afl+,..  +  xl=^f,       +^         +-..  +  s^ 

^^^^       \9  i^v  ^.,  •  •  •  O  =  -^^'  ^l  +  -^^^  1.^  + . . .  +  -*"^  ä 

in   denen  w"*,  ('i'^\  . . .  c/"^  reelle  Constanten  sind.     Dies  Re^'^l 
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tat,  welches  dort  unter  der  Einschränkang  abgeleitet  wurde, 
dass  in  der  Oleichang,  welche  die  Grössen  it^^\  w*'\ . . .  w*"^ 
liefert,  keine  gleichen  Wurzeln  auftreten,  lässt  sich  sowohl  für 
die  dortigen  Werthe  w=2  und  3  wie  auch  fHr  jeden  Werth  von 
n  ohne  eine  solche  Einschränkung  begründen,  zu  welchem  Be- 
huf auf  die  Abhandlungen  von  Jacobi,  de  binis  quibuslibet  fun- 
ctionibus  secundi  ordinis  per  substitutiones  lineares  transfonnan- 
diSj  quae  solis  quadrcUis  var%(ünlium  constantf  Grelles  Journal  f. 
Mathematik,  Bd.  12,  und  von  Weierstrass,  über  ein  die  homogenen 
Functionen  eweiten  Grades  betreffendes  Theorem,  nebst  Anwen- 
dung desselben  auf  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen,  Monats- 
bericht der  Berliner  Akademie,  Mftrz  1858,  hingewiesen  wird. 

Steht  die  Existenz  der  Substitution  (12)  fest,  so  genügt  fUr 
den  vorliegenden  Zweck  die  Benutzung  von  wenigen  Eigen- 
schaften derselben,  die  bei  n=2  und  n=3  in  den  genannten 
§§  erwähnt  sind.  Nach  dem  Satze  in  I,  §  81,  dass  die  Determi- 
nante einer  transformirten  quadratischen  Form  gleich  dem  Pro- 
duct  von  der  Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  dem 
Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  ist,  folgt  aus  der  ersten 
Gleichung  (13),  da  die  Determinanten  der  beiden  Formen  gleich 
Eins  sind,  dass,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  (12) 
wieder /'genannt  wird,  /*  ebenfalls  gleich  Eins,  mithin /':=±1 
sein  muss;  femer  ergiebt  sich  ebenso  aus  der  zweiten  Gleichung, 
dass  die  Determinante  der  Form  rechts,  nämlich  das  Product 
w^'^  w^*^. . .  cü^"\  gleich  der  in  l'^  oder  die  Einheit  multiplicirten 
Determinante  der  Form  q> {x^, x^,... x^)  ist,  dass  mithin  unter 
der  angegebenen  Voraussetzung  keine  der  n  reellen  Grössen 
^(1)^  oi*'^, . . .  lüS'^  verschwinden  kann.  Durch  die  Substitution  der 
Ausdrücke  (12)  in  die  erste  Gleichung  (13)  leuchtet  ein,  dass 
der  Coefficient  jedes  Quadrats  ^  gleich.  Eins,  der  Coefficient 
jedes  Products  von  zwei  verschiedenen  Variabeln  ^j,  §^  gleich 
Null  sein  muss;  dies  ftihrt  zu  den  Gleichungen 

(14)  >^"       "^^^^       +"-  +  Yln       =1 

^  rnYri  +  ri^Yn  +  -"  +  n»ye»  =  ö- 

Weiter  geht  aus  denselben  hervor,  dass,  wofern  die  Glei- 
chungen (12)  der  Reihe  nach  für  eine  beliebige  Zahl  b  mit  den 
Factoren  y^j,  Ytai'" Ybn  mnltipHcirt    und  dann   addirt  werden, 
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auf  der  rechten  Seite  der  Factor  von  ^^^  gleich  der  Einheit,  di 
Facto ren  der  llbrigeri  Variabein  gleich  Null  werden;  so  gewinnt 
man  die  folgende  Darstellung   der  neuen  Variabehi  durch  die 
ursprünglichen 


(15) 


+  yn'2^H 


i 


Weil  die  2nCoefficienten  y^^  Constanten  sind,  so  bleiljcD 
sie  bei  einer  Differentiation  nach  der  Variable  t  unberührt,  und 
es  kommen  für  die  nach  i  genommenen  DiiferentiaU|Uotienten 
einer  jeden  neuen  Variable  ^^  die  Ausdrücke 


(16) 


da\  dx,. 


dt 


(17) 


'»"^  dt 


^^  d\  ^«_ 

dt'       ^''  dt'  ^''   dt' 


^y..,^. 


i 


Auf  der  letzten  Gleichung  beruht  die  auszuführende  Traü^fo^ 
ination  des  Systems  (4).  Indem  die  ate  Gleichung  dessellicn 
mit  y^^  midtipHcirt  und  von  a^l  bis  a==n  snnimirt  wird,  ent- 
steht links   ein   Aggregat,    das   nach  (17)   gleich   deiu  zweiten 


Differentialquotienten 


de 


ist,  rechts  das  Aggregat 


(18) 


2  \dx^  ^' 


+  ,. .  + 


Vermßge  der  Gleichungen  (12)  ist  jede  der  ursprUnglicben 
Variabein  als  eine  Function  der  n  nenen  gegeben,  8o  das*  die 
partiellen  Differeutial([ut>tienten  der  erstem  in  Bezug  auf  diu 
letztern  folgenderauissen  durch  die  Substitutionscoefficieulen 
ausgedrückt  werden, 

5.r,  ^x, 


(19) 


Bx^ 


=  Y-2 


UV 


—  y»» 


"^y-w 


dx^ 


'y^n 


=y% 


st, 


sh 
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DeiRDach  ist  die  Summe  (18)  gleich  dem  Ausdruck 


da. 


dx^ 


Nun  wurde  in  §  45  nachgewiesen,  dass.  wenn  bei  einer  Func- 
tion Voll  n  Variabein  r^(j?„  ajj, . . .  x^)  jede  derselben  von  einer 
einzigen  Variable  u  abhängt,  der  nach  u  genommene  vollstän- 
dige Differeiitialquotient  folgendermassen  gebildet  wird 


dif.{x^,.,.xj 


C/ff 


dx. 


i}*ft 


da. 


dx„ 


+  ...+ 


gtp 


da. 


(21)  ,  T-      T 

dn  dXy      du         dx^      du  da^     du 

Sobald  aber  die  n  Variabelu  ^'p^a,  ...x^  gleich  bestimmten 
Funetionen  von  n  neuen  Variabein  ^„  ^a, . . .  ^^  geBetzt  werden, 
und  dadurch  die  Function  ff  (a.^, , .  .a:^)  in  eine  Function  der 
letzteren  t/'(^i»  s,»  •  •  •  s  J  Übergeht,  kann  man  unter  den  neuen 
Variabein  eine  einzelne  |j,  auswählen ,  diese  allein  beweglich 
machen  und  die  übrigen  ruhen  lassen;  dann  erhält  man  für 
den  nach  |^  genommenen  partiellen  Üitt'erentialquotienten  der 
Function  »/^ (|„  fj, . . .  f^j  den  folgenden  Ausdruck,  welcher  aus 
da>^ 


(21)  entsteht,  indem    v^  durch     .-r   ersetzt  wird, 

^     '  du  c/£^  ^ 

,„o\    ^^(^ii^T-»U_  dtp    5*1  _^iy    ^*a  ^        _^    ^qP 


^ar_ 


Somit  verwandelt  sich  (20)  in  den  einfachen  Ausdruck  n  ^v"* 

In  dem  vorliegenden  Falle  wird  die  Function  il>(^^r^.^, . .  .^J 
durch  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  (13)  dargestellt, 
woraus  die  Bestimmuug 

(23)  ht=*""f' 

hervorgeht      Demnach   erhält    mau    ans    dem   System   (4)   die 

n  Differentialgleichungen 


(24) 


d'l 


dt*  ^"^ 


welche  den  Zahlen  6  =  1,  2, . . .  w  entsprechen.  Sie  enthalten  nur 
noch  die  neuen  Variabelu  ^^,^^,.,.t^  und  bilden  deshalb  das 
aufzustellende  iratisfortnirte  S*f.ittim  von  Difßretitialghichungm. 
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Nach  den  früheren  Definitionen  ist  eine  vollständige  li* 
tegratidii  des  Systems  (5)  eine  solche.  Im  der  für  einen  ge* 
wissen  Wertli  /  =  ^„  jede  der  2«  ahhäiigigen  Variahelu  einen 
beliebig  vorgeseh riebe nen  Werth  annimmt, 

(25)  ^i==a;,(0),  ^',-^',(0). 

Dieselbe  Bestimmung  der  abhängigen  Variabein  x^  als  Functionen 
von  t  entspricht  einer  volI«täudigen  Integration  des  Systems  (4|. 

da' 
Weil  aber  in  (5)  die  n  Gleichungen  -,—  =cv\  enthalten  siud>  »o 

tritt  bei  dem   System  (4)  an  die   Stelle    der  Forderungen  (25) 
das  System  von  Forderungen 

(26)  ^>='o,ii))/;^f=x;((i), 

das  heisst,   das  System  (4)  ist  vollstilndig  lutegrirt,  wofern  ftlr 
/=^g  erstens  die  n  abhängigen  Variabein  x^  und  zweitens  die 


n    ersten    Differentialquotienten    derselben 


dt 


beliebig   vor- 


geschriebene   Wertlie    annehmen.      Aus     den    Anfangswerthen 

a;^^a:^(0)    folgen   nach    (151   vollkommen    bestimmte   ^Viifanga* 

däe. 
werthe  |j  =  ||,{0),  aus  den  Anfangswerthen  - -—  ^x\{0}  ver- 

möge  (16)  vollkommen  bestimmte  Anfangswerthe  —r—  ~f'^(0). 

Für  diese  Werthe  ist  das  System  (24)  so  xu    integrireu,   das8 
zu  dem  Werthe  t^=t^  die  Gleichungen 


Ib  =  !»(").  S^-'''^"^ 


(27) 

gehören. 

Der  Voraug  der  Gleichungen  (24)  besteht  offenbar  darin. 
dasB  in  jeder  derselben  nur  eine  Variable  vorkommt;  es  ist  dejs- 
lialb  nur  eine  einzige  Differentialgleiebung 

(28) 


I 


'I 


4 


zu  behandeln,  in  der  to  eine  von  Nnll  verschiedene  reelle  Gri'wse 
bedeutet.  Hier  begründet  das  Vorzeichen  von  to  einen  wesent- 
lichen Unterschied,  Ist  w  negativ,  so  gcnligen  der  Differential- 
gleichung (28)  die  beiden  trigonometrischen  Functionen  cosif—tut) 
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nnd  sin  (\^ — w  t\  und  da  die  Differentialgleichnng  linear  ist,  so 
darf  inawj  um  eine  allj^enicinere  Lösuog  xu  erhalh^ii,  naoh  einer 
obigen  Bemerkung,  jede  der  genannten  iJJsungen  mit  einer  be- 
liebigen Con^fitante  multi|ilieiren  und  von  beiden  Produkten  die 
.Summe  nehmen.  Wegen  der  für  t  =  t„  zu  erfllUenden  Anfangs- 
bedinguiigeo  ist  es  auch  gestattet,  von  vorne  herein  die  Liisun- 
gen  eo8(i''—  i»  (f  —  t^))  nnd  sin  (|' — o}  {t—tjj  zu  nehmen  und  mit 
zwei  Constanten  B  und  C  die  Lösung 
(29)  i=Bco»([^-i>i{t-t^)}+C»mi\^-'io{t-Q} 

aufxiistellen,  aus  der  durch  Differentiation  die  Gleiehung 

(301  ^^-  ^- J?»^-^9in(j^-^(<— 0)+C|/— wcos(j/-m(^-g) 

folgt.     Damit  nun  ftlr  t^if^  die  Gleichungen 

(31)  ^=^(0),  -^|=l'(0) 

gelteUf  hat  man  in  (2fl)  und(30) /  — /^,  =  0  zu  setzten,  und  findet, 
da  bei  verscbwindendeni  Argument  der  Cosinus  gleich  der  Ein- 
heit, der  Sinus  gleich  Null  wird,  die  Bestimmungen 

(32)  ^0)^^,  eiO)^C\^^^; 

demnach  erhält  die  gesuchte  vollständige  Lösung  die  Gestalt 

(33)  ^=m  cos  U^^^o  {t  - 1,))  +  ^^  sin  i^^^a  {t  -  g). 

r — *^ 
Wenn  dagegen  in  (28)  die  Grösse  w  positiv   ist,   so  wird  die 

Difterentialgleichung    durch    die    beiden    Expouentialfunctionen 

e        und  e  befriedigt,    statt   deren    auch    die    Exponential- 

functionen  e         "   und  e  gewählt  werden  können.    Aus 

den  angegebenen  Gründen  genllgt  alsdann  der  mit  zwei  beliebi- 
gen Constanten  L  und  M  gebildete  Ansdruck 

(34)  ^^Le  +Me  , 
dessen  Differentiation  die  Gleichung 

(35)  J'=^coLe  -  \Ui}  Me 

ergiebt.  Die  Erfttllung  der  Anfangsbedingungen  (31)  zieht  die 
Gleichungen 

(36)  ^(0)  =  L  +  M,  ^'(0)  =  |/a^  (L  -  M) 
nach  sich,  aus  denen  die  Werthe 


S83 


on 
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5  W. 


^=2  ('<'^>^  l  ^"4  ''-  H^^'^-w^'^'^) 


folgen.    Mithiu  entsteht  die  gesuchte  vollständige  Uleang 


(38)i=|(i(0)+_,Lr,  0)1 /"'-«  + 


i(i(o,-J-r(0))r 


-i«.i»-«i> 


welche  eich  folgendermassen  Kiisainmeufassen  lässt 


c  4-  e 


+  l'(0) 


c  — c 


(38*)  ^^-1(0)  .,,.,, 

9  2 )  fü 

Der  letztere  Ausdruck  enthält  auch  den  Ausdruck  der  zu  einem 

negativen  lo  gehörenden  Lösung  (33),  sobald  die  in  I,  §  116  er- 

wälinte  Bezeichnung 

(39)  cos  «7  +  iEmv  =  e" 

gebraucht  wird ,  ans  welcher  mittelst  der  Verwandlung  von  r 

in  —  w  für  cos  y  und  sin  v  die  Daratellungeu 

c    +  e  .  e    —  e 

C08  V  ^  -— — - — —i     sin  tf  =^ 


(40)  „„..-         ^ 

folgen.  Fügt  mau  jetzt  den  Grössen  ^  den  tbrtgelasaeneu  Zeiger 
h  bei,  so  wird  die  gesuchte  vollständige  Lösung  des  Systems 
(24),  die  den  Bedingungen  (27)  genUgt,    durch  die  Gleichungen 


(41)     |,=  ^,(0)' 


— 4-s^V«^)'— ^ 


2|'.ü' 


gegeben.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 
(12)  liefert  dann  die  verlangte  vollstiindigc  Integration  des  or- 
sprünglichen  Systems  (4). 


Capitel  XII. 

Doppelte  und  mehrfache  Integrale. 

§  90.    Doppelte  Integrale. 

Im  vorigen  Capitel  sind  die  gewrdinlichen  Differential- 
gleichungen und  Systeme  von  gewöhnlichen  Difterentiaigleichan- 
gen  als  Veraligeineinerungen  der  Aufgabe  betrachtet  worden, 
das  Integral  einer  Function  einer  Variable  in  Bezug  auf  die 
letztere    zu    bestimmen.     Die  Integration    einer  Function   einer 
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"Variable  läset  sich  aber  noch  auf  eine  andere  Weise  erweitern. 
Darauf  gestutzt,  dass  das  Intep*iren  durcli  die  Bildung  einer 
^egen  einen  Orenzwertb  convergirenden  Summe  bewerkstetli^^t 
"^fvird,  bildet  man  für  Fuuetionen  von  zwei  und  mehr  Variabein 
^ntspreeliende  Aundrilcke  von  doppelten  und  raehrfaehen  Summen, 
«lie  ebenfalls  bei  ij^ewisscn  Vnrausset/.nnf^en  ge^en  Grenzwerthe 
<?<mvergiren ;  die  letztem  dienen  zur  Üetinitioii  der  doppelten 
^mnd  niebrfachen  lutepfraie.  Diireb  die  Untersuchung  dieser  Be- 
^riflFo  empfangt  das  Oebiet  derintegralreehnung  abermals  einen 
^Mieuen  Zuwaehs. 

Um  das  Wesen  eines  doppelten  Integrals  zn  crklUren, 
"^vird  angenommen,  das»  eine  Funetion  f{x,  y)  fttr  eine  gewisse 
-sweifarh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  beiden  Variabein  x 
^md  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  sei.  Inncrhall» 
dieser  Mannigi'altigkeit  werde  eine  Mannigfaltigkeit  der  zweiten 
Ordnung  K  heraiisgelioheu,  und  zwar  zunächst  eine  solche,  bei 
^er  X  zwischen  den  festen  Grenzen  a  und  A^  y  zwischen  den 
-festen  Orenxeu  h  und  B  liegt,  oder  die  beiden  Ungleichheiten 
<V)  ü-^x^A,    b-^y^B 

gelten.  Man  schalte  nun  zwischen  «=^J"o  und  A^^x^  die 
Werthe  dfj,  j:,j, . .  .a;/_j,  zwischen  &^?^^  und  J5=//,^  die  Werthe 
Jfv  yr-'-ym~\  "^^^  ''^""^  algebraischen  Onlsse  ein,  wobei  ver- 
möge des  positiven  Vor/richens  der  beiden  Ditferenzen  A  —  a 
mnd  B  —  Ji  die  sämmtliehen  Differenzen 

*  -J%=!f,  -  %.  -^y,  =  ?/,  -  .Vi, . . .  /y^_i^  ?y.„—  ?/«_, 

positiv  ansfallen,  und  bilde  mit  den  Functionswerthen  von  /"(x,  y), 
die  zu  den  Verbindungen  der  genannten  Werthe  der  beiden 
Variabein  gehören,  nach  Analogie  der  Summe  (2)  in  §  20  die 
doppelte  Summe 

^JJpjyj)    Jx^Jy^      ^fi^vlfi)     ^a;,^y,      +  ..  +  f{x,_^,y^)     Jx^^Jy^ 

K^^  tf,_,)Jx,Jy^_,  +  f(x„  y^_,)  Jx,  Jy^_^'\- . .  +  f{x,_^,  !f„-,)J^,-,  -/'/„_ 

Hier  sind  die  Zeiger  der  mit  einander  rauUiplicirtcn  Differenzen 
respective    gleich    den  Zeigern  der  Argumente  .e  und  y  in  dem 
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zugehörigen  Functionswerth;  in  jeder  Horizontalreihe  bleibt  der 
Zeiger  von  y,  in  Jeder  Vertikalreilie  der  Zeiger  Ton  x  angeän- 
dort.  In  Bcjtretf  der  Stetigkeit  der  Function  f(x,  p)  wird  ähn- 
lieh  wie  in  §  20  und  §  84  vorausgesetzt,  dass  bei  hinreichend 
kleinen  numertscbeu  Werthen  der  Incremente  Jx  und  Jy  in 
dem  ganzen  Gebiet  der  ab&olnte  Werth  der  Differenz 

fix  +  Jx,  y -f  Jy)  —  f{x,  y) 
kleiner  als  dieselbe  beliebig  kleine  («rosse  k  sei.  Dann  lässt 
sich  zeigen,  dass  die  Summe  (3)  bei  fortwährendem  Wachsen 
der  Zahlen  der  eingeschalteten  Werthc  der  Variabein  und  be- 
ständiger Abnahme  der  betreffenden  Differenzen,  wie  die  Summe 
(2)  in  §  20,  gegen  einen  festen  Crrenzwerth  convergirt. 

Bei  der  Führung  des  Beweises  werden  wieder  zwischen 
den  zuerst  angenommenen  Werthen  von  x  und  y  neue  Werthe 
eingeschaltet.  Man  hat  indessen  nicht  niUhig,  diese  sUmmtlioh 
durch  besondere  Bezeichnungen  zu  unterscheiden,  sobahl  deutlich 
geworden  ist,  dass  s^ich  stets  derselbe  Process  wiederholt.  Es  seien 
zwischen  x^^=x^^  und  x^  =  x^_^  die  Werthe  j:„,,  a„«, ...x, 
zwischen  %^yQ^^  und  y,=%^^ 
eingeschaltet,  und  man  habe 


die  Werthe  jt^j»  *o.2?- 
die  Werthe  y^ „  y^^, 


0,p—V 


,1-/^0.0=^0.1- ^. 


0,0* 


-^^Q,\'^^m       ^0.1' 


'^^9.p-\—^0.p       -^O,^-! 


/4Y' 

( -'yo.o  =  !'.u— ^0.0'  ^^VfiA^^Vn^-r- tfo.^ . 'y.\,-i  =  yo.,— yo.,^r 

mit  allen  tlbrigen  Intervallen  werde  auf  gleiche  Art  verfahren. 
In  Folge  dessen  wird  aus  (3)  eine  neue  Summe,  deren  sämmtliclie 
Glieder  entstehen,  indem  für  den  ersten  Summanden  fix^^yj  Jx^  Jy^ 
die  partielle  doppelte  Summe 

(5)    f{^\o^%fl^   -''^o.o-^yM    +f{-^av%.o^    -^^oA-Jy^.o    -»-••■ 
+A^o.o.yo.i)   -^a:^.o-^yfl,i    +A^o.iTi^M)    -^«o.i  -'Voa    +■•• 

und  für  jeden  anderen  Summanden  von  (3)  eine  entsprechend 
gebildete  partielle  doppelte  Sunmic  tritt.  Wofern  die  Differenzen 
Xi  —  x^  und  |/i  —  y^  hinreichend  klein  sind,  können  nach  der 
getroffenen  Annahme  alle  in  (5)  Torkommeudeu  Functionswertbe 
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vowt.     dem  Functionswerthe  f{x„,y^)  nur  um  weniger  als  die  oben 

ei-^%i^^Mhnte  kleine  GrÜsse  l   abweichen,    und   da  alle  Diiferenzon 

I   m:M  c_l.      desbalb   aufb  deren   Prnducte   positiv    sind ,    so   wird   der 

i  W^  :B:*th  von    i5)    verkleinert    oder    vergnissert,  je  uacbdem  man 

je<i^^Ti  Funclionswerth   dureb  /X^o»,V.i)— ^  oder /"(a?«, y J  +  i  er- 

^B&'t.^K,^.    In    beiden    Fällen    erbält   der  siib^tituirtc  Ausdruck    sils 

»<^-t;or  die  Summe    aller   in  (5)  auftretenden  Produete  von  Dif- 

feir^^-M^zen;  dieselbe  ist  wegen  der  (Ueiehungen 


Jx. 


^^Vp-1     "^1      ^f 


"0,1  '    •  • 

C'b  dem  Prodiu-t  ix^—J-\^)  !//, — yf)  =  Jx^Jy^^.  Mitbin  liegt 
Werth  der  partiellen  doppelten  Snmme  (5)  für  alle  Werfcbc 
Zahlen  p  und  q  zwischen  den  beiden  GrHssen 

au  dieselbe  Betraetitnng  gilt  flir  jeden  anderen  8nnuiianden 
(3),  und  man  erhUlt  demnaeh  bei  dem  zweiten  Verfahren 
^^'^t^^  f{jc^fyj  Jx^^  Jy^  eine  partielle  doppelte  Summe,  die  zwi- 
■^^^  ^an  den  mit  demselben  A  gebildeten  Grössen 

^^  (/•(^„,  !/,y) -  ^)  -J^\.  / V  ifi^a,  V  +  ^)  ^^«  -f!f^ 

^^1  ^^^igen     ist.      Also    befindet    sich    der  Werth    der    ans    dem 

^^"^^  iten  Verfahren  hervorgebenden  totalen  Summe,  welche  gleich 

^*"^*^^  Aggregat  der  erwähnten  partiellen  Summen  ist,  zwischen  Kwei 

^^  ^»then,   die   man    aus  (3)  erliHlt,  indem  jeder  Functionswerth 

^^^^-«-^,  f/.l  das  erste  iMal  durch  den  Ausdruck /"i^*  ,«/.)  — A,   das 

^^feite  Mal  durch /"(a:^^,  j/^)+ /    ersetzt   wird.     Bei   der  Darstel- 

^^^  ^   dieser   beiden   Werthe  darf  man   in  (3)  zuerst  den  Ana- 

^^^  ^k  /"(a-^,  y^l   behalten,    dann   beziehungsweise    —  A  und  4- A 

^^  ^titnircn  und  die  betreffenden  Aggregate  nehmen.     Dadnrcli 

l,    ^^'  iebt  sieli  in  beiden  Flxllen    die  Öunmie  i'4)  selbst,  ferner  die 

^  **me   aller   in  C'i}  vorkommenden  Produete  von  Differenzen, 

f^ ^^  "^  ehe  vermöge  der  in  (0)  ausgedrückten  Thatsache  gleich  dem 

^^^^duct  der  Differenzen  (A — «j  [B^h)  ist,  im  ersten  Falle  mit  — A, 

^^        zweiten  Falle  mit  A  multiplicirt.    Ans  diesen   Gründen  hat 

^^   Snmme  (3)  unter  den  angegebenen  Bedingungen  die  Eigen- 

'^aft,   dass  der  Werth,    in  welchen  sie  sich    bei   stets   fortge- 

^^^'^^vter  Theilung  der  Intervalle  der  Varialieln  x  und  y  verwandelt, 

^^Xi   dem  ursprünglichen  Werth    um    eine  Grösse    diiferirt,    die 


BoppyJt«  Integrale. 


%. 


«wiscben  den  Werthen 

(9)  —k{Ä-a)(B—h},  +l(Ä-ay{B—h) 

enthfiltt3Ti  ißt.  Die  Griisse  Ä  wirf]  ttlr  hinreichend  kleine  Wcii^ 
der  Differenzen  (2)  beliebig  klein,  mithin  w«'{,'cn  der  feste« 
Orösae  der  Differenzen  A  —  a  und  B—h  auch  der  nomerischo 
Werth  in  (9),  und  deshalb  convcrgirt  die  Summe  (3)  ftir  be- 
ständig abnehmende  Differenzen  geg^en  einen  testen  Grenzwertli, 
wie  behau i)tef  worden. 

Alles  dasjenige,  was  in  §  42  über  die  doppelte  Anordnung 
von  Werthsy Sternen,  die  eine  zweitVudi  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit  ausmachen,  gesagt  ist,  findet  auf  die  Bildung  einer  dop- 
pelten Summe  und  insofern  auf  die  Summe  (3)  Anwoudung. 
Man  kann  entweder  zuerst  die  Summe  der  Glieder,  in  welchen 
die  zweite  Variable  einen  ungeiinderten  Werth  y^  hat.  und 
hierauf  die  Summe  dieser  Summen»  oder  zuerst  die  Summe  der 
Glieder,  in  welchen  die  erste  Variable  einen  ungeslnderten 
Werth  x^  bat,  uud  dann  die  Summe  dieser  Sunmien  nehmeu. 
Die  bei  dem  ersten  VeTfahreu  auftretende,  mit  dem  Factor  Jif^ 
nmltipHcirte  Summe 

ist  eine  solche,  die  nach  §  20  bei  beständig  abnehmeuden  Dif- 
ferenzen zu  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  der  Va- 
riable X 

,.\ 

(11)  Jdxfix^tffl) 

tt 

führt;  hier  behält  die  zweite  Variable  y  den  festen  Werth  j/^ 
welcher  von  der  nach  x  auszutTllhreTidcn  Integration  unabhängij: 
ist.  Da  nun  die  erforderliche  zweite  Sununation  entsteht,  indem 
der  Au(*druck  (KV)  mit  Jij^  multiplicirt  uud  hierauf  succe^sive 
/i^— n,  1,  2, . . .  w— 1  gesetzt  wird,  und  da  bewiesen  ist,  dws 
die  Summe  (3)  unter  den  erwähnten  Bedingungen  bei  beliebig 
abnehmenden  Difteren/.eu  stets  gegen  einen  bestimmten  Greüi- 
werth  eonvergirt,  so  darf  man  das  Integral  UI)  als  den  Greoi- 
werth  der  Summe  (10)  und  die  zu  leisteude  zweite  Summation 
als  eine  in  Bezug  auf  die  Variable  //  von  h  bis  B  auszufilhreodc 
Integration  von  (H*  auffassen,  wodureb  der  Greuzwerth  von {31 
als  das  doppelte  Integral 
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(12)  fdyfdxfi,x,y) 

i        ö 

erecheint.  Sobald  das  zweite  Verfahren  eingeKchlagen  wird, 
geht  die  für  einen  gewissen  Werth  x^  aufgestellte  Summe 

(13)  f{x„,  y,) z/y„  +  f(x^,  y,)  Jy,  +  ...+  f{x„,  y^_,)  Jy^^, 

in  das  nach  der  Variable  y  von  b  bis  B  zu  nehmende  Integral 

(14)  fdyfix^^y) 

i 
über,  und  der  Grenz  werth  von  (3)  wird  in  gleicher  Weise  durch 
das  doppelte  Integral 

(15)  fdx/dyfix,  y) 
«        b 

dargestellt.  In  (12)  ist  die  Function  fix^y)  der  beiden  Variabein 
x  und  y  innerhalb  der  fllr  dieselben  vorgeschriebenen  Grenzen 
zuerst  nach  x,  dann  nach  y,  in  (13)  zuerst  nach  y,  dann  nachrr 
integrirt.  Die  beiden  Integrale  sind  aber  als  Ausdrücke  des- 
selben Grenzwerthes  einander  gleich,  und  damit  ist  der  Satz 
begründet,  dass  unter  den  genannten  Voraussetmtngen  der  Werth 
eines  doppelten  Integrals  bei  Vertauschung  der  Ordnung  der  Inte- 
grationen ungeändert  bleibt. 

Ausser  den  Darstellungsweisen,  bei  denen  jeder  Variable 
die  betreffenden  Integrationsgrenzen  vorgeschrieben  werden, 
braucht  man  auch  die  Ausdrücke 

(16)  fjdxdyf{x,y\     ffdydxf{x,y\ 

welche  sich  genau  an  die  Gestalt  der  doppelten  Summe  (3)  an- 
schliessen,  und  bezeichnet  das  Gebiet  der  Variabein  x  und  y, 
auf  das  sich  die  doppelte  Integration  erstrecken  soll,  durch  die 
zagehörigen  Ungleichheiten,  die  in  dem  gegenwärtigen  Falle 
in  (1)  angegeben  sind.  Hierbei  wird  das  Product  von  je  zwei 
in  (3)  vorkommenden  jmsitiven  Differenzen  Jx^  Jy^  durch  das 
Produet  von  den  positiven  Diferentialen  dxdy  angedeutet,  und 
dieses  letztere  Product  das  Element  des  doppelten  Integrals 
genannt. 

Die  Ungleichheiten  (1)  sind  so  deünirt,  dass  bei  der  Be- 
stimmung des  Gebiets  der  Variabein  die  betreffenden  Gleichnn- 
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gen  ebenfalls  Geltung  haben.  Weil  nun  den  Oleichungen  die 
Begrenzung  des  Oehiete^  entsiirioht.  so  folgt  daraas,  dasg  die 
Werth!?ystemü,  welche  der  Begrenzung  selbst  angehören,  auch 
noch  zu  dein  Gehiete  gerechnet  werden.  Fragt  man  nach  den 
zu  der  Begrenzung  geliörenden  Werth Systemen ,  die  in  der 
Summe  (H)  vorkommen,  so  sind  es  diejenigen,  in  denen  x^x,, 
oder  y^Pi,  ist,  und  die  dort  in  der  ersten  Horizontalreihe  und 
der  ersten  Vertikalreihe  erscheinen;  dagegen  treten  Werthsysteme, 
in  welchen  x^Ä  oder  ff=B  ist,  gar  nicht  auf,  würden  sich 
aber  ergeben,  wenn  man  jede  Horizontalreihe  nach  rechts,  and 
dann  jede  Vertikalreihe  nach  unten  um  einen  Schritt  weiter  führte. 
Nun  besteht  eine  wesentliche  Eigeuychalt  der  Summe  (3)  darin, 
dass  der  Grenzwe-rth,  welchem  sie  sich  nähert,  derselbe  bleibt, 
sowohl  wenn  die  Glieder  fortgelassen  werden,  bei  denen  die 
Functions werthe  zu  Wertbsystemen  der  Begrenzung  gehören, 
wie  auch  wenn  die  bezeichneten  Glieder  hinzukommen,  deren 
Functionswerthe  der  Begrenzung  angehören  würden.  Denn  die 
im  ersten  Falle  tortzulassenden  Glieder  setzen  sieh  aus  der 
Summe  der  ersten  Horixontiilreihe  und  der  um  das  erste  Glied 
verkleinerten  Summe  der  ersten  Vertikal  reihe 

die  im  zweiten  Falle  hinzuzufttgenden  Glieder  aus  den  enlr 
sprechenden  Summen 

1/(^0»  y«)  ^^0  4/« + /"(^i » vj  ^^i  4y. + - + fi^,-v  Pm)  -^^t. .  ^y« 

zusammen.  Die  erste  Summe  in  (17)  ist  gleich  dem  Product 
der  Diiferenz  _/^„  und  der  für  den  Zeiger  |:?=0  gebildeten 
obigen  Summe  (10);  weil  der  Werth  von  (10)  stets  inner- 
halb endlicher  Grössen  bleibt,  die  Diiferenz  J^^  aber  beliebig 
klein  wird,  so  hat  auch  das  Prodnct  einen  beliebig  kleinen 
Werth.  Dieselbe  Ueberlegung  gilt  für  die  zweite  Summe  in 
(17)  wegen  des  abnehmenden  Werthes  Jx^^  ebenso  für  die 
erste  und  zweite  Summe  in  (18)  vermöge  der  Voraussetznn^, 
das«  die  neu  binzugeftigten  Difl^'erenzen  Jx^  und  Jx^  auch 
beliebig  klein  seien.  Mithin  liefern  sowohl  die  in  (17)  wie 
auch   die  in  (18)  zusammengestellten  Summen   zu  dem  Wertbe 
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^^-r  Summe  (3)  uiir  Beiträge  von  beliebig  kleinem  Werth,  und 
de^i^lialb  oonvergirt  die  Summe  (3)  immer  gegen  denselben 
0«r«3xizwerth,  mögen  bei  der  Definition  die  Summen  (17)  weg- 
gre^Xüommcn  oder  die  Summen  (18)  binzugcfttgt  werden. 

Die  Bedeutung   des  gefondenen  Resultats  macht   sich   be- 

soxiiciers  geltend,  sobald  eine  mit  (3)  gleichartige  Summe  unter 

cle^T-      Voraussetzung  gebildet  wird»   dass  die  zugehfirige  Mannig- 

[  fa.1 1: 1  ^keit  K  der   Variabelu  x  nnd  y   auf  eine  beliebige  Weise 

I  ^^^x"cnzt  sei.     Nach  den  Ausführungen  des  §  51  wird  zu  diesem 

JZ^^'v-^tcik  mit  Hülle  einer  Folge  von  Functionen  der  unabhängigen 

^^"ri^beln  eine  bestimmte  Folge  von  Ungleichheiten  autgestellt. 

1^*^  *  «~  denken  uns  eine  solche  Bestimmung  gegeben,  bei  der  Jede 
^^^■"iable  innerhalb  endlicher  Grössen  bleibt,  nehmen  in  dem  Ge- 
"^^■t^i  K  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Werth- 
*^^"t^raen  (^„,f/^i)  ^n»  "öd  bilden  ftlr  diese  die  Summe 

*-*       <3ie  Differenzen    ix^  und  Jtj^  mittelst  der  Gleichungen 

.^^*:Äirt   sind.    Die  Bezeichnung   der  Wertlisysteme    durch  die 

^  t laufenden  Zeiger  «  und  ß  wird  der  Bedingung  unterworfen, 

^•^^    die  Differenzen  Jx^^  nnd  Jtj^  stet«  positiv  ausfallen,  dass 


^^.1 


»c:* 


ftlr  denselben   Werth  voo   y  dem  Wachsen  des  Zeigers  « 

^*^      Sunehmen  von  x^  für  denselben  Werth  von  x  dem  Wachsen 

ei^       Zeigers  ß  ein  Wachsen  von  y  entspricht.     Bei  der  Auswahl 

~        W«rthsysteme    (a;«,//^    kann    mau  diejenigen,    welche    der 

^&"tenzung  des   Gebietes    K  angehören,    entweder  ganz   aus- 


I 


I 


.-^  ^liesseu    oder  ganz  einschlies-senj   oder    nach   einer  gewissen  ^| 

^^"^1    einen  Theil    behalten.      Für    den    Nachweis,    dass    die 

^tfczkuae  (19)  bei   beständig  abnehmenden  Differenzen  Jx^  und 

^ g>»   gögen   einen    festen    Grenzwerth    couvergirt,    crgiebt  sich 

^^   ^^chst    durch    ähnliche    Betrachtungen ,    wie    sie    tlber    die 

**»me  (3)   angestellt   sind,    dass  die   Bestandtheile    von  (19), 

,  ^^"-^he  bei  der  einen   Definition  fortgelasseoj   bei  der  anderen 

*^^\igefligt   werden,   einen   verschwindend   kleinen  Beitrag   zu 

^**»    Grenzwerthe   dea  Ganzen   liefern.     Was    ferner   die    Ver- 


MO 
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änderung  der  Summe  (19)  hetriift,  wek-.he  durch  Anwendung 
einer  wacliHendon  Zahl  von  Werthsystemen  (x,y)  mit  beständig 
ahncbrntinden  Differen/Avii  hervorgerufen  wird,  so  lassen  yich 
unter  der  Vorau^setKUiig,  dasB  die  Function  f'(x,  y)  in  deui 
Gebiete  K  eindeutig;,  endlit-h  und  auf  die  oben  hervorgehobeue 
Weise  stetig  »ei,  die  vorhin  mit^erijeilten  Betrachtungen  mit 
geeigneten  Modiiicationen  wiederholen.  Weil  die  Bej;renzung 
des  Gebietes  K  so  migenoninien  ist,  daSH  x  «ud  y  stets  endlicli 
bleiben,  so  existiren  für  x  zwei  Werthe  a  und  A,  tllr  y  zwei 
Werthe  h  und  B  von  der  BeschatTenheit,  dass  in  allen  vor- 
kommenden Werthsysteraen  a-^x<:A,h<iy<zB  ist.  Weno 
dann  wieder  der  absolute  Werth  der  Differenz /"(o; 4- _/x,  y+^) 
—  f(Xyy)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  Jx  und  Jy  bei 
jedem  Werthsystem  {x^y}  unter  dieselbe  beliebig  kleine  Grfispei 
herabsinkt,  so  zeigt  sich,  dass  der  Unterschied  zwischen  dem 
Werthe  der  Snmnie  (IP)  und  einem  durch  beständige  Abnahme 
der  DifTeTenxen  hervorgebrachten  Werthe  derselben  numerisch 
kleiner  als  die  Grtl&se  l{Ä  —  a){B  —  b),  und  deshalb  för  ein 
beliebig  kleines  l  seihst  beliebig  klein  wird.  Demnach  con- 
vergirt  die  Summe  (19)  gegen  einen  festen  Grenzwerth.  Auch 
hier  ist  es  gestattet,  entweder  die  Sutnniation  nach  Jx^  voraa- 
gehen,  und  die  nacli  Jy^  folgen  zit  bissen,  oder  umgekeUrl 
zu  verfahren.  Im  ersten  Falle  iutegrirt  mau  zuerst  nach  i, 
dann  nach  y,  im  zweiten  nach  //,  dann  narli  x.  Je  nachdem 
das  eine  oder  andere  geschieht,  wird  der  in  Rede  stehende 
Grenzwerth  als  das  doppelte  Integral 

(21)  /dyfdxf{x,y) 

oder 


(22) 


I  dx  /  dyf{x,y) 


bezeichnet;  mithin  gilt  auch  hier  der  Satz,  dass  der  Werth 
betreffenden  doppelten  Integrals   von   der  Keihenfolge  der  l 
grationeu  uu abhängig  ist. 

Als  Beispiel  sei  das  Gebiet  A'  durch  die  mit  einer 
liebigen  positiven  Constante  U  gebildete  Ungleichheit 
(23)  a:*+;/»<7i* 

bestimmt.  Diinn  können  sowohl  x  wie  y  nur  Werthe  annehi 
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'nyelche  zwischen  den  Grössen  —  R  und  +  R  enthalten  sind. 
IBei  einem  in  diesem  Bereich  beliebig  aber  fest  gewählten  y 
innss 

(24)  x'^R^'-y* 

sein,  so  dass  sich  die  Variable  x  algebraisch  zunehmend  von 
dem  negativen  kleinsten  Werthe  —  }^R*  —  y*  bis  zu  dem  posi- 
tiTen  grösten  Werthe  +  y'iJ*  —  y'  erstreckt.  Man  hat  daher 
in  (21)  die  auf  x  bezügliche  Integration  von  —^R^—y* 
bis  +  i  R* — y*,  hiemach  die  auf  y  bezügliche  Integration  von 
—  i2  bis  +  E  zu  nehmen.  In  gleicher  Weise  folgt  aus  (23)  fttr 
einen  beliebig  aber  fest  gewählten  Werth  von  x  die  Ungleichheit 

(25)  y*<R*-  x\ 

nach  welcher  die  Variable  y  von  dem  negativen  kleinsten 
Werthe  —  i  R*—x'^  bis  zu  dem  positiven  grösten  Werthe 
+  ^  R*—s^  auszudehnen  ist.  Deshalb  ist  in  (22)  die  Inte- 
gration nach  y  von  —^R*—x*  bis  +  ^~R*—x*,  alsdann  die 
Integration  nach  x  von  —  i2  bis  +  12  zu  erstrecken.  Man  er- 
hält also  gegenwärtig  durch  ZufUgen  der  Integrationsgrenzen 
statt  (21)  den  Ausdruck 

(26)  J  dyj  dxf{x,y), 
statt  (22)  den  Ausdruck 

(27)  J  dxj  dyfix,y). 

In  (26)  sind  die  Grenzen  der  nach  x  zu  nehmenden  Integration 
von  der  Grösse  y,  in  (27)  die  Grenzen  der  nach  y  auszuitihren- 
den  Integration  von  der  Grösse  x  abhängig,  während  die  Inte- 
grationsgrenzen in  (12)  und  (15)  reine  Constanten  sind.  Man  ge- 
braucht auch  die  Bezeichnung,  dass  in  (26)  und  (27)  die  Inte- 
graiionsgreneen  von  den  Integrationsvariahein  abhängig^  dagegen 
in  (12)  und  (15)  von  den  Integrationsvariahein  unabhängig  sind. 
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§  91.    Integrale,  die  fiber  einen  Thell  einer  Ebene 
ausgedehiit  werden. 

Wen»  (He  Variabelu  x  uihI  y  als  tlie  reclitwinkligen  Coor- 
(linatcn  eines  Puiikti's  einer  Ebene  gelten,  und  dem  entsprechend 
durch  das  gegebene  Ciebiet  K  ein  Theil  der  Ebene  bezeichnet 
wird,  so  geUiiren  die  Werthsysteme  (x^^j  y  j,  welche  in  der  Summe 
(3)  uud  (19)  des  vorigen  §  vorkommen,  zu  Punkten,  die  in  dem 
bctreffeodcn  Theile  der  Ebene  liegen  und  nach  Reihen  vod 
geraden  Linien  geordnet  sind,  welche  beziehungsweise  der 
X  Axe  und  y  Axe  parallel  laufen.  Durch  die  positive  Differenz 
Jx^  wird  der  Abstand  von  den  auf  einer  Parallele  zur  xAxc 
befindlichen  Punkten  (x^^^  y^  und  {x^,  y^),  durch  die  positive 
Differenz  Jy^  der  Abstand  von  den  auf  einer  Parallele  zur 
t/Axe  befindlichen  Punkten  (^„,^^^)  und  (a;„,  y^y+i)  gemessen, 
mithin  ist  dan  Product  >Ji'^^  Jy^  das  Mass  des  Flächen  Inhalts 
des  Rechtecks,  dessen  vier  Ecken  respective  die  Coordiuaten 

(«a»y^+«).(«a+j.y^+i) 
haben.  Nachdem  also  der  mit  K  zu  bezeichnende  Theil  der 
Ebene  durch  Reihen  von  geraden  Linien,  die  den  beiden  Axcn 
parallel  sind,  in  lauter  Rechtecke  getheilt,  und  der  Flächen- 
inhalt jedes  Rechtecks  mit  dem  zu  einer  bestimmten  Ecke 
gehfirenden  Functiouswerth  /'(^„,yJ  multiplicirt  ist,  wird  die 
Summe  der  erhaltenen  Producte  gleich  der  zu  bildenden  Summe, 
uud  der  Grenz wertli  derselben  detiuirt  das  über  den  Theil  Ä'  der 
Ebene  auszudehnende  Integra) 


C2) 


/ /  dxdyf{Xyif). 


Bei  dieser  Auffassung  heisst  das  Product  der  positiven  Differen- 
tiale d  X  dy  das  Eletnent  der  betreffenden  Ebene.  Integrale  mit 
nnabhängigeu  Grenzen  wie  (12)  und  (L5)  des  vorigen  §  beziehen 
sich  auf  einen  Theil  der  Ebene,  der  ein  Rechteck  mit  den 
Seiten   A  —  a  und  B — h  ist. 

Setzt  man  in  (2)   die  Function  fix^y)  gleich  der  Einheit, 
80   drückt    das  Integral    den    Grenzwerth   der  Summe   aller  in 


J 
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dem  Theile  K  der  Ebene  enthaltenen  Rechtecke  oder  den 
FlächeninhaU  des  Thcilcs  K  mm.  Es  darf  nun  nach  dem 
vorigen  §  die  Integration  entweder  mit  der  einen  oder  der 
anderen  Variable  beginnen.  Hei  der  fllr  ein  ntihestinjmtea 
aber  festes  y  nach  x  auszufllbrenden  Integration,  wo  stets 
von  den  algebrai&eh  kleineren  zu  den  algehraisüh  grosseren 
Werthen  von  x  fortgcsehritten  wird,  liefert  das  Differential  äx 
als  unbestimmtes  Integral  die  Function  x.  Hier  sind  dem- 
nach die  Grenzen  veimöge  der  in  §  24  entwickelten  Grund- 
sätze in  der  Weise  einzuführen,  daen,  wenn  eine  ftir  den 
angenommenen  VVerth  y  im  Sinne  der  wachsenden  x  ge- 
zogene Parallele  zur  x  Axe  fllr  x  ^  a;'"*  in  den  Theil  K  der 
Ebene  ein-  und  für  x=x^^''  austritt,  die  Differenz  x-^''— x'"^  ge- 
nommen wird;  falls  die  genannte  Parallele  zur  j'.- Axe  in  den 
Theil  K  ein  zweites  Mal  fUr  x=x^^^  ein-  und  hierauf  für 
z^^J'^^  austritt,  ho  kommt  noch  eine  zweite  Differenz  a^^^ — jp^ 
hinzu,  und  auf  dieselbe  Weise  ist  nötbigenfalls  fortzufahren, 
bis  man  zu  der  letzten  Austrittstelle  der  Parallele  aus  K  ge- 
langt ist.  So  entsteht  fUr  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
der  Ausdruck  als  einfaches  Integral 

Wenn  man  dagegen  für  ein  unbestimmtes  aber  festes  x  nach  y 
iiitegrirt,  wobei  ebenfalls  stets  voo  den  algebraisch  kleineren 
Zu  den  algebraisch  grösseren  Werthen  von  y  fortgeschritten 
wird,  so  folgt  aus  der  Integration  des  Differentials  dy  die 
t^unction  y.  Es  mögen  jetzt  bei  einer  für  den  gewählten  Werth 
Von  X  im  Sinne  der  wachsenden  y  gezogene  Parallele  zur  y  Axe 
<iie  Eintritts-  und  Austrittsstellen  in  das  Gebiet  A'  der  Reihe 
tiacb  zu  den  Werthen  ^=y^*'*j  y^'\  y^'\  ^*^',...  gehören.  Daun  hat 
iman  ebenso  wie  vorhin  die  Differenzen  /''  — y*^\  y^*^ — y^^\.-. 
zu  nehmen,  und  erhält  für  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
den  zweiten  Ausdruck 

I  XJm  ein  Beispiel  eines  Gebietes  in  der  Ebene  zu  bekommen, 
I  bei  welchem  eine  Parallele  zu  einer  der  Coordinatenaxcn  meh- 
I  rere  Male  ein-  und  austritt,  kann  man  das  Innere  eines  Kreises 


/(-/'  +  /"-;/"+/"t..-)'J^- 


U4 
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nehmen,  aus   dem  ein  Kreis   oder   mehrere  Kreise  ausgescUie* 
den  sind. 

Für  ein  HtUck  der  Ebene,  welciies  durch  eine  auf  der 
positiveu  Seite  der  x  Axe  betindüche  Curve,  durch  die  x  Aie 
selbst  und  durch  zwei  PaTallelen  xur  y  Axe  begrenzt  ist,  die 
den  Werthen  x=r  und  a=.v  entsprechen,  ergiebt  sich  bei  einer 
zu  einem  beliebigen  .t  gehijrendeu  Parallele  zur  y  Axe  der  erste 
Einträttswerth  y'"'  =  <i  und  der  einzige  Austrittswerth  y^^\  der 
ala  Function  von  x  mit  i/^\a:)  bezeichnet  werden  möge.  Es  geht 
daher,  falls  r<zs  ist,  der  Aus^druck  (4)  in  das  Integral 


(5) 


ff/\x)dx 


über,  darch  welches  das  bezeichnete  ebene  Flächeusttlck  nach 
§  21  gemessen  wird.  Man  sieht^  wie  sich  der  Ausdruck  [A) 
durch  Addition  und  KSubtraction  aus  Bestandtheilen  von  der  Be- 
schaffenheit des  Integrals  (5)  zusammengcsety.t,  und  erkennt 
leicht,  dass  der  Ausdruck  (3)  eine  gleiche  Betrachtung  erlaubt, 
bei  welcher  nur  die  Bedeutung  der  Coordinaten  x  und  <y  um- 
zutauschen ist. 

Man  kann  die  xu  den  Summen  (3)  und  (19)  des  vorigen  § 
gebrauchten  Werthsysteme  (x^^,  y  J  der  Bedingung  unterwerfen, 
ganze  Vielfache  des  mit  einer  gewissen  ganzen  Zahl  31  gebil- 
deten Bruches  ^^r  zu  sein,  wie  auch  in  §  42  geschehen  ist.  Bei 
diesem  Verfahren  werden  die  sämmtlicheu  Differenzen  Jx^  und 
Jy^  gleich  —  j  das  Product  Jx^^  Jy^  gleich  -^ »  und  es  er- 
folgt die  Verkleinerung  aller  Differenzen  dadurch,  dass  man 
die  Zahl  M  über  jedes  Mass  wachsen  lässt.  Ein  eigenthüui- 
liches  Interesse  gewährt  die  Betrachtung  einer  solchen  über  ein 
Gebiet  K  ausgedehnten  Summe,  in  welcher  die  Function  /"(jr.y) 
gleich  der  Einheit  genommen   ist.    Da  alle  Producte  Jx^Jy^ 

denselben  Werth     _ ,    haben,  so  ist  der  Werth  der  Summe  gleich 

dem  Product  aus  der  Anzahl  Z  der  vorhandenen  Summandeu 
1 


mit  dem  Werthe 


M* 


So  gelangt  man  zu  dem  Ergebniss,  cla"." 
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Für   eine  ohne  Ende   wachsende  Zahl  M  der   Grenzwerth   des 


7 

Quotienten  -^rj-  durch  das  über  das  Gebiet  K  ausgedehnte  In- 


tegral I  fax  dy  dargestellt  werde,  oder  dass 

C6)  '  fßxäy^Xi,..^ 

sei.  Unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  wird  der 
Eugehörige  Theil  K  der  betrachteten  Ebene  durch  Systeme 
von  Parallelen,  die  zu  den  beiden  Axen  gezogen  sind,  in 
lauter  Quadrate   getheilt^    deren   Ecken   die   gewählten  Punkte 

bezeichnen,  jedes  Quadrat  hat  den  Flächeninhalt   ^^.^  i  die  Zahl 

Ja. 

Z  giebt  an,  wie  viel  Punkte  sich  innerhalb  des  Gebietes  K  be- 
finden, und  die  Gleichung  (6)  drückt  den  Satz  aus,  dass  der 
Flächeninhalt  des  Gebietes  K  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quo- 
tienten ist,  dessen  Zähler  die  Anzahl  Z  der  in  K  vorhandenen 
Punkte  und  dessen  Nenner  das  Quadrat  der  wachsenden  Zahl  M 
ist.  Wenn  man  die  Forderung,  dass  x^  und  y^  rationale  Brüche 
von  demselben  ganzzahligen  Nenner  M  sein  sollen,  auch  für 
den  Fall  festhält,  dass  das  Gebiet  K  durch  die  Ungleichheiten 
(1)  des  vorigen  § 

(7)  a<.x<A,    l<y<B 

bestimmt  wird«  so  macht  sich  auch  bei  dieser  so  einfachen 
Begrenzung  noch  ein  wesentlicher  Unterschied  geltend.  Es 
kommt  alsdann  darauf  an,  ob  die  beiden  Differenzen  A  —  a 
und  B~h  rationale  Grössen  sind  oder  nicht,  und  im  letz- 
teren   Falle    treten    bei    dem   Nachweise ,    dass    das   Integral 

/ /dx  dy  gleich  dem  Product  (-4— a)  {B—h)  ist,  oder  dass  der 

riftcheninhalt  eines  Rechtecks  durch  das  Product  der  Längen 
zweier  zusammenstossender  Seiten  gemessen  wird,  dieselben 
Schwierigkeiten  auf,  die  in  I,  Abschnitt  I,  Capitel  III  bei  der 
Begiündung  der  Rechnung  mit  rationalen  und  irrationalen 
Orössen  zu  erledigen  waren. 
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(46  Geometrische  Transformation.  §  92. 

§  92.    O«ometrli0he  Tranaform&tlon  elnei  doppelten 
Integral«. 

Der  in  §  90  gelieferte  Nachweis,  dass  die  dortige  Snuime 
(19)  gegen  einen  festen  Grenzwertli  cotivergirt,  lässt  sich  geo- 
metriseb  dahin  zusammen  fassen,  dass,  wenn  die  Snmmc  für  eine 
erste  hinreichend  feine  durch  Parallelen  zu  der  x  und  y  Axe 
hervorgebrachte  Theilung  des  Gebietes  Ä'gehildet  ist,  und  später 
für  eine  zweite  durch  ebensolche  Parallelen  ausgeführte  noch 
feinere  Theilung  von  K  gebildet  wird,  das  zweite  Resultat 
von  dem  ersten  um  beliehig  wenig  abweicht.  Wie  hier  die 
Theilung  der  Ebene  durch  die  beiden  Systeme  von  gegen  einander 
rechtwinkligen  geraden  Linien  geschieht,  so  kann  die  Ebene 
durch  irgend  zwei  andere  Systeme  von  Linien  gctheilt  werden, 
welche  die  Beschaffenheit  haben,  dass  jede  Linie  des  einen 
von  jeder  Linie  des  anderen  Systems  in  einem  bestimmten 
Punkte  geschnitten,  und  der  Ort  jedes  Punktes  durch  die  Kennt- 
niss  der  beiden  betreifeuden  Linien  bestimmt  wird.  In  §  60 
ist  von  der  Verwandlung  des  ursprünglichen  rechtwinkligen 
Coordinatensystenis  in  ein  anderes  rechtwinkliges  gesprochen 
und  auf  I,  §  80  verwiesen.  Der  letztgenannte  §  zeigt  aber  auch, 
dasö,  wenn  die  rechtwinkligen  Courdinaten  x,  y  eines  Punktes 
der  Ebene  durch  zwei  neue  Variable  x\  tf'  mit  Hülfe  von  vier 
Constanten  w,  ß,  y,  d,  bei  denen  «tJ  —  ßy  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wertb  hat,  vermöge  der  Gleichungen  ersten  Grades 
(1)  x  =  ax'-{-ßi/ 

y^yx'  +  dy' 
ausgedrückt  werden,  den  const^iiiten  Werthen  von  t/'  ein  System 
von  parallelen  geraden  Linien,  den  constantcn  Werthen  von  j' 
ein  zweites  System  von  parallelen  geraden  Linien  entspricht, 
die  einander  unter  einem  beliebigen  Winkel  schneiden,  uod 
dass  durch  jedes  System  von  Werthen  x\  y'  ein  System  von 
Werthen  a:,  y  oder  ein  Punkt  der  Ebene  bestimmt  ist.  Des- 
gleichen folgt  aus  I,  §  42,  dass  ein  Punkt  der  Ebene  statt  durcb 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  .^,  y  durch  die  Länge  r  der  von 
dem  gewählten  Anfangspunkte  nach  dem  Punkte  gezogenen 
Linie,  die  raäxus  vecior  genannt  wird,  und  dem  innerhalb  eine« 
Kreises  genommenen  dort  detiuirten  Winkel  *i  bestimmt  werde» 


I 


^$9^  Geometrisch'?  Transformation. 

kann,  wobei  die  Gleichungen 

(2)  a:  =  r  cos  ^,  y  =  r  sin  ft 
gelten.  Hier  j^ehitren  zu  den  festen  Wertlieu  van  h  uiibc- 
gren/.te  ^rerade  Linien,  die  von  dem  Anran;i;s|uirikt  oder  Pol 
nach  einer  liiebtnn^  gehen,  äu  den  festen  Werthen  von  r  um  den 
Anfangspunkt  mit  dem  Itadiiis  r  l^eschriebene  Kreislinien.  Ebenso 
kann  man  die  rechtwinkligen  Oonrdinaten  x  und  //  in  allgemeiner 
Weise  von  zwei  neuen  Variabein  B  und  i,  abhängig  machen 
und  den  Ort  (x,  y)  vermöge  der  Grössen  f  and  ij  bestimmen, 
welehe  dann  atteb  als  Coordinaten  des  Punktes  betraebtet  werden; 
hierbei  eoirespondiren  den  versehiedeiien  festen  Wcrtlien  von  f] 
die  verschiedenen  Curven  eines  Systems ,  den  verschiedenen 
festen  Werthen  von  £  die  verschiedenen  Curven  eines  zweiten 
Systems. 

Bei  solchen  Systemen  von  Linien  erfolgt  die  Theilung  der 
Ebene  dadurch,  das»  man  jede  der  neuen  Variabein  um  eine 
Keihe  unf  einantlor  folgender  Ditferenzen  ändert  und  die  zu 
den  IfctretTenden  c«ui8tanten  Werthen  gehörigen  Curven  be- 
schreibt; dadurch  ent^iteht  ein  System  von  Vierecken,  deren 
jedes  von  vier  Curvenstticken  begrenzt  ist  Wird  ein  zweites 
System  von  kleinereu  Üifterenxen  genommen,  so  ergiebt  sich 
eine  Theilung  der  Ebene  in  ein  System  V(m  kieiueren  Vierecken, 
bei  welchen  die  zu  jedem  einzelnen  gehörenden  Curvensttlcke 
beliebig  wenig  von  geraden  Linien  abweichen  und  als  solche 
betrachtet  werden  dürfen.  Die  Umformung  eines  gegebenen 
Fläehenintegrals  beruht  auf  der  Aufgabe,  den  Flächeninhalt  eines 
solchen  Elenientarvierecks  zu  messen. 

Wir  gehen  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  welcher  durch 
die  Werthe  5  und  /;  der  neuen  Variabein  bestimmt  ist  und  [^,  ?;] 
genannt  werden  mag,  lassen  f  um  das  positive  Diiferential  d^, 
17  um  das  pcfsitive  Ditferential  rf»;  wachsen,  und  untersuchen 
den  Flächeninhalt  des  Vierecks,  dessen  Endpunkte  die  Bereich- 
nongen 

(3)  [f.  »;1.     U^-4>rf^^^],     [^,»?  +  rfr,],     [|-f^|,»?  +  rfr,l 
haben.     Aus  den  Gleichungen,  durch  welehe  x  und  _?/  als  Func- 
tionen von  f  und  t,  gegeben  sind,   folgen  die  Incremente  vcm  x 
nndy,  welche  der  Zunahme  von  ^  um  d^  und  i;  um  di]  entspre- 
chen, als  die  vollstiindigen  Differentiale 
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P 


W 


\ä.=^;,äs. 


dx 


drj 


dt 


öl   "^^  ^    Bf} 

und  geben  somit  die  relativen  reehtwinkligeu  Coordinaten  des 
Punktes  (>r  +  rfj:,  if  +  dy)  in  Bezug  auf  den  Punkt  (jt,  t/)  an. 
Mau  erhält  daber  die  bezüglichen  Wertho  ttir  die  auf  einander 
f<dgendcn  in  (8)  bezeichneten  Punkte,  indem  man  in  den  Aus- 
drücken (4)  respective  df=0,  dt,  =  0;  d^=di,  dr/^O;  rf|=0, 
drj  =  dt/;  d^  =  d^,  dt^  =  dij  setzt.  Die  Gleichungen  (4)  haben, 
für  die  obij^en  Gleichungen  (1)  gebildet,  die  Gestalt 
(5)  da:  =  (tdx'+  ßd>f' 

dy^ydx'-hddy', 
welche  mit  der  Gestalt  von  (1)  Übereinstimmt.  Hiernach  lässt 
sich  alles  dasjenige,  was  in  I,  §  80  in  Betreff  der  Gleichungen 
(1)  auseinander  gesetzt  ist,  auf  die  Gleichungen  (4)  llhertragen, 
sobald  man  die  Differentiale  der  Variabeln  als  veränderlich, 
die  fllr  das  einzelne  Werthsystem  p;ehildeten  partiellen  Diffe- 
rentiahjuotienten  als  fest  ansieht,  und  es  ergiebt  sieh  unmittel- 
bar, dass  das  in  Rede  stehende  Elemcntarviereck  als  ein  Ele- 
mentarparallelograrani  aufzufassen  ist.  Durch  geometrische  Be- 
trachtungen von  der  Art  der  in  I,  §  80  angestellten  tindet  man 
den  Flächeninhalt  dee  Elementarparallelogramms  gleich  dem 
Produet,  das  aus  der  Multiplication  des  absoluten  Werlhes  der 
von  Null  verschiedenen  Determinante 

^^  Bh    Btl        B7{    Bl 

in  das  Prodni-t  der  positiven  Differentiale  d^  dr^  hervorj 
Zugleich  wird  erkannt,  dass  das  Vorzeichen  von  (6)  positiv 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  das  von  dem  Punkte  (x,  y)  aiii> 
gehende  Linienelement,  illr  welches  d^:>(i,  (?f;^0  ist,  zu  dem 
von  {a:^  tj)  ausgebenden  Linieneleraent,  für  welches  rf |=^  0,  <f  r^>0 
ist,  eine  gleiche  oder  entgegengesetzte  Lage  wie  diejenige  eia- 
nimmtf  welche  die  positive  x  Axe  zu  der  positiven  y  Axe  bat 
Bei  dem  obigen  Beispiel  (2)  treten  an  die  Stelle  von  (4)  die 
Gleichungen 

(7)  dx  —  cos  ßdr  —  r  sin  ö  de 

dy  ^  sin  tfdr  +  r  cosrt  dH^ 


I 


§  92.  Geometrische  Transformation.  M9 

80  dass 

(8)     i''--%-  1^  4^=rco8«co8«  +  r8in«8in0  =  r 

vT      oH  an     OT 

wird.  Die  betrcfTende  Determinante  ist  also  wegen  der  posi- 
tiren  Beschaffenheit  von  r  immer  positiv,  und  zeigt  dadurch 
an,  dass  für  jedes  zu  den  betreffenden  Polarcoordinaten  gehö- 
rende Elementarparallelogramm  die  Richtung  dr>"0,  dö  =  0 
zu  der  Richtung  dr  =  0,  dBz>Q  ebenso  liegt  wie  die  positive 
X  Axe  zu  der  positiven  y  Axe. 

Nachdem  der  Inhalt  des  einzelnen  Elementarparallelogramms 
bestimmt  ist,  erhält  man  den  Inhalt  eines  gewissen  Theils  der 
Ebene  durch  Summation  der  zugeh{)rigen  Elementarparallelo- 
gramme  und  Uebergehen  zur  Grenze.  Bei  den  rechtwinkligen 
Goordinaten  wurde  das  Elemeutar{)arallelogramm  durch  das  Pro- 
dnct  der  positiven  Differentiale  dx  dy  gemessen,  bei  den  belie- 
bigen Goordinaten  ^,  ij  fand  sich  der  Ausdruck 
( Ox    dy        dx    cly\,^, 

in  welchem  das  Zeichen  £  =  ±  1  so  gewählt  werden  muss,  dass 
das  Resultat  positiv  wird.*  Mithin  entsteht  fUr  den  Flächeninhalt 
eines  gegebenen  Theiles  der  Ebene  der  doppelte  Ausdruck 

Ist  der  Theil  der  Ebene  wieder  ein  Rechteck,  welches 
durch  die  Ungleichheiten  (1)  des  §  90  ausgedrückt  wird,  so 
bekommt  die  linke  Seite  von  (9)  den  Werth  (Ä  —  a)  {B—h) 
und  man  erhält  die  Gleichung 

(10)      (^-<.)(i^-*)=//'<|fg-|||)<'l^.. 

Um  nun  die  Summe  (19)  in  §  90  umzuformen,  welche  zu  der 
Definition  des  doppelten  Integrals  (21)  gedient  hat,  kann  man 
für  ein  beliebiges  Werthsystem  x=a,  y=b  des  dortigen  Gebietes 
iC  die  positiven  Differenzen  ^x=^  —  a,  Jy  =  B—h  einfuhren, 
und  erhält  das  betreffende  allgemeine  Glied,  indem  man  die  linke 
Seite  von  (10)  mit  dem  Functionalwerth  f{a,h)  multiplicirt. 
Weil  aber  die  Differenzen  ^  —  a  und  B — h  so  klein  genommen 
werden,  dass  innerhalb  des  Bereiches 
(11)  o^^<-^,    ^^tf^B 
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§M- 


_-r» 


mung  leicht  bewerkstelligen.  Die  Funetion  e~^  ""  wird  zu  der 
Function  e~^  von  r  allein,  so  dass  dem  Gebiete  (20)  mit  Rück- 
sicht auf*  (15)  das  Integral 

(21)  /    /rdrdfte 

0         0 

entspricht.  Die  Integration  nach  r  liefert  die  Function     r— ä~'*. 

die  Integration  nach  H  die  Function  ^,  mithin  kommt  durch 
Einfllhniiis  der  Grenzen  das  Resultat 


1 

J 


(22) 


!(_,-«■+  1)2„. 


^ 


Bei  der  Annahme  des  Gebietes  (19)  entsteht  ein  ebenso  g^ehil- 
deter  Ausdruck^  in  welchem  statt  M  die  Grösse  S  vorkommt. 
Man  hat  also  für  die  rechte  Seite  von  (18)  die  Ungleichheiten 

(23)        TT  { 1  -  c-"*)  <  /  e-'*dx  f  t-^'äy  <:  fi  ( 1  -  O. 

-A  -B 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grössen  B,  und  S  solchen  Bedin- 
gungen unterworfen,  dass,  wenn  A  und  jB  über  jedes  Mass  hin- 
aus wachsen,  sowohl  7?  als  S  ebenfalls  jede  gegebene  Grösse 
Überschreiten.  Dann  nähert  sich  e~**  und  e~^^  der  Null,  und 
beide  Grössen,  welche  in  (23)  den  Werth  des  Products  ein* 
schliessen,  convergiren  gegen  denselben  Werth  rr,  woraus  die 
Gleichung 


(24) 


f 


e~'  dx  I  e~*  dy^  TT 


i 


folgt.  Da  aber  die  beiden  Integrale  einander  gleich  sind,  und 
jedes  aus  lauter  positiven  Elementen  besteht,  mithin  einen  po- 
sitiven Werth  haben  niuss,  so  kommt  ffir  da^^  einzelne  Integral 
der  Werth 


(25) 


I  e''* dx  =)^i , 


bei  welchem  die  QuadratwurRel  positiv  zu  nehmen  ist.  In  §  7fi 
wurde  gezeigt,  dass  die  Function  '"(  n)  gleich  dem  vorliegen- 
den Integral  (25)  sei,  dessen  Werth  wir  so  eben  gefauden 
haben. 


§  92.  Unendlich  ausgedehntes  Gebiet  der  Integration.  551 

Bei  der  bisherigen  Betrachtung  der  doppelten  Integrale  ist 
stets  vorausgesetzt  worden,  dass  die  auftretenden  Variabein  in- 
nerhalb des  Gebietes  der  Integration  feste  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. Auch  liegt  es  nicht  in  unserer  Absicht,  allgemeine 
Bedingungen  aufzustellen,  unter  denen  ein  doppeltes  Integral 
über  ein  Gebiet  ausgedehnt  werden  darf,  in  welchem  die  Va- 
riabein unendlich  gross  werden.  Wir  wollen  jedoch  durch  die 
Ausführung  eines  Beispiels  andeuten,  wie  derartige  Fragen  zu 
behandeln  sind.  Mit  der  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen 
werde  die  Function  e~'*~^  gebildet  und  über  das  Gebiet 

(16)  -A<^x<zA,    —B<zy<:B 

integrirt,  wo  A  und  B  positive  Constanten  bedeuten.  Wegen 
der  Gleichung 

(17)  e-"-^  =  e-"  e-^ 

bezieht  sich  die  von  —A  bis  A  nach  x  zu  erstreckende  Inte- 
gration auf  den  Factor  e~'',  die  von  —  5  bis  B  nach  y  auszu- 
dehnende Integration  auf  den  Factor  e"**,  so  dass  das  gegebene 
doppelte  Integral  in  ein  Product  von  zwei  einfachen  Integralen 
zerfällt, 

(18)  fjdx  dy  6-"-^==  fe-"dx  fe'^  dy. 

-.1  -B 

Da  die  Function  c  "'*"**  stets  positiv  ist,  so  drückt  das  betref- 
fende Integral  den  Grenzwerth  einer  Summe  von  lauter  positiven 
Bestandtheilen  aus,  und  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  das  Inte- 
grationsgebiet vergrössert  wird,  auch  der  Werth  des  Integrals 
zunehmen  muss.  Nun  kann  man  aber  für  jedes  System  von 
positiven  Werthen  von  A  und  B  zwei  Grössen  B  und  8  so 
wählen,  dass  das  Gebiet  (16)  von  einem  Gebiete 

(19)  x*  +  y*<:  S* 
eingeschlossen  wird  und  ein  Gebiet 

(20)  x^  +  y*<z  R^ 

einschliesst;  es  braucht  nämlich  nur  S  grösser  als  ]^Ä*+B*t 
R  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Grössen  A  und  B  genom- 
men zu  werden.  Demnach  ist  der  Werth  von  (18)  zwischen 
den  Werthen  enthalten,  welche  dasselbe  Integral  respective  bei 
dem  Gebiete  (19)  und  (20)  annimmt.  Für  eine  solche  Ausdeh- 
nung lässt  sich   aber  die  Integration  nach  vollzogener  Umfor- 
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mung  leicht  bewerkstelligen.  Die  Function  e  "  "  wird  zu  der 
Fnnction  e"**  von  r  allein,  so  dass  dem  Gebiete  (20 1  rait  Räck- 
sieht  auf  (15)  dag  Integral 


(21) 


./  M 


dfie 


.-«■» 


ck-      I 

■-'■  1 


entspricht.  Die  Inte^atiou  nach  r  liefert  die  Function      —  ä 

die  Integration    nach  H   die  Function  H,    mithin    kommt    dtirub 
Einfllliruiiff  der  Grenzen  das  Resultat 


(22) 


1 


i  (_,-«• +1)2^. 


Bei  der  Annahme  des  Gebietes  (19)  entsteht  ein  ebenso  gebil- 
deter Ausdruck,  in  welchem  statt  i?  die  Grösse  S  vorkommt 
Mau  hat  also  für  die  rechte  Seite  von  (18)  die  Ungleichheiten 

(23)        TT  (1  - e-^^)  <:  /  e~"dx  f  e'^^dy  <:«(!-  e^^). 

-A  -B 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grossen  B  und  S  solchen  Bedin- 
gungen unterworfen,  dass,  neun  Ä  und  B  über  jedes  Mass  bin- 
aas  wachsen,  sowohl  7?  als  S  ebenfalls  jede  gegebene  Grösse 
äberschreitcD.  Dann  nähert  sich  e~  und  e~  der  Null,  und 
beide  Grössenj  welche  in  (23)  den  Werth  des  Products  ein- 
schli  essen,  convergiren  gegen  denselben  Werth  tt^  woraus  die 
Gleichnng 


(24) 


f  e~*' dx  j  e~**  dtf  =  n 


* 


folgt.  Da  aber  die  beiden  Integrale  einander  gleich  sind,  and 
jedes  ans  lauter  positiven  Elementen  besteht,  mithin  einen  po- 
sitiven Werth  haben  niiiss,  so  komntt  für  das  einzelne  Iniegral 
der  Werth 


(26) 


^  e~''dx^\^. 


bei  welchem  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  In  §  76 

1 


wurde  gezeigt,  dass  die  Function  ^  (  „)  gleich  dem  vorliegen- 
den Integral  (2^)  sei,  dessen  Werth  wir  so  eben  gefuudeii 
haben. 


Oberflichenintegrale. 


§  93.    Integrate«  die  •icb  auf  eluon  Thell  olner  krummen 
Oberfläche  bexiehen. 

Wie  ein  gegebener  Tlieil  einer  Ebene  nach  einem  gewähl- 
ten Princip  in  immer  kleinere  Tbeile  zerlegt  wird,  so  kann 
man  aticli  einen  gojrebeiini  Theil  einer  krummen  OberHäi-lie  in 
immer  kleinere  oder  eb'mentare  Tlieilc  zerlp^tni.  Um  aber  den 
Inhalt  eines  elementaren  Theils  der  Obertblebe  zu  messen,  con- 
struirt  man  in  einem  Punkte  desselben  die  Tangentialebene 
und  bentimmt  den  Fläcbeninlialt  des  zugehörigen  elementaren 
Theils  der  letztem.  .Gesetzt,  es  sei  eine  kriunme  Oberfläebe 
dGTch  die  für  eine  Function  rp  der  drei  reebtwinkligen  Coordi- 
naten  ar,  y,  jg  geltende  Gleichung 
(1)  <p{x,fj,0)  =  Q 

bestimmt,  in  der  ß  eine  Consta« te  bedeutet  Dann  wird  die 
in  einem  Punkte  (x,tf,£!)  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene 
nach  §  50  (ladureh  bezeichnet,  dass  die  auf  der  Ict/tcrn  senk- 
recht stehende,  von  (;r,  y,  e)  nach  der  tSeitc  gezogene  Normale, 
auf  der  die  Function  q)(x,y,je)>2  oder  das  vollstiludige  Diffe- 
rential dff(x,PfZ)>0  ist,  mit  den  positiven  Axen  der  x^  tf^  3 
respective  drei  Winkel  jr,  ty,  }^  bildet,  deren  Cosinus  die  folgen- 
den Wertbe  haben, 

Bfp  dfp 


(2) 


3x 
cosr=   ,_  » 


cosi) 


_  ^u 


d(p 


iQ 


;^»     C08ä=    --=. 


\ir' 


Q 


HiihmHtn 


Hier  dllrfen  ^^>   .^j   .-  niemals  alcichjseUig  verschwinden^  und 
Bx     dif    dz 

die  QuadratwurzelgTösse  ist  positiv  zu  nehmen.  Offenbar  fallen 
die  Fusspnnktc  aller  von  den  Punkten  eines  Theiles  der  Ober- 
fläche auf  eine  der  Coordiuatenebenen,  etwa  die  yz  Ebene,  her- 
abgelassenen Lothe  in  einen  gewissen  Tbeil  P  derselben.  lö 
dieser  Hinsicht  machen  nur  solche  Tbeile  der  Fläche  eine  Aus- 
nahme, falls  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  in  denen  ^     und  in 

Folge  dessen  auch  cosj  dauernd  gleich  Null  ist,  das  heisst»  in 
denen  die  auf  die  yt  Ebene  herabgelaBsenen  Lothe  ganz  in  die 
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Fläcbe  hineinfallen;  dies  ist  zum  Beispiel  bei  der  Wand  eiaes 
ge^cn  die  ys  Ebene   senkrechten  Cylinders  der  Fall     Da  aber 

-''»  i~y  ^   nicht  p;l*?i<-'hzeitis;  Eleieh   Null  sein  dürfen,   so  ist 
dx    öy    dz  ^  °  ^ 

die  Ausnahme  für   eine   der  b<.iiden  andern  Coordinatenebeoen 
nicht  vorhanden,  und    man    kann    die   Wahl  bei    den  einzelnen 
Thcilen  der  Ohcrtlüche  daniach  einrichten.  Wir  dürfen  daher  an- 
nehmen, dass  für  die  gewäldte  jfs  Ebene  keine  solche  Ausnahme 
bestehe.    Indem  der  mit  F  bezeichnete  Tlieil  der  Kl)ene  durch 
verschiedene  Linien   in   kleinere   Tlieile  zerlegt  wird,  ferner  in 
allen  Punkten  jeder  Linie  Lofche   errichtet  werden,    welche  die 
Oberflilche  treffen,  entspricht  jeder  Linie  der  ifz  Ebene  wieder 
eine  Linie  der  Oberfläche,  durch   deren  Gcsanuntheit   diese  in 
Theile  /erfililt.  Zu  jedem  solchen  Theile  gebürt  der  betreffende 
Theil  der  tjz  Ebene  als  Projection.  Nachdem  nun  in  einem  Puokte 
(ac,  y,  s)  der  Oberfläche  die  Tangeutialebene  contstruirt  ist,  lässt 
sich  leicht  für  einen  beliebigen  Theil  der  letztern  die  zngehiirige 
Projection  in  der  ys  Ebene  bestimmen,  und  umgekehrt  aus  dem 
Flächeninhalt  der  Projection  der  Flächeninhalt  des  ents|)rechon- 
den  Stückes  der  Tangentialebene  tinden.     Jedes  in  der  Tangen- 
tialebene  angenommene    Parallelograumi    liefert    als    Projectioü 
wieder  ein  Parallelogrannn,  und  zwar  lehrt  eine  einfache  geome* 
trische  Ueberlegung,  dass  der  Flächeninhalt  des  zweiten  gleich 
dem  Produet   ist,    das   aus    dem  Flächeninhalt   des   ersten   onil 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  entsteht    der  von  der  Tan- 
gentialebene und  der  ye  Ebene  gebildet  wird.     Der  Neigungs- 
winkel der  beiden  Ebenen  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  die 
auf   denselben   errichteten    Lothe,    im    vorliegenden    Falle  die 
Flächen-Normale  und  die  a"  Axe,    mit   einander   machen:   weil 
aber  der  zwischen  diesen  Linien  eingeschlossene  Winkel  J  vor- 
hin so  definirt  ist,    dass  er  spitz  oder  stumpf  sein  kann,   der 
Cosinus  des  anzuwendenden  Neigungswinkels  jedoch  nie  nega- 
tiv sein  darf,  so  hat  man   itir  den   letztern  Cosinus  stets  deo 
absoluten  Wcrth   von  cos  j:  zu  benutzen.    Sobald  dje  yz  Ebene 
durch  Parallelen  zu   der  ?/  und  £  Axe   in  elementare  Rechtecke 
getheilt   ist    und  der    Punkt    (j/,  e)    die    Ecke    eines   Rechtocb 
bezeichnet,    dessen  Kanten   gleich    den    positiven  Differentialen 
dy  und  dz   sind,  so  gehört  zu    demselben    in   der   durch  den 
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Pankt  {Xy  y,  e)  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene  ein 
elementares  Parallelogramm.  Insofern  die  von  {x,  y,  s)  ausgehen- 
den beiden  Seiten  des  Parallelogramms  nach  §  48  Tangenten  der 
betreffenden  Cnrvenstücke  sind,  welche  in  der  Oberfläche  von 
demselben  Punkte  ausgehen,  werden  die  Tier  Ecken  des  Par 
rallelogramms  auf  Grund  ähnlicher  Betrachtungen  wie  in  §  62 
statt  der  vier  Ecken  des  elementaren  Theiles  der  Oberfläche 
gesetzt,  und  der  Inhalt  des  Parallelogramms  geht  aus  dem  In- 
halt der  Projection  durch  Division  mit  der  positiven  Grösse 
H-  COS  j  hervor.  Der  Flächeninhalt  Äes  elementaren  Parallelo- 
gramms der  Tangentialebene  ist  das  Mass  für  das  Element  der 
in  Bede  stehenden  Oberfläche  und  hat  den  Ausdruck 

(3)  ^.^y^^^  Kay  dz. 

^    ^  —    C08J  ~    ^JP 

Sin  Über  einen  Theil  der  Oberfläche  auszudehnendes  Integral 
^wird  somit  erhalten,  indem  man  das  vorliegende  Element  mit 
dem  Functionswerthe  ({x^y^z^  welcher  sich  auf  den  zugeord- 
neten Punkt  (rc,  y,  e)  der  Oberfläche  bezieht,  multiplicirt,  und 
den  Grenzwerth  der  für  den  betreffenden  Theil  der  Oberfläche 
siafzustellenden  Summe  bildet.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 
der  Ausdruck  des  Integrals 

C4)  ff±ax,y,2)&-dydg, 

Bx 
^ird  die  Function  fix^y^z)  gleich  der  Einheit  genommen,  so 
liefert  das  hervorgehende  Integral 

CS)  JJ±^dyä> 

Bx 
den  Flächeninhalt  des  bezüglichen  Theiles  der  Oberfläche. 

Wir  machen  jetzt  auf  eine  Erscheinung  aufmerksam,  die 
"bei  den  Oberfläcbenintegralen  zuerst  entgegentritt.  Durch  die 
Oleichung  der  Oberfläche  (1)  ist  die  für  die  Integrale  (4)  und 
^5)  vorausgesetzte  Abhängigkeit  der  Variable  x  von  den  beiden 
Tariabeln  y  und  e  bestimmt.  Zu  einem  gegebenen  Werthsystem 
3f,  g  können  aber  mehrere  Werthe  von  x  gehören,  die  algebraisch 
wachsend    geordnet   a:^**\  x^^^y  x^^\ . .  .    heissen    mögen,   oder, 
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geometriach  gesprochen:  wenn  man  in  dem  Funkte  (y,  m)  der 
CoordiDatenebeiie  ein  Perpendikel  erriebtet,  so  kann  die  Ober- 
fislche  von  deniselljen  in  den  zugehririgen  auf  einander  folgrenden 
Punkten  (x*^"\  y,  ä-),  (j:*^\  y,  s),...  {getroffen  werden.  Man  hat  nun 
zu  beachten,  welche  von  den  zu  domsei ^le^n  Werthsysteni  iy,  s) 
gehörenden  Punkten  {Xjij.e)  in  dem  Theile  der  OberflHehe  Hegen, 
Über  den  die  Integration  genommen  werden  soll,  und  dann 
gerade  tilr  die  hierher  gehörigen  Punkte  die  entsprechende 
Sunimation  auszuftthron.  Als  Beispiel  diene,  wie  in  §  50,  eine 
Kugeltlik'he  von  dem  Radius  jR,  deren  Gleichung 

(C)  x^^tf+s^  =  R' 

ist.  Die  vorkommenden  Werthsysteme  y,  z  haben  die  Bedingung 

(7)  r+^'<^' 

zu  erfüllen,  nach  welcher  die  betreffenden  Punkte  der  y,^?  Ebene 
innerhalb  eines  um  den  Coordinatenanfangspunkt  mit  dem  Radius 
R  beschriebenen  Kreises  liegen.  Zu  jedem  solchen  Punkt  ge- 
hören die  beiden  Werthc  von  x 

(8)  :r*''  =  -  //?» -  f'^^^,  X-"'  =  +  |^i2«-v«-£», 

mithin  je  zwei  Punkte  der  KugelHjtehe.  Demnach  zerfällt  die  ^ 
ganze  Kugelfliiehe  in  zwei  Theile,  welche  dureli  die  ungleich-  — 
heiten  a;<;0  und  x:>0  unterschieden  sind;  jeder  der  beiden  ^r^ 
Hälften  entspricht  als  Projection  in  der  y  z  Ebene  der  in  (7)  <^ 
bezeichnete  Kreis.  FUr  die  gegenwärtige  Voraussetzung  erhält:*^  J 
das  in  (3)  angegebene  Element  der  Oberfläche,  da 


(9) 


=  'lx^ 


5=2y,     ^r=2.,    G=4fl" 


hz 


wird,  die  einfache  Gestalt 
(10) 


+  —  dy  dz. 


Man  muss  daher,  je  nachdem  die  Integration  über  einen  Theil 
der  Kugelhälite  ä!<:0  oder  der  Kugelhälfte  z>0  auszudehnen 
ist,  in  (P))  das  negative  oder  positive  Zeichen  anwenden.     Dei 
Unterschieil  des  Vorzeichens  rührt  davon  her,  dass  nach  einer^    "^^ 
in  §  50  gemachten   Bemerkung  d\e   vom    der   innern    nach 
äusset-en  Seite  gezoge^ie  Normale  der  Kugdßäche  mit  den  positi 
ven   Axen   die  Winkel  £,  Q,  5   bildet,    deren  Cosinns   respectiir 
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I 


gleich  -^,   -»-, 


R 


sind,  und  dass  diese  Normale  mit  der  posi- 


I 


I 


I 


«:.iven  x  Äxe,  wenn  man  die  beiden  in  (8)  bezeichneten  Pnukie 
«3er  Kugelttäclie  vergleicht,  für  den  erstem  einen  stumpfen,  für 
«3en  zweiten  einen  spitzen  Winke!  bildet. 

Ein  entsprechender  Untersc»hied  existirt  bei  der  allgemeinen 
• '^31eichung  (1)   fllr' die    verschiedenen    Punkte    der    Oherftäclie 

<^j?'"',  f/,  £%  (x^^\  f/,  z), ,  welche  zu  demselben  Werthsyi^teni  (.y,  e) 

^gehören.     Bezeichnet  man ''den  Theil   des  Raumes,   in  welchem 
^jy  (Xj  y,  e)<:2   ist,  mit  K,    so   dass   die   oben    characterieirte 
mächennormale,  zu   welcher  die  Grf^ssen  cnsj,  cos  l),  co8j  ge- 
TÄiören,   ans  dem  Räume  K  herausgeht^  dann  leuchtet  ein,   dass, 
^venn  auf  einer  durch  den  Punkt  (y,  s)  geführten  Parallele  zur 
,=a;Axe  iniiSinne  der  wachsendena:  fortgeschritten  wird,  derWinkel  je 
stumpf  oder  spitz  aiisrntlt,  Je  nachdem  der  fttrtschreitende  Punkt 
%n  den  Raum  K  eintritt  oder  aus  demselben  austritt,  und  dass, 
insofern  die  Punkte  (x^^\  y,  g\  (a;^*\  y,  3\  . . .  wegen  der  wachsen- 
den Anordnung    der  Grössen  a;"'\  a:*'\ .. .,   der  Reihe   nach  ab- 
^wechselnd,   die  vStellen    des  Ein-  and  Austritts    bedeuten,    die 
^~Vor£eichen  der  zugeordneten  Grössen  cos  j  ebenfalls  regelmässig 
abwechseln.    Zu  jeder  Stelle  gehört  ein  gewisses  Oberflächen- 
Clement,    welches  in  (3)  mit  Hülfe  des  Elements  der  Projection 
^y  d£  ausgedrückt   ist.     Wenn  man    jetzt    annimmt,    dass   von 
jedem  Ohertlächenelement  ein  einzelnes  Element  der  Projection 
erzeugt  werde,  dass  die  Elemente  der  Projection  in  dem  Punkte 
4,y,  z)  in  derjeuigeu  Reihenfolge  über  einander  liegen,  in  welcher 
<lie   zu  demselben    Werths^stem  (tj,  £)   gehörenden  Uherfläcben- 
elemente  in  der  Parallele  zur  x  Axe  auf  einander  folgen,   und 
dass  die  Theile  der  Prqjeetioncn  ebenso  zusammenhängen,  wie 
die   correspondirenden   Tbeile   der    Oberfläche,   so   sieht   man, 
dass  die  y  z  Ebene    an  jeder   Stelle   so   oft   von    einem  Blatte 
bedeckt   ist,   als  Projectiouen   vorhanden    sind,    und   dass  die 
einzelnen    Blätter    genau    wie    die   entsprechenden    Theile    der 
Oberfläche    zusammenhängen.     Hiernach    entspricht   der    in    (6) 
dargestellten  Kugeloberfläche  eine  doppelte  Bedeckung  der  in 
(7)  ausgedrückten  Kreisfläche,    wobei  zu   der  einen  Hälfte   der 
Kugeltläche  ein  Blatt,  zu   der  andern  Hälfte   ein   zweites  Blatt 
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gehört,  und  die  beiden  ßlätter  an  ihren  in  die  Kreislinie  fal- 
lenden Rändern  zuMaminenliün^en. 

Vennfige  der  Errtrternnj^en  des  vorijsren  §  kann  man  den 
Ansdruck  des  Element!*  der  OberflUche  umformen,  indem  die 
Variabeln  y,  s  durch  ein  Syatem  von  andern  Variabein  ansge* 
drückt  werden.  Den  daselbst  in  (2)  beispielsweise  erwähnten 
Polareoordinaten  entsprechen  die  mit  einer  positiven  Grösse  s  uod 
einem  von  0  bis  2  n  gehenden  Winkel  fjebildeteu  Gleichungen 
(11)  j^  =  5  cos  ff ,  r  ==  s  sin  43p ; 

dann  tritt  an  Stelle  des  Elements  äydz  das  Element  sdsdtf. 
Das  in  (lOj  dargestellte  Clement  der  Kugelobertläclie  geht  daher, 
weil  jf*  +  #'  =  s*  und  nach  (8)  .t  —  4:  ]^R*  —  s*  ist,  in  die 
Gestalt 

^  l^iJ«  — 5» 

über.     Es  m^ge  jetzt  der  Inhalt  desjenigen  Theiles  der  einen 

Kugelfläebenhälfte  ir  <:  0  oder  x  :>0  bestimmt  werden,   dessen 

Projeetiou  ein  Kreis  von  dem  Radius  R^  <:ZR  ist;  derselbe  wird 

durch  die  Ungleichheit 

(13)  s'  <  Rt 

bestimmt.     In  beiden  Fällen  hat  man  das  Integral 


r 

die    I 


(U) 


Rsds        /, 


auszuführen,  bei  dem  die  Integration  nach  <f  den  Factor  2.t. 
die  unbestimmte  Integration  nach  s  den  Factor  —R)^R^ — ä*  e^ 
giebt,  so  dass  durch  Einsetzung  der  Grenzen  0  und  /?,  der 
Ausdruck 

(15)  2TiR(E-yR*  —  R*) 

entsteht.  Für  eine  Annäherung  von  i?,  gegen  R  ftillen  die  in 
(8)  angegebenen  Werthe  x^"^  und  x*"  bei  den  Punkten  des  Ran- 
des  der  Projectinn  zusammen;  zugleich  convergirt  die  Kreis- 
fläche (13)  gegen  den  in  der  p^  Ebene  liegenden  grttsten  Krcl» 
der  Kugelfläche,  der  zu  messende  Tlieil  der  Kugelfläche  gegen 
die  eine  Hälfte  derselben,  endlich  der  Ausdruck  (15)  gegen  den 
Werth 

(16)  27t:  R*, 
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durch  welchen  das  Mass  der  ganzen  Kugeloberfläche  gleich 
AjcB*  gefanden  wird.  Man  hat  aber  zu  beachten,  dass,  wofern 
Äj  dem  Werthe  B  genähert  wird,  der  in  (14)  unter  dem  Inte- 

gralzeichen  befindliche  Factor     /^,—  -j    an  der  Stelle  s  =  R^ 

über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  während  das  nach  s  zu  nehmende 
Integral  einen  endlichen  festen  Werth  darstellt.  Es  liegt  also 
hier  ein  Unendlichwerden  der  Function  unter  dem  Integralzeichen 
vor,  das  mit  der  in  §  73  entwickelten  Ausdehnung  des  Begriffes 
eines  Integrals  vereinbar  ist  Eine  ähnliche  Beobachtung  lässt 
sich   in   Betreff  des  allgemeinen   Ausdrucks   (3)   anstellen,   in 

welcher  Hinsicht   wir  auf  §  99  hinweisen.    Der  Factor 

C08J 

wächst  über  jedes  Mass  hinaus,  sobald  sich  der  Nenner  der  Null 
nähert.  Nun  verschwindet  cos£  überall,  wo  die  Normale  der 
Fläche  mit  der  x  Axe  einen  rechten  Winkel  bildet,  oder  wo  die 
Fläche  von  einer  Parallele  zu  der  a;Axe  berührt  wird.  Dass 
cosj  in  einem  Theile  der  Fläche  gleich  Null  sei,  haben  wir 
bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  ausgeschlossen,  lassen  aber 
die  Voraussetzung  zu,  dass  das  Verschwinden  in  einer  Linie 
N  stattfinde.  Wofern  angenommen  wird,  dass  bei  dem  üeber- 
Bchreiten  dieser  Linie  die  Function  cos;  ihr  Zeichen  ändere, 
und  dass  zu  einem  Punkte  der  Projection  (y,  e)  zwei  Punkte 
der  Oberfläche  {x^^\  y,  z)  und  (a;^*\  y,  e)  gehören,  die  bei  einer 
Annäherung  von  (y,  e)  an  die  Projection  von  N  einander  immer 
näher  rücken,  so  wird  durch  das  Verschwinden  von  cos  j  kein 
singuläres  Verhalten  der  Oberfläche  angezeigt.  Weil  aber  unter 
der  bezeichneten  Voraussetzung  zwei  in  der  Linie  N,  für  die 
co8j  =  0  ist,  zusammenhängende  Theile  der  Oberfläche  den 
gleichen  Theil  der  y  z  Ebene  als  Projection  liefern,  so  hat  man 
den  beiden  nach  der  vorhin  entwickelten  Vorstellung  über  ein- 
ander fallenden  Projectionen  in  der  zu  N  correspondirenden 
Linie  einen  Zuhammenhang  zu  geben,  weshalb  auch  bei  der  Pro- 
jection der  Kugeloberfläche  zwei  an  ihren  Bändern  zusammen- 
hängende Blätter  auftreten. 
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§  94.    irielfaohe  Integrale.    Bamnlnte^ale. 

Mit  Rürksti-ht  niii"  die  eingeljciide  Err>rtcrung,  welche  d 
dop|)eI(teu  Integralen    j;ewi(hnet  ist,   glauben    wir    bei  der 
liaiidluug  der   vielfache«  Integrale  kürzer  sein   zu  dürfen,    u 
werden  die  zugehörigen  allgemeinen  Regrilfe  an  den  dreifac 
Integralen  auseinanderset/.en,  da  es  leieht  ist,  durch  Vcrgrösi 
rnng  der  Anzahl  der   nnaldiangigen  Variabein  zu  beliebig  v 
fachen  Integralen  überzugehen.     Ein  dreifaches  Integral  ist 
Orenzwerth  einer  dreifaehen  Summe 


-^mA 


ler 


0) 


2: 2:  JLfV^,  y^  ^y)  ^A„  ^y^  -f^y, 

n       /i       Y  '         '  '  ' 


bei    der   die   Fun<-tinti  f(x,  ?/,  s)   ftir   eine   mich   Massgabe    «^Hieg 
§  r»l    begrenzte    Mannigfaltigkeit  K  der    Variabeln   x^y^g  ^^^s- 
deutigt    endlieb    und    stetig    gegeben    int;    der    Zeiger  a   l^^^O 
von  1  bis  /,   ^  von    1   bis  m,   7  von  1  bi.s  w    läuft,  die    Dil       fe- 
renzen  - 

(2)  ^^,.^^,.^^-x,^-Jy^i=yfl^^~y^^'^y^^y^^  —  ^y  1 

sind  positiv  und  werden  atlmählig  beliebig  klein,  während  ^cdie 
Zahlen /,  m,  K  ohne  Ende  wachsen.  Die  Stetigkeit  von /'( J^,  J/?^^  ^) 
wird  wieder  so  nnrniirtj  dass  für  hinreiebend  kleine  Ine  reine  i^"Dte 
Jx^  Jy^  Jz  der  numerische  Wcrth  der  Ditferenz 

({x  +  Jx,  y  +  Jy,  ß+Je)-  f{x,  y,  z) 
bei  jedem  vorkommenden  Wertbsystem  (x,  y,  j?)  unter    diese  ^be 
beliebig    kleine    (1  rosse   Ä    berabgeht.      Dass    die    Summe  (^) 

gegen  einen  festen  Greir/wertb  convergirt,  kann  zunächst  •^'^ 
in  §  90  für  den  Fall  gezeigt  werden,  dass  die  Maunigfal^^'t-'" 
keit  K  durch  die  Ungleichheiten 

(3)  a<x<A,b<fj<B,  c.<s<C 
bestimmt  ist,  wo  die  einschnesseuden  Grössen  Coustanten  »^■"°* 
Den  Kern  des  Beweises  bildet  die  Tbatsache,  dass  alsdann         '*'*' 
.Summe  (1)  für  die  V'oraussetzung,  dass  fix^yjz)  gleich  der  ^3'"' 

beit  sei,  dem  Prodnct  der  drei  Differenzen  [A—  d)  {B^h)  {C —     v 
gleich  wird.     Nachdem  man  sieh  dann  Überzeugt  hat»  da»s       "'^ 
8umme  (1)  gegen  denselben  Grenzwertb  convergirt,    mögen       "'^ 
zu  den  Wertbwystemcn  der  Begrenzung  (3)  von  K  gehöre».  **-*ö 
Glieder  genommen  oder  fortgelassen  werden,  wird  die  Exis*^^ 
des   Grenzwerthes   der  Summe  (1)  ilUr  eine  beliebig  begre«»''ö 


Bmifaelie  Intagral«.  6^1 

lannigfaltigkeit  K  bewiesen.  Hierauf  gründet  slcli  die  Be- 
xechtigiing,  bei  der  Kilduug  von  (1}  die  nach  Jx^^,  Jy^,  Js^ 
"vorzunebmenden  Sitmmationen  in  beliebiger  Reihenfolge  auszu- 
■fübreu;  da  nun  jode  einzelne  Suiimiatiou  in  eine  Inte^atiou 
xiach  der  betreffenden  Variable  übergeht,  so  erhält  man  zugleich 
für  das  dreifache  Integral 

|C4)  fax  fdy  fdBf{x,y,z\ 

*%velehe8  den  Orenzwerth  von  (1)  darstellt,  den  Satz,    dass  sein 
IVerth   bei  einer  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Integrationen 

^xngeändert  hleiht. 

Unter  der  Voraussetzung  (3)  ist  nach  x^y^e  innerhalb  der 

T>ezeichneton  unabhängigen  Grenzen  zu  integriren,    wodurch  (4) 
in  das  Integral 


Jdx  Jdy  Jdef{x,y,  e) 


"ti hergeht.  Ein  entschiedener  Nachdruck  muss  bei  der  Dar- 
stellung des  dreifachen  Jutegrals  (4),  welches  sich  auf  die 
^Mannigfaltigkeit  K  bezieht,  wie  bei  einer  entsprechenden  Dar- 
stellung beliebig  vielfacher  Integrale  tiberhaupt,  auf  den  Um- 
stand gelegt  werden,  dass  die  Differentiale  der  Variabeln 
^x,  dg,  ds  als  Repräsentanten  der  positiven  Differenzen  z/a;„, 
^y^  Je^  stets  nur  positive  Werthe  empfangen. 

Sobald  x^y^s  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
T)edeuten   und   die   Mannigfaltigkeit   K  einem  gewissen  Theile 
^es   Raumes  entspricht,    liegen  die   Punkte,   welche  zu  den  in 
<1)   gewählten  Werthsystemcn   gehören,    auf  drei  Öchaarcn  von 
lEbenen,  die  beziehungsweise  den  drei  Coordinateuebenen  parallel 
sind;  dann  ist  das  Product  Jx^Jy.Je    das  Mass  des  Inhalts 
^es  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  dessen  eine  Ecke  von  dem 
iPunkte    i-f^a^Vfi^^y)    ^^^^    dessen   im   Räume    gegenüberliegende 
l~Ecke    von    dem    Punkte    (a^a+i.  y^^.l,«y+l)   gebildet   wird.    Bei 
<ler   beständigen  Abnahme  der  sämmtlichen  Differenzen  rltcken 
<iie  parallelen  Ebenen  eines  jeden  Systems  immer  näher  aneinan- 
der; dann  wird   das  rechteckige  Paralleiepipedon,   dessen  eine 
JGcke  dieCoordinateüiT,  y, ;?,  dessen  im  Räume  gegeutiberliegende 
Ecke  die  Coordinaten  x-\-dx,n-\-dy^g  +  de   hat,   das  Eletnent 

LlfwcMtz,  AQiJysU  II.  36 


562 


Dreifache  Inte^ale. 


des  Raumes   genannt,    und    der    Inbalt    desselben    durch 
Froduct    der   drei   positivcti    Differentiale    dx  dy  dz    gern 
DemgemäsB   beisst  das  Integral  (4)  ein  über  den  Raum  K 
endehnendes  Integral.    Falls  die  Function  f{x,tj,z)   gk-icb  der 
Einheit  genommen  wird,  so  giebt  das  entsprechende  Integral 

(6)  ffjdxdydz 

den  Inbalt  des  Raumes  A'  selbst  an,  und  kann  durch  Aus- 
führung von  je  einer  der  drei  Integrationen  in  ein  doppelte» 
Integral  renvandelt  werden,  das  zu  ähnlichen  Betraehtnngen 
wie  das  Integral  (3)  in  §  91  veranlasst.  Äueh  tllbrt  die  Vor- 
aussetzung, dasa  alle  in  (1)  auftretenden  Wertbe  x^^y^e^  gleich 
rationalen  mit  derselben  ganzen  Zahl  M  als  Nenner  gebildeten 
Brüchen  sein  solleUj  zu  dem  der  dortigen  Gleichung  (6)  entsprechen- 
den Ergebnins,  dass,  wenn  Z  die  An/abl  der  zugehtirigen  in  den 
Raum  K  fallenden  Punkte  bedeutet,  das  obige  Integral  (6)  fttr 
eine  wachsende  Zahl  M  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quotienten 

Z 

-— -    ist.     Dieses  Prineip   ist  von  DiricMet  in  der  Abhandlung 

rechercftes  sitr  diverses  appUcaiioiis  de  Vanalyse  infinitesimale  a  la 
theorie  des  nombres,  CreUe's  Journal,  Bd.  10  aufgestellt,  und  in 
der  Abhandlung  recherches  sur  les  formes  quadratiques  a  coef/i- 
cients  et  ä  inditerminres  complcxes,  Crelle's  Journal,  Bd.  24  aaf 
Mannigfaltigkeiten  einer  beliebig  hohen  Ordnung  ausgedehnt 
worden. 

Das  Integral  (6)  hat  die  Eigenschaft,  sobald  der  zuge- 
hörige Raum  K  in  einer  solchen  Weise  abnimmt,  dass  er  sieh 
einem  Punkte,  oder  einer  endlieh  ausgedehnten  Linie  oder 
einem  endlich  ausgedebnteu  (»herflächenstUck  nähert,  gegen  die 
Null  zu  convergiren.  Man  kann  deshalb  bei  der  Bildung  eine« 
Integrals  (4)  Räume  von  der  bezeichneten  Beschaffenheit  von 
dem  Gebiete  der  Integration  ausschliessen,  ohne  den  Werth  de« 
Integrals  zu  ändern.  Entsprecbeud  verfährt  man  in  dem  Falle, 
daes  die  zu  integrirende  Function  fiXfPyX)  in  einem  Punkt, 
einer  Linie  oder  einer  Hache  unendlich  gross  wird.  Kachdom 
die  in  der  Untgebung  snlclier  Stelleu  betiudlichen  Theile  des 
Raumes  von  dem  Integratiouägebiete  ausgeschieden  sind,  mass 
untersucht  werden,   ob  bei  einer  auf  irgend  eine  Weise  iMis^e- 


1 
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§  85. 


GaometrlffOh«  Träu^formatioii  eines  dxelfaoh«]! 
Inteffr&li. 


Um    ein    dreifaches    Integral    f  f  lf{Xyyye)dxdydZj   das 


£tlhrten  beständigen  Abnahme  dieser  Theile  der  Werth  des 
Xntegrals  stets  gegen  einen  und  denselben  festen  Grenzwerth 
<3onvergirt;  weno  dies  geschieht,  so  drUekt  der  letztere  den 
"Werth  des  tiber  das  ganze  gegebene  Gebiet  ausgedehnten  Inte- 
grals aus.  Derselbe  Gesichtspunkt  ist  fUr  die  einfachen,  doppel- 
•t;en  und  beliebig  vielfachen  Integrale  massgebend.  Wo  im 
I'olgenden  unter  dem  Zeichen  der  Integration  unendlich  werdende 
X«^unctit;)nen  erseheinen,  wird  stillschweigeud  vorausgesetzt,  dass 

t 

*nach  dem  vorigen  §  als  Rauraintegral  auigefasst  wird,  vermöge 
^iner  dem  §  92  entsprechenden  Methode  zu  transformiren,  denkt 
ifciian  sich  die  VariEibeln  x^y^e  als  gewisse  Functionen  von  an* 
^eren  Variahein  |,  fj,  'C  gegeben,  und  betrachtet  die  letzteren  als 
^^eue  BestiiBmungssttieke  oder  Coordiuaten  für  den  durch  die 
:»echt winkligen  Coordinaten  x^y,z  bestimmten  Punkt  des  Rau- 
zfcies.  Dem  Constantsetzen  von  ^,  ?;,  t  entsprechen  dann  drei 
^chaaren  von  Oberflächen,  bei  denen  sieb  je  zwei  Individuen 
^ns  verschiedenen  Schaaren  in  einer  Linie,  je  drei  Individuen 
^^lus  den  drei  Schaaren  in  einem  Punkte  schneiden  und  den- 
selben determiniren.  So  drliekeu  die  in  I,  §  86  erörterten 
Gleichungen 

^^vo  die  aus  den  couatanten  Ooefficienten  /i])---y38  gebildete 
Determinante  nicht  verseh winden  darf,  die  Verwandlung  der 
^rechtwinkligen  Coordinaten  x^y^s  in  ein  System  von  neuen 
Coordinaten  ar'jf/',  ^'  aus.  welche  constant  gesetzt,  drei  Schaaren 
paralleler  Ebenen  darstellen,  die  sieh  gegenseitig  unter  beliebi- 
gen Winkeln  schneiden.  Ein  Beispiel  anderer  Ortshestinmiung 
liefern  die  Gleichungen 


I 

r 
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§9B. 


4 


(2)  a;  =  r  cos  ö 
y  =  r  sin  ß  cos  r/) 
^  =  r  sin  ß  sin  (jp, 

bei  dcDen  r  eine  positive  Grösse^  ß  einen  zwischen  0  und  rr, 
(jP  einen  zwischen  0  und  2/r  gelegenen  Winkel  bedeuten  soll. 
Hier  entspricht  einem  constanteii  r  eine  um  den  Coordinaten* 
anfangspunkt  als  Centrum  besehriel>ene  Kugelfläche,  einem  eon* 
ßtanten  ^  ein  Kegel,  der  durch  Rotation  einer  durch  dasselbe 
Ceutrum  gehenden  Linie  um  die  x  Axe  erzeugt  wird,  einem  con- 
stanten  (p  eine  durch  die  a;Axe  geführte  Meridianebene;  mit- 
hin entspricht  jedem  Werthsystein  r^fi^fp  ein  und  nur  ein  Punkt 
des  Raumes.  Unter  der  erwähnten  allgemeinen  Annahme  winl  der 
Raum  in  der  Weise  getheilt,  dass  man  jede  der  neuen  Variabein 
I,  Tj,  'C  um  gewisse  auf  einander  folgende  Differenzen  zunehmen 
lässt,  und  alle  zu  den  betreffenden  Werthen  gehiVrigen  Flächen 
coustruirt.  Bei  einem  Zuwachs  von  ^,  j^,  C  um  die  Differentiale 
d^,dTj,d':l  nehmen  die  Coordinatcn  x^y,e  rcspectire  um  die 
vollständigen  Differentiale  zu 

(3)  rf.  =  f^J|+.f*d,  +  g<J? 

ds=^  ^^d^+   -,    drj+  -^i.dt. 

Indem  wir  voraussetzen,  dass  die  Determinante 

6x  dy  de 

'dl  dn  H 

einen  von  Null  yersebiedenen  Werth  habe,  hängen  in  (3)  die 
Differentiale  dx^dtf^da  in  gleicher  Weise  von  d^,  dtj,  dZ  ab 
wie  in  (1)  die  Variabeln  ar,y,  ^  von  den  Variabein  f,  i?,  C;  des- 
halb finden  die  in  I,  §  86  über  das  System  (1)  angestellten 
Betrachtungen  auf  daa  System  (3)  Anwendung.  Bezeichnet 
man  einen  in  den  neuen  Coordinaten  dargestellten  Punkt  mit 
[^,  ly,  3f  nimmt  d^>-0,  drj^O,  dt>0  au,  und  verbindet  den 
genannten  Punkt  mit  jedem  der  Punkte 
(5)  [^  +  d  ^,  ij,  l],  [§, »?  +  d  i;,  r],  \l  ^.^  +  dL] 

durch  eine  gerade  Linie,  so   bilden  diese  respective  die  erste, 
zweite  und  dritte   Kante   eines  Parallel epipedons,   welches  ali 


(4) 


I  =j:± 


J 
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Element  der  neuen  Ttieiliing  des  Ranmea  «u  betraditen  ist. 
Sein  RHUininlialt  wird  durch  geometrische  Ueberlegungen  von 
der  Art,  wie  sie  in  I,  §  8f>  rnitgetheilt  sind,  als  Product  aus  dem 
absoluten  Wortli  der  Determinante  /*  in  das  Prnduct  der  drei 
positiven  Differentiale  fi ^rf  17  rft  bestimmt,  und  hat  daher,  falls 
«  gleich  der  mit  dem  Vorzeichen  von  /*  versehenen  Einheit  ist, 
den  Ausdruck 

(6)  srd^drjdL 

Hierbei  zeigt  sich,  das»  *  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  wird^  je  nat-hdem  die  drei  von  dem  Punkte  [^,  tj^  t]  aus- 
gehenden vorbin  dt^finirten  Kanten,  der  Reihe  nach  genommen, 
eine  ebensolche  oder  eine  entgegengesetzte  Lage  haben  wie  die 
positiven  Axen  der  s^y^jf. 

Wendet  man  die  neue  Theilung  des  Raumes  auf  ein 
durch  die  Ungleichheiten  (3)  des  vorigen  §  begrenztes  Gebiet, 
das  heisst,  auf  ein  rechteckiges  Parallelepipedon  an,  dessen 
mit  den  Axen  der  x,  y,  ^  parallele  Kanten  respective  die 
Längen  ä^-Gj  B — &,  C — c  haben,  und  dessen  Inhalt  gleich 
[Ä  —  a)  {B  —  b){C—c)  ist»  so  erscheint  der  betreffende  Raum 
gleich  dem  Aggregat  der  zugehörigen  in  (6)  gemessenen  ele- 
mentaren Parallelepipeda;  hieraus  folgt  sogleich  ftlr  eine  über 
diesen  Raum  auszudehnende  Integration  die  Gleichung 

(7)  {A-a)  {B-b)  iC~c)  =  J)/^  rdidrj  d^, 

die  noch  anal \^i seh  zu  beweisen  bleibt.  Mit  Hülfe  von  (7)  erhält 
man  durch  Schlüsse,  welche  den  in  §  92  angewendeten  genau 
entsprechen»  das  Ergebniss,  dass  das  im  vorigen  §  mit  (4)  be- 
zeichnete Integral  tblgendermassen  transfonnirt  wird 

(8)    ff/fi^. y, ') ^^dy d^  =fjff{^. y,g)Erd$dfjd c, 

wo  auf  der  rechten  Seite  x^  y,  jb  durch  ^,  t],  C  auszudrücken  sind. 
Werden  die  obigen  Gleichungen  (2)  vorausgesetzt,  so  kommt 


da: 
Br 

By        .    ^ 
T^  =  8inöcos(jn 

Be        .    ^  . 

„    =  Bin  ö  Bin«) 

Br  * 


=  — rsiuö 


öx 

dß 

Bn 

-^-— rcosöcosijp 

^— =:/-C08Ö8inf 


dy^_ 

B(p 

de  .    „ 

-—  =:  r  sin  ö  cos  w : 

Btp  ^ 


r  sin  Ö  sin  qp 
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§96, 


(1) 


BF,  dF, 

dF.=^dx,^-^-^dx, 


Bx, 


dx„ 


+  . 


•^a.:^^- 


dF,  SF^ 


BF„ 


^.f. 


^a?» 


d,x. 


dx. 


BF 
dF^^-.-^dx, 


-^^dx^ 


+  ...+ 


BF^ 
Bx. 


'dx^ 


Man  bilde  aus  den  vorliegenden  p<artiellen  Differentialquotieot 

die  DeterminaTite 


(2) 


JS  + 


BF,     BF^ 


BF_ 


-^, 


-    aar,      Bx^  Bx^ 

welche  die  in  Bezug  auf  das  System  der  Variabein  j-j,  .r^, . .  i", 
genommene  Functionaldeiermmante  des  Sifstems  der  Functionen 
J^„  F^^...F^  heisst-  Die  Einheit,  welche  mit  dem  Voraeielien 
ihres  von  Null  verschiedenen  Werthes  übereinstimmt,  sei  <• 
Dann  geschieht  die  auszuführende  Transformation,  indem  da* 
Element  des  gegebenen  Integrals»  welches  gleich  dera  Product 
der  positiven  Differentiale  dF^,  dF^^.  ..dF^  ist,  durch  das  mit 


hiernach  erhält  die  zu  bildende  Determinante  den  Werth  r'sinö, 
welcher  stets  positiv  ist,  und  es  entsteht  die  Umformung 

(9)  f  /J  f{x,p,e)dxdtfds=/ // f{rto»ft^rsiüßcQSfp^r%mfism<p)r*B\fiBdri 

Es  empfiehlt  sich,  bei  den  Polarcoordinaten  r,  fl,  q*  zu  beachten, 
welche  gegenseitige  Lage  der  betreffenden  Flächen  nach  der 
obigen  Vorschrift  aus  dem  stets  positiven  Zeichen  der  Determi- 
nante r'sinfif  folgt. 

§  96.    Tr&aiformatloiL  d«r  beliebig^  Tt«lfaoheti  Inte^ale. 

Für  die  UmfoTmung  eines  «fachen  Integrals,  welches  sich 
auf  eine  begrenzte  n fache  Mannigfaltigkeit  Ä' der  n  Variabein 
F^,  F^j...F^  bezieht,  gilt  die  folgende  allgemeine  Regel.  Es 
seien  die  genannten  Variabcln  uh  eindeutige,  endliche,  stetige 
und,  so  oft  es  nöthig  sein  wird,  zu  differentiirende  Functionen 
eines  Systems  von  n  Variabein  x^,  ^2>  ■  •  •  ^„  gegeben  ,  worans 
fllr  die  vollständigen  Differentiale  dF^^  dF^,...dF^  die  Aus- 
drücke folgen 

SF, 


J 
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<ien  ebenfalls  positiven  Differentialen  der  neaen  Variabelu  ge- 

l)ildete  Product 

<3)  tT)dx^  dx.,.  ..dx^ 

ersetzt  wird.     Vermöge  äliiiliclier  Ertirternngen,  wie  sie  in  §  92 

und  94    angestellt   sind,   leuchtet  ein,    daas  diese  Regel  richtig 

sein  inu89,  sobald  die  Gleichung 

bewiesen  ist,    in  welcher  sich  das  auf  der  rechten  Seite  ange- 
deutete n-fache  Integral  über  ein  durch  die  Ungleichheiten 
{b)F,(0)<,F,<F,i\\   F,m<F^<:F.Ji),...W„iO)<F^<FJl) 

bestimmtes  Gebiet  erstreckt.     Es  bedeuten 

F,iO),  F^(l\  F^m,  F,(l), . . .  FJQX  FJ\) 
vorgeschriebene  feste  Werthe;  jede  der  Functionen  F^,  F^, ...  F 
wächst  dauernd,  falls  die  übrigen  constant  bleiben,  von  ihrem 
gegeljenen  Anfangswertbe  bis  zu  dem  betreifenden  Endwerthe» 
und  die  Functionaldetenninante  ändert  in  diesem  Gebiete  ihr 
Zeichen  nicht.  Man  kann  die  Gleichung  (4)  in  der  Art  bewei- 
sen, dass  mit  dem  Werthe  n^2  angefangen  and  die  Zahl  der 
Variabel n  regelmässig  um  Eins  erhöht  wird.  Auf  diesem  Wege, 
der  im  uilchsten  Capitel  eingeschlagen  werden  soll,  liegt  die 
analytische  Begründung  der  Gleichnngen  (10)  des  §  92  und  (7) 
des  vorigen  §.  weiche  fUrw^2  und  «  =  3  die  obige  Gleichung 
(4)  darstellen.  Auch  wird  hierbei  deutlich  werden,  weshalb 
wir  vorher  von  den  Differentialausdrucken  mit  mehreren  Varia- 
beln  sprechen  werden. 


Capitel  XIII. 

Integration  vollständiger  Differential«, 

§  97.    Bedlngung&n  der  Integrablllt&t  fttr  DLfferentlal- 
anadrüßke  zweier  ITarlabelu. 

Sobald   flir  eine  Function   F(x^^  x^, ..  .xj  der  «  angedeu- 
teten Variabein  das  vollständige  Differential 

(1) 


dF^-i. —  da;,  4- -5--  rfa;, -f . , .  + -^ — dx. 


öx. 


aufgestellt   ist,   darf  man   auf  die   betreffenden  partiellen  Dif- 
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BedingTing  der  Integrrabilität. 


§97. 


fereiitialquotienten  der  ersten  Ordnutif^  den  Satx  des  §  52  an- 
wenden, nach  welcliem  partielle  Ditterentialquotienteii  von  brtht?rer 
Ordnung  bei  beliebiger  Vertauscliiing  der  ziigebitrigen  partiellen 
Diflfereiitiationeu  denselben  Werth  bebalten.  Für  irgend  xwei 
verschiedene  aus  der  Reihe  von  1  bis  n  genommene  Zahlen  o 
und  b  mu»H  demnach  die  Gleichung 


s    y- 


(2) 


öas^ 


Bx^ 


^0 


I 


gelten,  welche,   insofern  es  im   Ganzen  — —^ — -  aolcber   Paare 

von  Zahlen  gtebt,  ~^"^  ^  Gleichungen  vertritt.  Aus  dieser  Be- 
merkung folgt,  dass  ein  mit  «  Functionen  Pj,  P,, . . .  P,  der 
w  Variabein  ic,,  a;,, . . .  x^  gebildeter  Ausdruck,  welcher  in  Bezog 
auf  die  Differentiale  der  letztem  eine  homogene  Function  des 
ersten  Grades  ist, 

(3)  P^dx,^P^dx,+  ...-^-PJx,, 

um    gleich    dem   Differential    einer    Function    der   n  Variabein 


.X,  zu  sein 


j.     nin —  1)  „   ,, 
,  die    -^"-5- — '  Bedingungen 


(4) 


BP. 


Bn\ 


=  0 


dJH 


zn  erfüllen  hat.     Es  muss  aber  erst  nachgewiesen  werden, 
die  erwähnten  Bedingtmgen   hierzu    auch    ausreichen.     In  dem 
Laufe  des  vorzutragenden  Beweises  wird  sich  zeigen,  dass  eine 
Function,  deren  Differential  gleich  dem  gegebenen  Üifferential- 
ausdruek  ist,  durch  Ausführung  einer  einfachen  Integration  ge- 
funden werden  kann.    Demgemäss  heisseu  die  Gleichungen  (4) 
die  Bedingungen  der  InitgruhiUtät  des  D'ifj'erentialmisdrucks  (3), 
wahrend  mau  die  Aufstellung  der  zugehörigen  Function  als  dii 
Iniegraiion  des  gcgeheneti  vollständigen  Differentials  bezeichnet. 
Wir   beginnen   mit   der  Betrachtung  von  Diffcrcntialaiis- 
drucken    zweier  Variabeln,    und  gebrauchen  hier  statt  P,,  ?,. 
j?i,  a\  die  Buchstaben  P,  Q^  x,  y.    Dann  entspricht  dem  Diffe- 
rentialauadruek 


(6) 


Fdx  +  Qdy 


J 


§  97.  Differeniialftusdruck  zweier  Variabeln.  BW 

die  Bedingung  der  Integrahilität 

(6)  ;^z._4<'_=o. 

Für  verschiedene  Zwecke  empfiehlt  es  sich  Jedoch,  nicht  nur 
eolche  Ausdrücke  (5)  zu  erürtern,  bei  denen  die  Gleichung  (6) 
erfllUt  ist,  sondern  an  die  Spitze  der  Untersuchung^  einen  nicht 
beschränkten  Ausdruck  (ö)  und  ein  im  dieijcnj  gehörendes  dop- 
peltem Integral  zu  stellen,  in  welchem  die  linke  Seite  von  (6)» 
mit  dem  Element  dx  dp  nmltiplicirt,  unter  dem  Zeichen  vorkommt, 

Die  Functionen  P  und  <i*  seien  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  i? 
der  Variabeln  a*,  y,  auf  welche  »ich  da«  Integral  beliebt,  ein- 
deutig, endlich  und  8tctig;  das  Gebiet  E  werde  dadurch  be- 
zeichnetf  dajss  eine  Function  O  innerhalb  E  nur  positiv,  in  der 
Begrenzung  gleich  Null  «ei.  Demnach  ist  0  je  nach  den  Um- 
ständen in  den  verschiedenen  Theilen  der  Begrenzung  durch 
verschiedene  analytische  Functionen  zu  ersetzen. 

Man  darf  da«  Integral  (7)  vermöge  der  unter  dem  Zeichen 
befindlicbeu  Differenz  als  die  Differenz  der  beiden  Integrale 

(8)  jr'^ä.äy-ff^^a.äy 

anffagsen,  und,  weil  nach  §00  die  ßeihentblge  der  Integrationen 
beliebig  gewählt  werden  kann,  bei  dem  ersten  Integral  zuerst 
nach  y,  bei  dem  zweiten  zuerst  nach  x  integriren.  In  dem  ersten 
Integral  liefert  die  für  einen  beliebigen  festen  Werth  von  x 
vollzogene  Integration  nach  y  das  unbestimmte  Integral  P,  und 
zwar  hat  man,  weil  nach  der  getroffenen  allgemeinen  Voraus- 
setzung dy  stets  positiv  ist,  den  Werth  von  P  für  die  Werth- 
systeme  (ic'"\  y),  (x*'"**,  y), . . .,  bei  denen  die  Variable  in  das  Ge- 
biet £  eintritt,  negativ,  für  die  Werthsjsteme  (j*' *,'/)■  (^*^\.v)?--, 
bei  denen  die  Variable  aus  E  heraustritt,  positiv  zu  nehmen.  Daher 
erscheint  bei  einer  mit  dem  Wachsen  der  algebraischen  Grösse 
überein!*tininiendcn  Anordnung  x**',  x^^\  x^^\  3iP\,..  das  Aggre- 
gat von  Differenzen 

(9)  _jx^')  +  p^»)_p(.>+pi3,_^^^^ 

wobei  der  Function  P  die  zu  den  Werthen  von  x  gehörigen 
Zeiger   beigelegt   sind.     Ebenso   erhält   man    in   dem    zu    sub- 
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trahirenden  zweiten  Integral  durch  die  für  einen  heliebigen 
festen  Werth  von  y  nach  x  ausgeführte  Integration  die  Func- 
tion Q\  hier  ist  wegen  des  stets  positiven  Vorzeichens  von  äz 
der  Werth  Q  fUr  die  Stellen  {x,  y^'),{x,i/\..  des  Eintritts  in  J? 
negativ,  ittr  die  Stellen  (x>  y^^^,  (a:,/^^),..  des  Austritts  aus  E 
positiv  zu  setzen,  wodurch  bei  entsprechender  Notation  der 
Function  Q  das  A^^gregnt  von  Differenzen 

(10)  _e""+<?'"-ö'" +«?'"  +  ■•■ 

hervorgeht.  Mithin  ist  das  doppelte  Integral  (7)  gleich  der 
Summe  von  einfachen  Integralen 

(1 1)     /■/■(l^- 1^)  dx  dg  =  /(-  P<"+ P"'-  P^'V  ?">+..)& 

+  /(+C'°'-«*"+e'"-«">±..)d»; 

bei  dem  zweiten  sind  wegen  der  auszuttihrenden  Subtraction 
alle  Vorzeichen  umgekehrt. 

Die  Bestimmung  der  Vorzeichen  folgt  aus  der  Bedingung. 
dass  die  Function  <^  innerhalb  des  Gebietes  E  positiv,  in  der 
Begrenzung  gleich  Null  ist,  also  das  vollständige  Differential 


(12) 


— r —  dx  +  -^ —  dy 


\ 


für  den  Eintritt  positiv,  für  den  Austritt  negativ  ausfallen  nius«. 
Bei  den  Eintrittstelien  {x^^\  y\  x^^\  y\  ...  und  den  Austrittstellen 
(a;^'\^),  {j^^^y  y), . . .  erhält  x  kein  Increment»  y  das  positive  Incre- 

ment  äy\  für  die  erstem  muss  -^  dy  positiv,  t^r  die  letztem  negativ 

Bein.  Bei  den  Eintrittstellen  {x^y^^^,  {x,y^^),,,,  und  den  Aa«- 
trittstellen  {x,  y^^^)^  (ar,  y^\ . . .  bekommt  y  kein  Increment,  x  d« 

positive  Increment  dx]  für  die  erstem  muss   -y-  dx  positiv,  für 

die  letztem  negativ  sein.  Werden  die  auf  der  rechten  Seite 
von  (11)  vorkommenden  Ausdrücke  verglichen,  m  leuchf' '  '" 
dass  F^^\  P^\  P^'^\  P-^\  .  . .  immer  mit  dem  Vorzeichen  g  U..-  .- 

gehörigen  Werthes  -  ^ ,  hingegen  $'*',  Qt'\  ^"*,  Q^^\ . . .  innuer 

mit  dem  Vorzeichen  a  des  zugehörigen  Werthes  +  -^ —  versehen 

sind.    Erwägt  man  nun,  dass  sowohl  die  Werthsjsteme  (jt^  j)« 


I 


Hauptsatü. 

(^*\y)---  zusammen,  wie  auch  die  Werthsysterae  Ca:, y^''^),(a^>y^''),... 
zusantmen  mit  den  sämmtlichen  Werthsystemen  der  Regrcnxung 
Ubereinstimuion,  so  darf  lonn  der  Gleichung  (11)  die  Gestalt 


(13) 


ff(f.-'£)'".'ß^'» 


geben,  wo  die  einfachen  Integrationen  rechts  anf  die  ganze  Be- 
grenzung von  E  bezogen  werden,  und  bei  dem  ersten  Integral 
y  als  Function  von  x,  bei  dein  zweiten  x  als  Function  von 
y  gilt.  Die  mit  den  Vorzeichen  q  und  o  behafteten  Düferentiale 
Qdx  und  aäij  lassen  sich  als  die  respectiven  Incremente 
eines  Werthsystems  {x,  y)  auffassen,  welches  auf  der  Begrenzung 
selbst  in  einem  bestimmten  Sinne  iortschrcitet,  ohne  jemals  zu 
einem  schon  berUbrten  Werthsystem  zurückzukehren;  denn  die 
gegebene  Determination  der  Vorzeichen  macht  es  möglich»  gdx 
und  (Trfy  so  zu  wählen,  dass  der  für  die  Begrenzung  geltenden 
Bedingung 


(14) 


^r~Q  dx  -h  ^— of?y  =  0 


genügt,  und  jedes  Werthsystem  der  Begrenzung  ein  Mal  und 
Dor  ein  Mal  getroffen  wird.  Auf  diese  Weise  vereinigen  sich 
die  beiden  einfachen  Integrale  in  (l;^)  zu  einem  Integral,  bei 
welchem  jedes  Werthsystem  der  Begrenzung  ein  Mal  und  nur 
ein  Mal  durchlaufen  wird,  und  das  man  so  darstellt, 

(15).     Jj[lf-l^)dxdy=ßpedr.+  Qad9). 

Das  Verständniss  dieser  fundamentalen  Gleichung  lässt  sich 
durch  die  geometrische  Deutung  der  Mannigfaltigkeit  E  als 
Theils  einer  Ebene  sehr  erleichtern.  Nach  g  91  entspricht  der 
anszufUbrcnden  doppelten  Integration  eine  Theilung  der  Ebene 
durch  Parallelen  zu  den  rechtwinkligen  Axen  der  x  und  y. 
Während  das  Innere  des  Fltk-henstUckes  JS'von  einem  aus  recht- 
winkligen Parallelogrammen  bestehenden  Gitter  ertUllt  ist,  wird 
die  Begrenzung  von  E  durch  eine  Linie  gebildet,  die  sich 
aas  rechtwinklig  zu  einander  stehenden  Stücken  aufbaut  und 
wie  eine  Treppe  um  A  herumläuft.  Durch  Vollziehung  der 
I  einen  Integration  verwandelt  sich  das  ursprüngliche  doppelte 
I    Integral  in  ein  einfaches  auf  die  Begrenzung  bezügliches,  bei 
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dem  Qdx  und  (t dp  die  iDcremente  des  auf  der  Begrcnzang 
fortschreitendea  Werthsjstems  {x,  y)  sind.  Vermittelst  der  An- 
schauung kann  man  den  Sinn  dosFitrtsehreitens  folgendermatisen 
bezeichnen.  Für  einen  Funkt  mit  den  Incrementen  dx  und  dy, 
welcher  in  E  eintritt,  muss  nach  der  getroffenen  Annahme 


(16) 


dx  dy     ^ 


>0 


sein.     Weil  nun  nach  (14)  die  Incremente  ^dx  und  a dy^  die 
zu  einem  auf  der  Begrenzung  fortschreitenden  Punkte  gehören, 

in  dem  Verhältniss  der  Griissen  —   ..—  und  -x—  stehen  ond  re- 

dy  dx 

speetive  dieselben  Vorzeichen  haben,  so  folgt  aus  (16)  die  Un- 
gleichheit 

(17)  ö  X  (a  d  7/)  -  cf  ff  (Qdx)>  0. 

Nach  derselben  (vgl.  §  92)  Hegt  die  Richtung  (dx,  dy)  eines  in 
E  eintretenden  Punktes  zu  der  Richtung-  des  Fortschreitens 
{Qdx,  a  d  y)  wie  die  positive  x  zu  der  positiven  y  Axe.  Wenn 
also,  wie  bisher^  angenommen  wird,  dass  man  von  der  x  ib 
der  y  Axe  durch  eine  Drehung  um  einen  Viertelkreis  von  links 
nach  rechts  gelange,  so  erfolgt  das  vorgeschriebene  Fortschrei- 
ten des  Punktes  in  der  Begrenzung  von  F  so,  dass  sich  der- 
selbe um  das  Innere  von  E  Htets  links  herum  bewegt. 

Falls  die  Begrenzung  von  E  fUr  x  und  y  constante  Werthe 
liefert,  innerhalb  deren  jede  Variable  bleiben  muss, 

(18)  a<x<A,  b<y<B, 

80    erhält    die    obige   Gleichung   (11)    die    besonders   einlache 
Gestalt 

A 


'J{Q(a.y)-Q(A,y)}dy, 


wo  auf  der  rechten  Seite  nur  explicirte  gegebene  Functionen 
von  X  nach  x^  von  y  nach  y  zu  integriren  sind.  Hier  besteht 
die  Begrenzung  von  ^aus  vier  Theilen,  in  denen  die  eingeftlhrte 
Function  &  beziehungsweise  durch  die  Ausdrücke  x—a,  B-H, 
Ä — x,y  —  b  zu  ersetzen  ist;  in  dem  ersten  Theile  wird  ü=l 
in  dem  zweiten  p=l,    in  dem  dritten  (j=— 1,   in  dem  viertco 
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ß  =  — 1,  80  das8  bei  beständigem  Fortscbreiteii  die  rechte  Seite 
von  (19)  die  folgeude  Anordnung  erhält 

BAS  A 

(20)  fQ{a,p)dy+  fp(x,B)dx-jQ(A,ij)dy-  fp{xMdx, 

k  a  b  « 

Der  zugehr»rigc  Punkt  (x,tf)  durchläuft  hier  in  dem  angegebenen 
Sinne  dm  Uint'ang  des  durch  (18)  bezeiL-litieten  Reebtecks. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Cileichung  (6)  hat  das  Inte- 
gral (7)  den  Werth  Null,  so  dass  die  Gleichung  (15)  zu  der 
folgenden  wird 

(21)  0^  fiPifdx-^'qijdy). 

Es  miige  nun  die  Begrenzung  von  E  aus  einer  einzigen  in  sich 
znrückkelirendeu  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  bestehen. 
Hier  hebe  man  zwei  verüehiedene  Werth^ysteme  (x^,  jo)  und 
(j:,,//,)  heraus,  dur4'li  weh-he  die  Mannigfaltigkeit  in  zwei 
Theile  zerfallt,  und  zerlege  das  auf  der  rechten  Seite  von  (21) 
befindliche  Integral  in  zwei  enteprecbende  Theile.  Das  eine 
Integral  bezieht  sich  auf  den  Tbeil  der  Mannigfaltigkeit^  der 
sich  bei  dem  durch  die  Vorzeicben  q  und  a  bestimmten  Fort- 
schreiten von  (x^j^ft)  bis  (Xj^yJ  erstreckt,    und  wird  so  notirt 

fiPQdx-^Qüdyy, 


das  zweite  Integral 

f{F^dx  +  Qüdy) 

ist  über  den  zweiten  Theil  der  Mannigfaltigkeit  auszudehnen»  wel- 
cher bei  dem  weitereu  Fortschreiten  von  (x,,  y^)  bis  ix^yy^)  zurück 
durchiauf'eu  wird.  Wegen  der  Gleichung  (21)  muss  das  zweite 
Integral  dem  ersten  entgegengesetzt  gleich  sein.  Statt  das 
zweite  Integral  negativ  zu  nehmen,  darf  man  aber  auch  q 
dnrch  —  (/  und  zugleich  o  durch  —a  ersetzen.  Alr^danu  be- 
zeichnen die  Elemente  — q  dx  und  — ody  ein  im  entgegenge- 
setzten Sinne  erfolgendes  Fortsehreiten  in  demselben  Theile 
der  Begrenzung,  wodurch  man  von  dem  Punkte  [x^^yj  zu 
dem  Funkte  (a;,,yj  gelangt.  Hieruaeh  entsteht  aus  (21)  die 
Gleichung 
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(22) 


,('i.yi) 


,{*i.>i) 


/{FQdx+  Qady)=  f{-Pqdx  —  Qady) 


Ue.¥ii> 


t-To-ITo) 


Dieselbe  lehrt,  dass,  wcttn  von  deni  Werfksysiem  (a?„,  y^)  nach  dem 
Wertfisijstüm  (jc^,  yj  zwei  Mannifffaltigl'ettcn  der  ernten  Ordnung 
geführt  werden,  die  zusammen  die  Begrenzung  eines  Gebieten  E 
ausmachen,  in  tvdchern  die  Gleiehmtg  (ö)  befriedigt  ist^  und  wetm 
ausserdem.  F  und  Q  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen 
sindf  alsdann  die  beiden  zugehörigen  in  (22)  bezeicfineten  Inte- 
grale denselben   Werfk  habeft. 

Setzt  man  bei  der  in  (18)  angegebenen  Begrenzung  a=x,, 
h^y^,  Ä=x^,  B=y^,  so  ergiebt  sieb  aufGriuidder  Bedingung 
(0)  aus  dem  Verschwinden  der  in  (20)  wiederholten  rechten 
Seite  von  (19)  die  folgende  mit  (22)  correspondirende  Gleichung 

y<'l  /iVl  f,*i  .^Ht 

(23)  JP{x,y,)dx  +/Q(x,,g)dy=JPix,g,)dj:.  ■¥  J Q{x,,y)dy. 

*v  Sil  J'«  *• 

Nach  (22)  hat   das  dortige  von  dem   Werthsystem  (x^,  yj 
bis    zu    dem  Werthsystem  {x^,  g,)    erstreckte    Integral    einen 
Werth,   welcher  von  der  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 
über   welche    die  Integration    auszudehnen    ist,    nicht    abhängt 
Wird  innerhalb  eines  Gebietes,   in  dem  die   Oleichijug  (6)  be- 
friedigt ist,  und  für  P  und  Q  die  erwähnten  Voraussetzungen 
der   Stetigkeit   gelten,    das   WerthsyBtem  {x^,  y^)  als  fest,  das 
Werthsystcm  (x,,yj   als   beweglich  angesehen,    so   drlickt  Jas 
genannte  Integral  eine  Function  der  beiden  Variabein  Jc,,  y,  aus, 
von  der  sich  zeigen  Ulsst,  dass  sie  als  ihre  partiellen  Differen- 
tialquotieuten    in    Bezug   auf  x^  und  y,   die    correspoudiremien 
Werthe  der  Functionen  P  und  Q  hervorbringt     Eine  partielle 
Äenderuug  des    Werthsystems  (x^,  yj  möge   so    erfolgen,   dass 
ic,  um  die  Grösse  h  wächst     Damit   das    betreffende   Integral 
entsprechend  geändert  werde,  kann  die  zugehörige  Mannigfaltig- 
keit der    ersten  Ordnung    zuerst   wie  frlther  von  (x^,  yj  naoii 
{^tiPi)t  dann  von  hier  ohne  Aenderung  drs  y  nach  deni   Wer^ 
System  («i+A,  j/J  geführt  werden.    Demnach   bekommt   das  in 
Rede  stehende  Integral  als  Zuwachs  ein  von  (x^,  yj  bis  {x^+h,1fJ 
zu  erstreckendes  Integral,  das  den  Ausdruck 

^ri  +  h 

(24)  JPix^yjdx 


• 
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hat.  Der  partiellf  Differenzenquotient,  welcher  hieraus  durch 
Division  mit  h  entsteht,  ist  aber  bei  abnehniendem  A,  falls  die 
Function  Fix^^ij^i  für  t-incn  unter  h  licgundun  Zuwachs  von  x 
um  eine  unter  einem  beliebig  kleinen  k  bctindliche  Grösse 
schwankt,  nach  *?  22  von  dem  Grenzwerth  Fix^,y,)  hftchstens 
um  A  Ycrst'hieden.  Ebenso  hat  eine  partielle  Acndcrung  des 
WertbsyHtenis  (J^,,j/J,  bei  dem  i-,  un^eHndert  bleibt  und  ,?/,  um 
k  wächst,  den  Effect,  dass  zu  dem  Integral  (22)  der  Zuwachs 

hinzukommt,  welcher,  durch  k  dividirt,  einen  partiellen  Differen- 
zenquotieiiteu  liefert,  der  bei  aljnehiuendem  k  in  gleicher  Weise 
gegen  den  Grenzwerth  Q{x^,if^)  convergirt 

Hiermit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  erwiesen,  dass  aus 
der  Gleichung  (<i)  die  Existenz  eintr  Function  folgt,  ihren  nach 
X  und  y  su  nehmende  partielle  Ih'ffert'nfiuJqttofienü-n  heziehmiys- 
weise  (ßekh  P  und  Q  sind;  eine  solche  Function  mrd  durch  das 
Integral 

(26)  JiFdz+Qdy) 

dargestellt^  hei  dem  die  Integration  auf  einer  hdithigen  Maiinig- 
faliigkeit  der  ersten  Ordnung  von  dent  System  (ar„,  y„)  bis  zu 
dem  System  {x,y)  äu  erstreclett  ist,  und  wo  dx  und  dy  die  dt-ni 
Fortschreiten  auf  der  Mannigfaltigkeit  etitspnchaiden  Jncremente 
von  X  und  y  bedeuten,  welche  auf  der  Unken  Seite  von  (22) 
gdx  und  ady  genannt  worden  sind.  Das  Integral  (26)  ver- 
sehwindet offen  ha  r  für  x^=3;^„y=y^. 

Auf  der  linken  und  rechten  Seite  von  (23)  wird  die  be- 
zeichnete Function  der  Variabein  x^  und  y^  für  den  Fall  aus- 
IpedrUckt,  dass  der  eine  Theil  der  gewühlten  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  Ordnung  einem  con«tanten  x,  der  andere  einem  con- 
stanten  y  entspricht 

Kennt  man  ausserdem  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  5(*'"jJ')>  f^'i"  welche  die  iia.ch  x  und  y  genommenen 
partiellen  Differeuzenquotienteu  hei  abnehmenden  Incrementcn 
respective  von  den  vorgeschriebenen  Functionen  P  und  Q  stets 
um  weniger  als  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  k  differiren,  so 
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läSBt  sich  dureli  ein  dem  §  24  entsprechendem  Verfahren  nach- 
weiseo,   dass  das  Inte^al  (26)  gleich  der  Differenz  der  Fano- 

tionswerthe 

(27)  %i^>y)-^{^o,t/.) 

ist.  Denn  da  der  Unterschitd  des  Integrals  (26)  and  der 
Function  5  (x,  p)  iniierhalh  des  ganzen  betreffenden  Gebiets 
der  Variabein  x,tf  nach  x  und  t/  partielle  Differeuzeuquotienten 
hat,  die  bei  abnehmenden  Incrementen  um  weniger  als  dieselbe 
beliebig  kleine  Grösse  von  Null  differiren,  so  lehrt  die  Be- 
trachtung der  successiveu  Wcrthe  auf  einer  von  (^'oiyo)  "*ch 
(x,p)  gehenden  Mannigfaltigkeit  der  ernten  Ordnung,  dass  der 
bezeichnete  Unterschied  eonstant  sein  muss.  Weil  nun  (26) 
und  (27)  flir  x^^x^^y^y^  verschwinden,  so  sind  sie  einander 
gleich. 

§  98.    Analytische  Transformation  eines  doppelten  Integrals. 

Durch  die  Gleichung  (13)  des   vorigen  §  wird  ein  Mittel 

geboten,    um    die  Gleichung  (4)    des  §  9<5    für  w=2    oder   die 

hiermit  iibereiustiminende  geometrisch  begründete  Gleichung  (10) 

des  §  92   analytisch    zu    beweisen.     An    die    zuerst    genannte 

Gleichung   anschliessend  mögen  zwei  Functionen  F  und  G  der 

unabhängigen  Variabein   x  und  y  betrachtet   werden.     Insofern 

für  eine  der  Functionen  F  die  in  (2)  des  vorigen  §  enthaltene 

Gleichung 

JBF\        JBF_\ 

^  ^  dy      ^      dx 

gilt,  kann  die  von  den  Functionen  F  und  G  in  Bezug  auf  ilifl 
Variabein  x  und  y  genommene  Functiouakleterniiuante  st»  dar- 
gestellt werden 

SF  äG  _SFiG^  \\i^)_  KIl)  , 
^  '  Bx    dy        hy    Bx  dy  da: 

wodurch  das  doppelte  Integral 
bei  der  Substitution 


dy   Bx 


(4) 

in  den  Ausdruck 


übergeht.  Wir  betrat^btea  das  Integral  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung, das»  die  Fiiiictionaldeterniinante  in  dem  Integrattons- 
gebiet,  weh-hus  durch  die  mit  (äj  des  §  96  eorrespondireudeu 
Ungleicbheiteu 

(6)  JF'(0)<F<F(1),  ö(0}<Ggö(l) 

bestinimt  wird,  stets  poeitiv  sei,  dass  ferner  JP  bei  cotistantem  G^ 

von  F(i^)  Itis  /'Y1),  und  G  bei  konstantem  F  von  fr(0)  bis  G(l) 
beständig  wachse. 

Vermöge  (15)  des  vorigen  §  ist  das  doppelte  Integral  (5) 
gleich  einem  auf  die  Begretr/ung  des  (iebietes  bezüglicbeu  ein- 
fachen Integral^  das  durch  Sul>stitution  der  in  (4)  angegebenen 
Functionen  zu  dem  Integral 

wird;  mithin  ist  das  obige  Integral  (3)  dem  letztern  gleich. 
Die  Hegrunznng  setzt  sieb  aus  vier  Theilen  zusammen,  in 
denen  di(3  im  vorigen  §  mit  0  bezeichnete  Function  nachein- 
ander die  folgenden  Ausdrücke  annimmt, 

(8)  F-  F(0),  G(l)  -  G,  F{\)  -  F,G-G{0}, 

Von  den  entsprechenden  vier  Theilen  des  rntegrals  (7)  wird 
der  erste  und  dritte  Theil  gleich  Null,  weil  fU^;  jedes  Werth- 
»ystera  der  Begrenzung  die  Function  F  constant  bleibt,  und 
darum  das  zugeh<>rige  in  G  multiplicirte  Element  des  Integrals 


(Ö) 


er    .   ^  ^F    j 


tiberall  verschwindet.  Dagegen  ist  die  Function  G  in  dem 
zweiten  Theile  constant  gleich  G(lJ,  in  dem  vierten  constant 
gleich  G  (0),  so  dass  der  betreffende  Werth  als  Factor  vor  das 
Integralzeichen  treten  darf.  Bei  den  durch  die  Vorzeichen  q 
und  a  bestimmten  Inerementeu  Qdx  und  ady  bewegt  sich  das 
Werthsystem  (jf,  f/)  im  zweiten  Theile  des  Integrals  so,  dass  F 
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dF  da       dF  BG 

da:   öy        dy    Bx 
nacb  denen,  mit  Rücksicht  auf  den  positiv  angenommenen  Werlh 
der  im  Neuner    stcbeiideii  Fiiüctionaldeternihiante,  q   das  Vor- 


BG  BO  ,        xr  -   t  ^^        ^^ 

-^r-  =  — ^-,  {j  das  Vomeidien  von  —  ^-  =  .- 
dl/  Oy  üX         v>r 

haben  muss;   für  den  vierten   ergiebt  sieh    die  gleiche  Ueber- 

einstimmung.     Aua  diesen  Gründen  sitellt  vermöge  der  zwischen 

(26)  und  (27)  des  vorigen  §  bestehenden  Gleichheit  das  ober 

den  zweiten  Theil  der  Begrenzung  ausgedehnte  Integral 


//BF  BF  \ 


die  DiflFerenz  der  Functionswerthe  F(l)  — P(0),  das  gleiclige- 
bildete  über  deu  vierten  Theil  der  Begrenzung  erstreckte  Inte- 
gral die  Differenz  der  Fiiuctionswerthe  FiSi)  —  F{\)  dar,  und 
da  das  erste  mit  G(l),  das  zweite  mit  tr(0)  zu  niultiplicir^'D 
war,  80  geht  als  Werth  des  Integrals  (3)  der  Ausdruck  hervnr 

(12)  {F{i}-Fm  (r;(i)-f;(o:,), 

welcher  bewiesen  werden  sollte.  Für  den  Fall,  dass  die  iu  (^^ 
unter  dem  Integralzeichen  stehende  Functionaldeterminante  in 
dem  bezüglichen  Integrationsgebiet  das  negative  Zeichen  besitit, 
ist  ihr  negativ  geuommener  Werth  gleich  dem  Ausdruck,  in 
welchen  die  Fniictioualdetcniiiiiaute  durch  Vertauschang  der 
Functionen  /*'  und  <t  übergeht.  Mittelst  der  angestellten  Bc- 
traebtuugcn  erhält  uian  dann  für  das  Integral 


Difierentislansdrucke  von  drei  Vurtiibeln. 


//-(: 


,dx  By        Bff  Bx  j 

denjenigen  Werth,  welcher  aus  (12)  durch  die  Vertauschung 
von  F  und  G  entspringt,  das  heisst  den  Werth  (12)  selbst,  wie 
zn  beweisen  war. 

Auf  diese  Weise  ist  die  UmformuDg  der  doppelten  Inte- 
grale analytisch  begründet. 


§  90.    Bedlngnitgeii  der  Integrabllltät  für  Dlffereutlal- 

anadrtloke  von  txiehx  ali  zwei  Varl&beln,    Trasiformatlon 

von  Bifferentlalatisöracken  durch  Elnftthmn^  eüiei 

Syitem«  von  neudn  V&rlAbeln. 

Es  werden  jot/.t    die   Bedingungen    der   Integrabilitilt   fllr 
einen  Uirterentialausdruek  dreier  Variabelu 
(l)  Pdx+qdy  +  Rds 

durch  ein  Verfahren  bewiesen  werden,  welehes  sich  auf  Diffe- 
rentialausdrücke  von  beliebig  vielen  Variabeln  ausdehnen  läast. 
(Vgl.  Beiträtje  zu  der  Theorie  der  ümhehrumj  dnt'ft  Fundionen- 
sifsteftis,  Nai'hriuhten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Güttingen,  Novenibcr  1870.) 

Nach  (4)  des  §  97  bestehen  die  zu  (1)  gehörigen  Bedin- 
gungen in  den  drei  Gleichungen 

Bx  Bif  ^  Bx  Bä  *  Btf  Bm 
Auch  hier  antersuchen  wir  zuerst  einen  Ausdruck  (l),  in  welchem 
die  Functionen  P,  Q^  Ti  für  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  der 
drei  Variabein  ar,  y,  b  eindeutig,  endlich  und  stetig,  sonst  aber 
beliebig  gegeben  sind,  und  bilden  ein  doppeltes  Integral,  in 
welchem  die  in  (2)  auf  den  linken  Seiten  belindlichen  Verbin- 
dungen angewendet  werden.  In  der  bezeichneten  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  sei  eine  Mannigfaltigkeit  E  der  zwei- 
ten Ordnung  durch  das  Constantsetzen  einer  Function  F{x,yy8) 
bestimmt,  und  durch  eine  Bedingung  (^  (.r,  y,  z)  :>  0  begrenzt,  so 
dass  fUr  das  Innere 

(3)  F{x,  y,  <.)  =  Const.,  9  (x,  y,  -^)  %  0, 

mithin  auch 
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(4) 


rfF= 


BF 


dx  + 


dF 


dtf  + 


BF 

de 


0. 


*-T — > -^ — > -^ —    haben,    die  niemals  gleichzeitig  versehwiiKlen 


ist.    Bei  den  zu  (3)  gehörenden  Werthsystemen  mögen  die  Ein- 
heiten tf^y  jy,,  »^j   respeetive   das  Vorzeichen    der   drei  Grössen 
.BF     BF    BF^ 
Bx      By      Be 

dürfen.  Je  nachdeui  man  unter  den  drei  Variabein  :i',  y,  z  die 
erste,  zweite  oder  dritte  als  Funetion  der  beiden  übrigen  aüf- 
fas8t,  entspricht  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  E  eine  Mannig- 
faltigkeit J?j  der  y,  r,  E.^  der  z^  a;,  E^  der  x^y\  es  möge  von 
den  Iblgeudeu  drei  Integralen  das  erste  über  E^,  das  zweite 
über  J?g,  das  dritte  über  E^  ausgedehnt  werden.  Daun  lässt 
sich  das  Aggregat 


(5) 


^IM'%^-'-'-fM-'Si^- 


in  ein  einfaches  Integral  verwandeln. 

Bei  der  Auflösung  der  Gleichung  (3)  nach  x,  y,  z  könueo 

zu   jedem   System  von    zwei    unabhängigen  Varialieln    mehrere 
Werthe  der  abhängigen  Variable  gehören;   demgcnmss  sind  die 
in  (5)  angedeuteten  Integrationen  so  auszuführen,  dass  die  sämrat- 
iichen    betreffenden    Werthe    nach    einander    zur    Anwendung 
kommen.    Zunächst  betrachten  wir  aber  die  Voraussetzung,  dass 
die  abhängige  Variable  immer  nur  einen  Werth  ha!>c,  und  dass 
die  Zeichen  /;,,  *j^,  r^,  für   die  betreffenden  Integrationsgehiete 
ungeändert  bleiben.     Man  kann  nun  das  Element  jeder  doppel- 
ten Integration  durch  Einführung  einer  neuen  Variable  in  jedes 
andere  verwandeln.     Es  ergeben  sich  durch  Auflösen  der  anter 
den  Zeichen  vorkomnienden  Ditferenzen    und    Vereinigen  de^ 
jenigen    Integrale,    in    welchen    beziehungsweise  P,  ^,  B.  vor- 
kommen, die  Bestaudtheile 


(6) 


(7) 


(8) 


dxdy 


dyds 


ä  z  dx 


-IM- 

-IM- 
-jjt'"" 


}zäx^ 


dxdy, 


d,, 


i 
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'zureiche  wir  so  umformen,  dass  in  dem  ersten  nur  nach  dx  dy, 
^em  zweiten  nur  nach  dy  dz,  dem  dritten  nur  nach  de  dx  inte- 
^rirt  wird.  Um  in  dem  zweiten  Summanden  von  (6)  statt  8  die 
Variable  y  eiuzuitihren,  hat  man,  da  x  ungeändert  hleibt,  das 
positive  Diflferential  dz  durch  das  Product  aus  dem  positiven 
X>ififerential  dy  und  dem  absoluten  Werth  des  .Differentialquo- 

-tiienten  -^  zu  ersetzen,  welcher  nach  der  bei  der  Voraussetzung 

^a:=0  in  (4)  enthaltenen  Gleichung 

dF 
^en    Werth r^  hat,  und  dessen  das  Vorzeichen  mit  —  /;„  /;, 

"übereinstimmt.     Daher    kommt    statt   —ri^de    der   Ausdruck 

ay,  -^  dy.     Auf   gleiche    Weise   erkennt    man ,    dass    in    dem 

szweiten  Summanden  von  (7)  und  (8)  respective  statt  — r}^dx 

^er  Ausdruck  tj^^dz,  statt  —r^^dy  der  Ausdruck  r)^~dx  zu 

«ubstituiren  ist,  wodurch  (6),  (7),  (8)  die  folgende  Gestalt  an- 
siehmen, 

^ach   ihrer  Entstehung  beziehen  sich   die  partiellen   von  einer 
Variable  nach  einer  zweiten  genommenen  Differentialquotienten 
auf  die  Voraussetzung,    dass   die   eine  Variable   eine  Function 
der  zweiten  und  dritten  sei;  sie  haben  die  Werthe 
dF  BF  dF 

/-„.  öz _dy    d.v_      dz    By Bx 

^^^  dy~      BF' BJ  ~  ~  dF' dx~      BF' 

Bz  Bx  By 
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Werden  x,  y,  e  als  die  reehtiviukligen  Coordinaten  eines 
Pnnktes  im  Raunie  gedeatet,  so  gehören  die  Wcrtlisy steine  des 
Integrals  (r»)  zu  der  in  (3)  dargestellten  liegreu'/tew  ObertiUche 
E,  während  dyde,  djidx,  dxdp  rospective  die  Elemente  der 
auf  die  i/ä",  escy  xy  Ebene  genommenen  Projeetionen  E^yE^^E^ 
sind.  In  §  93  jst  das  Element  einer  Oberrtächc  durch  das  Ele- 
ment der  Projeetion  auf  die  ys  Ebene  ausgedrüekt,  und  zwar 
geht  die  dortige  Formel  (3)  bei  den  gegcmvärtigen  Bezeichnun- 
gen in  die  folgende  über 


(U) 


•'O'-O'-©' 


rudydz. 


Gleiehzeitig  folgt  ans  dem  m  ehen  Über  die  Transformation 
verschiedenen  Integrationen  Gesagten,  wie  sieh  aueh  ans  der  geo- 
metrischen Anschauung  ergieht,  dass  bei  der  Wahl  einer  anderen 

Projectionsebene  statt  —^  —  beaiehungaweise   die  Ausdrtlcke 

^*-x_,— I  ^'  -   ■      zn  setzen  sind. 

dtf  dg 

Das  Integral  (10),  bei  dem  £!  eine  Function  der  unabh 
gigen  Variabein  rr  und  y  ist,  enthält  den  unter  diesem  Gesichts- 
punkt nach  y  genommenen  partiellen  DitTereutialiiuotienten  von 
P;  daher  liefert  die  für  ein  festes  x  auszuführende  Integratiou 
nach  y   die  Function   P  als    unbestimmtes  Integral.     Derselben 
ist   aus    früher   angegebenen    Gründen    bri    dem  Eintritt  oiue? 
Wertbsystems  von  wachsendem  y  in   das  lutegratitinsgebiel  i", 
das  negative,    bei  dem  Austritt  das  positive  Vorzeichen  beizn- 
legen.     Ftlr    die   Incremente  eines   Werthsystcms  (j,  y,  z),  «Ifl" 
sich  von  der  Begrenzung  aus  in  E  bewegt,  hat  man  auf  GroJid 
von  (3)  die  llelationen 


(15) 


.-  rfar-f  .    dy+  ^    de^i) 
dx  dl/  dz 

da;  dy     ^      de 
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Bz  Bx      Bx  Bz  ' 

BF  BO_BFBe^j^ 
Bx  By      By  Bx  ' 

folgen  aus  (15)  durch  Elimination  von  dx^  dy,  de  die  Gleichungen 

(17)  D,dy~D,dji=^~de  ' 

dx 

D,dg-D,dx=i^dQ 
By 

D,dx  —  D,dy=i^dQ. 

V  Z 

Vermöge  der  Voraussetzung,  dass  in  E  zu  jedem  Werthsystem 
von  zwei  unabhängigen  Variabein  nur  ein  Werth  der  abhängi- 
gen gehöre,  entspricht  die  Begrenzung  der  Gebiete  E^^  E^j  E^ 
der  Begrenzung  von  E,  weshalb  die  drei  vorliegenden  Glei- 
chungen beziehungsweise  für  die  Begrenzung  von  i\,  E^,  E^ 
gelten.  Da  beim  Eintreten  in  E  und  somit  auch  in  E^  das 
Differential  d  0  >  0  sein  soll,  und  da  ftir  ein  Fortschreiten 
in  JF.,  wofern  das  Increment  von  x  gleich  Null  ist,  die  Gleichung 

BF 
—  j)^ß,y=,  —  dQ  besteht,  so  gehört  zu  dem  positiven  Increment 

BF 
dy  ein  Eintreten  in  E^  oder  ein  Austreten,  je  nachdem  —  D^  ^— 

positiv   oder  negativ   ausfällt    Man   bezeichne   die  Vorzeichen 

BF 
von  2)i,  Da,  Z>3  respective   mit   e,  a,  t,   so  dass  —  ^i~E~  ^^^ 

Vorzeichen  von  —  q  i?,  erhält.  In  Folge  der  für  das  Vorzeichen  der 
Function  P  aufgestellten  Regel,  bei  einem  Eintritt  in  E^  negativ, 
bei  einem  Austritt  positiv  genommen  zu  werden,  muss  dann  P 
das  Vorzeichen  von  q  r/,  bekommen.  Demnach  geht  (10)  mit 
Weglassung  von  r;J  =  1  in  das  einfache  Integral 

(18)  fPg  dx 

über.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  bei  (11)  die  Integration  nach 
z^  bei  (12)  die  Integration  nach  x  vollziehen,  wodurch  die  ein- 
fachen Integrale  iQa  dy  und  /Ar  dz   entstehen.     Mithin   wird 
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das  Aggregat  (5)  gleich  dem  Aggregat  von  eiufaL-lien  lutegralen 
(19)  /Fq  dx  +  /QfT  dij  +  füT  dg. 

Es  siud  jetzt  noch  die  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen,  bei 
denen  die  Auflösung  von  (3)  für  ein  System  von  y.wei  unabhän- 
gigen Variabein  melir  als  einen  Wertli  der  abhängigen  Variable 
hervorbringt.   Seien  die  erstem  x  und  y,  so  lehrt  die  Gieicbung 

BF 

(4),   da88   a\x   einen   von  Nnll  verschiedenen  Werth  von  — ^ — 

der  Aendernng  von  x  um  dx  und  von  y  um  ä\j  eine  bestimmte 
Aenderung  von  s  um  dz  entspricht  Dagegen  ist  es  möglich, 
dass  mit  dem  Fortschreiten  eines  Werthsystems  Xy  y  zu  einem 
in  der  Nähe   befindlichen  Werthsysteme   der  Uebergang   von  z 

dF 

zu  mehreren  verschiedenen  Wertben  correspondire,  sobald     r— 

nur  in  einer  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  versehwindet 
Wir  nehmen  an,  dass  in  derselben  immer  nur  zwei  Werthe  von 

e  zusammenfallen,  dass  die  Function  ^^  auf  der    einen  Seite 

dz 

positiv,  auf  der  andereu  negativ  sei,  mithin  das  Vorzeichen  von 

t]^  bei  dem  Ueberschreiten  dieser  Mannigfaltigkeit  in  E  wechsele, 

und  dasa    das    Element    eines   doppelten   Integrals  — ^-^-_— '    ^ 

oF 

TT 

wie  in  dem  Beispiele  des  §  93,  für  ein  Gebiet^  in  dessen  Be- 
grenzung der  Nenner  verschwindet^  eine  Integration  zulasse. 

Um  die  so  eben  ausgesprochenen  Forderungen  zu  erWn- 
tern,  nir^ge  ein  Beispiel  behandelt  werden,  in  welchem  der  vor- 
hin erwähnte  Fall  enthalten  ist,  und  das  eben  so  leicht  geome- 
trisch aiifgefjisKt  werden  kann.  Es  sei  F(x,  f/,  £f)  gleich  der 
mit  drei  von  Null  verschiedeuen  Coefficienten  .1,  B  und  (7  ge- 
bildeten Function 

Äx^  +  Biß  -f  Cff«, 

der  in  (3)  vorgeschriebene  coustante  Werth  gleich  der  Einheit. 

Der  partielle  Differentialqnotient    ^-  =20^  verschwindet  onr 

fllr  jff=0,  wodurch  zwischen  x  und  v  die  Gleichung 
Ax''  +  By^  =  l 


p 


idÜi 
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entsteht.  Da  die  Variable  e  als  Function  von  x  und  y  mit  Hülfe 
einer  positiv  oder  negativ  zu  nehmenden  Quadratwurzel  ausge- 
drückt wird  

^  =  eF ^ , 

80  leuchtet  ein,  dass  die  beiden  vorhandenen  Werthe  von  z  nur 
in  derjenigen  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  zusammen- 

fallen,  in  welcher  -^—  verschwindet,  und  dass,  falls  diese  Man- 

oz 

nigfaltigkeit  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  F  (a;,  y,  xr)  =  1 
überschritten  wird,  -^—  sein  Vorzeichen   ändert.     Gleichzeitig 

nimmt  das  zu  untersuchende  Element     ^*  .  den  Ausdruck 


an,  wo  1^3  dasselbe  Vorzeichen  wie  Cb  hat.  Die  Mannigfaltigkeit 
der  Variabein  a;,  y  wird  hier  durch  die  Bedingung 

c 
begrenzt.    In  dem  Falle,  dass  A  und  B  positiv  sind,  lassen  sich 
X  und  y  durch  zwei  neue  Variabein  s  und  ?//,  deren  erste  positiv 
sei,  wie  folgt,  ausdrücken 

yjAx^s  cos i/^,  \^y=s  sin  i//, 
80  dass  die  vorliegende  Bedingung  in  die  Gestalt 

-^^^ 

übergeht.  Mithin  nimmt  die  Variable  s  in  der  Begrenzung  den 
Werth  der  Einheit  an  und  muss  im  Innern  der  Mannigfaltigkeit, 
wofern  C>0  ist,  kleiner,  wofern  C<:0  ist,  grösser  als  die 
Einheit  sein;  daher  kann  man  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
die  Integration  nach  s  zwischen  der  Einheit  und  einem  passend 
gewählten  Werthe  s^,  nach  \p  zwischen  zwei  beliebigen  Werthen 
\p^  und  i/Zj  ausdehnen.  Zufolge  der  für  die  Umformung  eines 
doppelten  Integrals   bestehenden  Regel   ist  das  Element  dx  dy 

durch  das  Element     ^—  .— ,  mithin  das  zu  untersuchende  Ele- 
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raeut  durch 


iy„  sdsdtp 


\G[}'B2Cb 


f'' 


C 


zu  ersetzen.  Da  sich  hier  der  für  5  =  1  verschwindende  A 
druck  1  —  s"  im  Nenner  unter  einem  Quadratwiirzelzeichen  be- 
findet, so  darf  die  Integration  nach  s  verm^ige  der  iu  §  73  anf- 
geetellten  Regel  zwischen  den  Wertheu  s  —  s^  und  s=l  ausge- 
dehnt werden,  also  besitzt  daa  betreffende  Element  die  verlangte 
Beschaffenheit. 

Wofern  Ä  und  B  verschiedene  Vorzeichen  haben  und  etwa 
-<1>0,  jB<:0  ist,  läset  sich  vermittelst  zweier  neuen  Variabein 
s  und  t  die  Substitution 


^Äx=s 


}^—By=s 


t       —I 
c  — e 


.*«7i 


bilden,  wo  e  die  Basis    der   natürlichen  Logarithmen  bedeutet 
Alsdann  kommt 

und  man   hat  für  die  Mannigfaltigkeit  der  Variabein  x  und  y 
virieder  die  Bedingung 

1  —  s" 


C 


^0, 


weshalb  der  numerische  Werth  von  s  im  Innern  der  Manni 
faltigkeit  ftir  C>0  unter,  für  C<0  über  der  Einheit  bleiMi 
für  die  Begrenzung  gleich  der  Einheit  wird.  Der  Kürze  halber 
betrachten  wir  nur  positive  Werthe  von  s,  denen,  wie  man  sieht, 
nur  positive  Wertlie  von  x  entsprechen.  Ans  der  Regel  für  die 
Umformung  eines  doppelten  Integrals  ergiebt  sich  jetzt  statt  des 

Elements  dxäti  das  Element     /  ^ ' -L  ,  ?  wodurch    für  das  in 

untersuchende  Elemeut  der  Ausdruck 

»y,  s  ds  d  t 


I 


eintritt.  Bei  demselben  ist  es  auf  Grund  der  angeflihrk'n  He^l 
gestattet,  die  Integration  nach  s  zwischen  .s=  1  und  einem  der 
geltenden  Bedingung  genügenden  Werthe  s=s,,  die  Integration 
nach  t  zwischen  zwei  beliebigen  Werthen  t^  und  t^  zu  voUziehca, 


c 
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60  (ias8  auch  gegenwärtig  die  Itlr  diis  Element       -^^-       ge- 

stellte  Forderung  erfüllt  ist. 

In  Ki-frert'  des  allgemeinen  Falles  beschrJlnken  Avir  niia 
auf  eine  Andeutung  des  eiuÄUSfhlagendcu  Weges,  enn>iehlen 
aber  auch  liier,  mit  einer   geometrisehen  Hetraehtung  aiizufau- 


gen.     Wenn 


De 


für  ein  Werthsytitcra  x^^a^  f/  =  h,  s^c   ver- 


schwindet, 80  werde  x=a+^,  y  =  b->tr^,  z  =  c-\-'C  gesetzt  und 
die  Differenz  F{x,  y,  s)  —  F{a,  6,  c)  nach  dem  T^y/oreclien  Satze 
bis  anf  diejenigen  Glieder  entwickelt,  welche  nach  den  Incrc- 
menten  £,  a,,  «'  von  der  zweiten  Ordnung  sind;  hierbei  entstehe 
der  Äusdrack 

+  l  F„f+  1  .F„.;'+  l  F,J  +  F„,:t+F„!:S+F,Jr„ 


in  welchem 


ÖF 

ffF 
dx 


F.  = 


F  = 


F  =  -^^,  F  =   ^•^' 


F„  = 


ä-F 


F   -^'-^ 
F=-^ 


för  a?=a,  y  =  Ä,  -r  =  r  ist,  und  naeh  der  Voraussetzung  F^  —  ^ 
sein  muss,  diigegen  F^  und  F^  nirht  gleichzeitig  gleich  Null 
sein  dürfen.  Das  Verschwinden  dieser  Differenz  ersetzt  dann 
bis  auf  den  bei  der  angenäherten  Entwickelung  begangenen 
Fehler  die  obige  Gleichung  ('i),  und  liefert,  falls  7'',^  nicht  gleich 
Null  i>it,  fiir  1'  eine  quadratische  Gleichung.  Wofern  verlangt 
wird,  dass  wenigstens  einer  der  ersten  und  einer  der  zweiten 
partiellen  Difierenliabiuotieuten  von  Null  vorschieden  sei,  so 
stimmt  die  P'orderung  mit  derjenigen  überein,  welche  in  §  64 
der  Function  f^^ir,,  a-j,  ;r.,)  auferlegt  ist.  Es  kommt  also  gegen- 
wärtig nur  die  Vorausi^ettung  hinzu,  dass  F,j,  nicht  gleich  Null 
«ei.  Bezeichnet  man  mit  ü  (5,  t])  eine  leicht  zu  bildende  homo- 
gene Function  des  zweiten  Grades  von  f  und  i,  so  werden  die 
beiden  Werihe  von  1!  wie  folgt  bestimmt 


F„S  +  F„l  +  F„Z  =  ±^-F„(FJ+F,,l)  +  Sia,v). 


L 


Differentialftiisdrücke  von  droi  Variabein. 


Da  nun  andrerseits    der   auf   der  linken  Seite  befindliche  Aas- 

dF 
drack   an   die  Stelle  des  partiellen  Differeiitialquotienten  -^ 

zn  setzen  ist,  so  bat  man  »tatt  des  zu  untersuchenden  Elements 

54^  das  Element 


de 


%dldri 


d%dfi 


zn  erJirtern  ^  und  kann ,  weil  der  unter  dem  Quadratwurzel- 
zeichen betindlii'lie  Ausdruck  ersten  Grades  nach  der  Voraus- 
setzung nicht  Null  werden  darf,  die  Berechtiguu;;  der  Integra- 
tion für  ein  Gelnet,  in  dessen  Begrenzung  der  Nenner  ver- 
schwindet, auf  ähnliche  Art  wie  in  dem  durebf;:eführten  Beispiele 
bcweiseu.     Wofern   also    fLir   eine  Mannigfaltigkeit    der   ersten 

dF 
Ordnung,  in  der  -^—  gleich  Null  ist,  die  beiden  partiellen  Dif- 

cl  F  f}  F 

ferentiakjuotienten    ^ —  nnd    .^      nicht  gleichzeitig  verschwinden 


and 


5/ 


ehenfallö   nicht   verschwindet,   so  dürfen  die  vorbin 


erhobenen  Forderungen  als  erfüllt  gelten. 

Nach  den  getroffenen  Annahmen  zerfällt  die  Mannigfaltig- 
keit E^  der  Variahein  .r  und  1/  in  lauter  einzelne  Tbeile  T,  f7, ... 
in  deren  jedem  /;„  dsisselbe  Zeichen  und  £  nur  einen  Werth  bat, 
wo  aber  in  verschiedenen  Theilen  T,  ü  dieselben  Werthsystewe 
(x^  y)  vorkommen  dürfen;   in    einer  Mannigfaltigkeit  der  ersten 

BF 

Ordnung,  tlr  die     .      gleich  Null  ist,  treffen  zwei  solche  Theile 

u  ß 

Tf  ü  in  der  Weise  zusammen,  dass  zu  demselben  in  das  lunere 
von  r  und  Cr  gerichteten  Fortschreiten  des  Wertb8jstenis(/,jf) 
das  Fortrücken  des  Werthsystems  (x,  ?/,  /)  in  F  nach  zwei  ver- 
sehiedeuen  Werthen  von  2  gebfirt.  Entsprechende  Voraussetzungen 


werden  über  das  Verschwinden  von 


und    ^    ,  bezicbungf- 


weise  die  Bedingungen  gemacht,  unter  denen  für  ein  System 
(y,  z)  zwei  Werthe  von  j?,  und  l'ür  ein  System  (*,  x)  zwei  Werthe 
von  y  coiucidiren,  und   es   möge  alsdann  die  Aussage  gelteo, 


c 
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dass  die  in  (3)  dargestellte  Mannigfiiltigkeit  E  keinerlei  Singu- 
laritäten enthalte.  Nuclidetn  nun  (fV),  (7),  (8)  respecttve  in 
(10),  (11),  (12j  trausforniirt  sind,  verfuhrt  man  mit  judem  der 
letztem  wie  tür  (10)  gezeijjt  werden  wird.  Hier  ist  die  Inte- 
gration nach  einander  lil»er  die  vorhin  bezeiehneten  Theile 
T,  f/, ...  vüii  E^  aus'Äudelmrn,  in  deren  jedem  »^^  ein  nngeiinder- 
tes  Vorzeichen  hat  und  zu  jedem  System  (x,  //)  nur  ein  Werth 
von  £  gehört,  und  von  allen  Resnltiilen  die  Snnmie  zu  nehmen. 
Jedes  dieser  doppelten  Inte^'rale  wird  veruiTtge  der  oben  aus- 
einandergesetzten Behandlung  gleich  einem  einfachen  Integral 
Tou  der  Gestalt  (ly),  folglich  (lOj  gleiuh  der  Summe  der  be- 
treflfenden  einfachen  Integrale.  Die  Begrenzungen  von  T,  U^... 
in  E\  entsprechen  zum  Theil  der  gegebeuen  BogreuKUug  von  E, 
zum  Theil  solchen  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  in  £, 

in  welehen  ^  verschwindet,  und  zwar  gehört  nach  der  ge- 
troffenen Annahme  zu  eiuer  Mannigfaltigkeit  der  letztern  Art 
immer  die  gemeinsame  Begrenzung  von  zwei  Theilen  Tund  ü, 

ä  E 
wobei  für  das  Innere  des  einen,  etwa  des  ersten,     .     >0,  für 

oe 

dF 
das  Innere  des  andern    ^r—  <:  0   ist.     In    der   vorzunehmenden 

ds 

Umfornumg  des  anf  T  bezüglichen   Integrals  (10)  ist  daher  zur 

Darstellung  der  mit  U  gemeinsamen  Begrenzung  statt  der  ohen  B 

genannten  Function,   die    im  Innern  des  Iutegratiotisgcl»iets  po- 

dF 

sitiv  sein  soll,  die  Function  -     -,  dagegen    in   der  Umformung 

des  auf  U  bezüglichen  Integrals  (10)  zur  Darstellung  derselben 

mit  T  gemeinsamen   Begrenzung    statt   Ö   die  Function ^— 

de 

anzuwenden.  Weil  aber  die  Ausdrücke  (16),  von  denen  die 
Vorzeichen  q,  ü,  r  abhängen,  die  Eigenschaft  haben,  bei  einer 
Verwandlung  von  <•)  in  —  fJ  in  die  entgegengesetzten  überzu- 
gehen, so  heben  sich  bei  der  Addition  der  bezeichneten  lutegrale 
TOD  der  Gestalt  (18)  alle  diejenigen  Bestandtheile  wechsclsweise 

BF 
auf,    die   von  Mannigfaltigkeiten   der   ersten  Ordnung   ^^— ==0 

herrühren,   und  es  bleiben   nur  die  Bestandtlieile  übrig,   welche 


TTaupUfttz. 


sicil  auf  die  ursprüngliche  Begreuzung  des  Gebietes  E  beziehen. 
Aus  diesen  Ursnclten  hat  die  Gleichheit  des  Aggregats  (5)  und 
des  Aggregats  |19)  allgeiiu'inc  Oliltigkeit,  sobald  in  dem  letztern 
die  ganze  gegebene  Begrenzung  von  E  durchlaufen  wird. 

Die  Increniente  q  dx,  a  dy,  i  dz  können  zu  einem  Werth» 
System  {x^y^s]  gerechnet  werden,  welches  in  der  Begrenzung 
von  E  in  einem  bestimmten  Sinne  fortschreitet.  Um  eine 
solche  Bewegung  Jiuszudrücken,  hat  man  in  (15)  da.s  Difterential 
(2  0=0  zu  setzen,  und  erhält  dann  für  die  Incremente,  welche 
dort  mit  dx,  rf//,  ds  bezeichnet  werden,  die  Bestimmung,  dass 
sie  in  denselben  Verhältnisiien  wie  die  dortigen  Verbindungen 
D^yD^,D^  stehen  müss^en,  nach  welchen  sich  die  Vorzeichen 
p,  (7,  t  richten.  Der  gleiche  Zweck  wird  erreicht,  sobald  zo 
den  Functionen  F  und  Ö  eine  beliebige  Function  0  von  der 
ßeschaÖenheit  hinzugefügt  wird,  dass  die  Functionaldeterminante 

dx  *  Stf  "  f)^ 

nicht  verschwindet,  und  wenn  hierauf  die  Incremente  dx^  dtf,  äs 
aus  den  drei  Gleichungen 

dF 


(20) 


/>, 


=  D 


(21) 


dF  .         i)F  ,         .... 
da:  äif      ^        de 


dx 


_  -dy-\'--dJi  =  (i 

oij     ^       de 
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S0  30  KJ^ 

Bx  dy     ^        ds 

bestimmt  werden.    Alsdann  erhalten  dx,dy,dg  die  Werthe 


(22) 


dx  = 


D,d0 


dy  = 


D,d0 


deren  Vorzeichen  respective  durch  q,o,  r,  oder  durch  —  p,— «j,-« 
dargestellt  sind,  je  nnchdem  dfp  ein  mit  D  gleiches  oder  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  empfängt.  Diese  Bestinimnng  erfolgt 
durch  da:^  von  Kronecfccr  in  der  Abhandlung  über  Syst(^^  von 
Ftmdionen  mehrerer  Variahchij  Monatsbericht  der  Berliner  Aca- 
demie  vom  März  18G9,  eiugel'ührte  Fortgangsprlncip.  Bei  der 
bezeichneten  Autfassung  der  Incremente  Qdx,üdy,Td£  geht  das 
Aggregat  (19)  wieder  in  ein  einziges  Integral  tiber,  nämlich 

(23)  /{Pq  dx  +  Q4i  dif  +  li  i  dz). 


C_ 


§  99.  Bedin^ingen  der  Intflgrabilität.  Wl 

ÄU8  der  xwiachen  (5)  und  (23)  bestehenden  Gteichbeit 

(PQdx-^Qaäy  +  Rrde) 

ergiobt  sieh  für  die  Annahiiiej  dass  die  drei  (TleichHngen  (2) 
Gültigkeit  haben,  das  Verschwinden  des  einfachen  lntej!;rals 
(28).  Sobald  nun  die  Hegrenzung  von  E  aas  einer  einzigen  in 
sieh  ziirik'kkehrendfn  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  be- 
steht, kann  dieae  durch  Fixiruug  von  zwei  ihr  angehitrenden 
Werthsy Sternen  (j;„,  .Vc^'J  und  (:r,,y,,*,)  in  zwei  Theiie  ge- 
theilt  werden,  und  es  finden  mit  angemessenen  Moditieationen 
alle  in  §  97  angentellten  Betrachtungen  Anwendung,  wodurch 
die  Gleichungen  (2)  als  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für 
den  AuHdruek  PiJx  + Qdt/  +  Rde  erwiesen  werden. 

Eine  Function   mit  den  vorgeschriebenen   partiellen  Diffe- 
rentiahiuotieuten  P,  <?,  R  wird  demnach  durch  das  Integral 

(24)  J(Pdx+Qdif  +  Rdjs} 

dargestellt,  bei  welchem  das  System  der  Integratiousvariabeln  auf 
einer  unter  den  erforderliche»  Bedingungen  beliebig  gewählten 
Mannigfaltigkeit  der  ernten  Ordnung  von  dem  Werthsystem 
{x^^  y„,  j!^)  zu  dem  Werthsystem  {x,  y,  e)  fortschreitet;  hier  sind 
statt  gdxj  ody^  zde  wieder  die  Zeichen  dx^  dy^  de  gebraucht. 
Desgleichen  lässt  sich  unter  entsprechenden  Voraussetzungen 
wie  in  j§  97  zeigen,  dass  für  eine  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  f^  (jp,  y,  z\  deren  nach  den  drei  Variabeln 
genommene  |Kirtielle  Differentialquotienten  respectivo  gleich 
P,  Q^  E  sind,  das  Integral  (24)  gleich  der  Differenz  der  Func- 
tioQSwerthe 

(2-^)  5(^,y.'^)-5K,yo,^o) 

ist.  In  derselben  Weise  findet  man  für  Differentialansdrticke 
von  beliebig  vielen  Variabein  durch  Ei nfllhru ng  passend  gewähl- 
ter doppelter  Integrale  die  Gültigkeit  der  in  (4)  des  §  Ö7  angc- 
gebenen  Bedingungen  der  Integrabilität,  und  überhaupt  genau 
analoge  Resultate. 


tut 


TranBformation  von  DifTerentialaasdrücken. 


Wir   wollcu  jetzt   einen  Differeutialauseiruck,  der  au  der 
erwäbuteii  Stelle  so  bezeichnet  war, 
(2C)  P,  dx,  +  F. dx., ^  ...  -\-  P^dx^ 

transformireii,  indem  wir  die  Variabein  x^,  x.,,,..x^  durch  ein 
System  von  neuen  Variabein  i\,  v,^  *  -  •  y„  ausdrüekeii.  Vermöge 
der  fUr  die  Zahlen  q=  1,2,...«  geltenden  Gleichung 

Sx^  dx„  dx, 

(27)  dx^  =  ^  (h,  +  -^dv.+  ...-h  -^-  dv^ 

verwandelt  sich  (26)  in  den  Diifereutiahiusdrnck 

(28)  Q^dv,  +  Q,dv^-\-...  +  Q„dv^, 
wo  die  Factoren  Qj  Itir  f  =  1,  2, . . .  m  als  Summen  bestimmt  sfi 
bei  denen  n  von  1  bis  »  Ijlut't, 


(29) 


Es  kann  nun  dircct  naebgewiesen  werden,  dass,  sobald  für  (26! 
die  mit  irgend  zwei  verschiedenen  Zeigern  a  und  b  zu  bildenden 
njn-V) 


(30) 


Bedingungen  der  lutegrabilität 
dP,      dP. 


gelten,  die  au  (28)  gehörenden  auf  irgend  ein  Paar  ditTerenter 
Zeiger  f  und  l  bezüglichen  Bedingungen  der  Integrabilität 

(31)  *'         ^' 


dv, 


dv» 


=  0 


ebenfalls  erfllllt  sind.    Ana  (29)  ergiebt  sich 


(82) 


dv, 


=  2:2:  . 


ciP  3x,Bx, 


t    t>    cx^  ör^  5tJ, 


+  -SP. 


wo  b  wieder  von  1  bis  n   geht,    und   ebenso  bei  Vertausubang 

der  Buchstaben  f  und  l,  a  und  b, 

eO.  dP.dx^dx.  _     e*x. 

(38)  -.-  =  ^  ^  ^  X-  ~  +  2:  P,    .       '    • 

Weil   aber   fUr  jedes  Paar  Zahlen  Q  und  b  die  Gleichung  (30) 

gilt,  ferner    ,,-  .  =  -^ — r —  ist,  und   weil   zwischen  der  ein* 
^v^^v^  dVfdt\ 

fachen  Summation  nach  den  Buchstaben  a  und  b  kein  Unter- 
schied besteht,  so  sind  die  auf  der  rechten  Seite  von  (32)  und 
(ä3)    beliudlichen  Ausdrucke    einander  gleich,  mithin  auch  die 
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A. IX  ^drücke  der  linken  Seite,  und  darin  besteht  die  zn  bewei- 
sexiM  <i«  Gleichung  (31).  Daher  geht  das  vollständige  Differential 
(2^^^  durch  die  Substitution  der  neuen  Variabein  v,,  v,,  ...v^  in 
da.^  vollständige  Differential  (28)  über,  und  man  darf  aus  dem 
V'o  :«:-^^etragenen  den  Schluss  ziehen,  dass  die  aus  der  Integration 
voiBT»  ^26)  hervorgehende  Function  von  ic„  x^,...x^  mit  der  aus 
<le:K-  ^Integration  von  (28)  entstehenden  Function  von  r„t;„...t;^ 
l^i^       .^aftuf  eine  additive  Constante  übereinstimmt 

]^och    ist   die   Bemerkung  hinzuzufügen,   dass,  wenn  zur 
.  sformation  des  Ausdrucks  (26)  die  nVariabeln  x^fX^,...x^ 


Trr^ 


d.iax"<:s  "fc  eine  Anzahl  m  von  neuen  Variabein  v,,  «^j, ...t»,,,  welche 
en-fc^v^^^der  grösser  oder  kleiner  als  n  ist,  ausgedrückt  werden, 
^^"^  ^enau  dieselbe  Weise  gezeigt  werden  kann,  dass  in  Folge 
d-ex"  ^Gleichungen  (30)  bei  dem  transformirten  Ausdruck  die  Be- 
^^'^^S'  ungen  der  Integrabilität  befriedigt  sind. 

^    «B-^^  O.    Anal3^tohe  Trantformation  d«r  vielfkohwi  Xatogn^ale. 

Bei   einem   System   von   n  Functionen  F„  JF*,, . . .  F^   der 

**  ^^^^-riabeln  x^jX^,...x^  ziehen  die  ~^ — ^ Gleichungen,  welche 

**^  J  ede  einzelne  Function  in  (2)  des  §  97  aufeestellt  sind,  eine 
^^■S'^^ meine  Eigenschaft  der  zugehörigen  Functionaldeterminante 
^  *^.^ch  sich,  die  für  «=2  in  (2)  des  §98  ausgedrückt  ist  und 
*urx^^^|jgt  für  n  =  3  angegeben  werden  soll.  Wenn  drei  Functio- 
^ert  jj»^  Q^  j£  yojj  ^ßjj'  Variabein  Xj  y,  z  abhängig  sind,  und 
^^■^  ^ä::i  in  der  Functionaldeterminante 

Bx      dy      dz 
^        beziehungsweise  zu  -x--»  ^  ->  -v— gehörenden  adjungirten 
^^^^*^ente  von  2)  folgendermassen  bezeichnet  werden, 

By    Bz       ~Bz  ~By  ~     ''      Bz    Bx        Bx    Bz  *' 

BF  BG        BF  BG  ^  ^^ 
Bx    By        By    Bx  *' 

^      liesteht  zwischen   -4,,  ^,,  A^  die   folgende   durch   directe 
^^^linung  leicht  zu  verificirende  Gleichung 

^llMchiU,rAn»l7BiB  n. 


9H 


Analytische  Transformation  der  vielfachen  Int<?grale. 


<5ar         <9y  dz  ' 


'    dx  du  *    üM 


^a?  i9y  ö*« 


(3) 

und  deshalb  folgt  aus  der  Glciclmug 

(1*) 

die  neae  Darstellung 

w 

Vermfjge  (lorselbi^ii  kann  ein  Ulicr  eioe  gegebene  Mannigfaltig- 
keit der  dritten  Ordnung 

(5)  e  >  0 
auszudehnendes  dreifaches  Integral 

(6)  fffl^dxdijde 

in  ein  doppeltes  Integral  verwandelt  werden.  NaehdeiD  Ti  durcli 
die  rechte  Seite  von  (4)  ersetzt  ist,  gestattet  jeder  der  drei 
nnter  den  Integralzeichen  vorkommenden  Simmianden  die  Au8- 
fllhrung  einer  Integration  nach  je  einer  Variable. 


Bei  dem  Integral 


(7) 


fff^- 


—  dxdy  äs 


liefert  die  für  ein  beliebiges  festes  System  von  Wertben  y, 
nach  X  vollzogene  unbestimmte  Integration  die  Function  Ä^  H, 
und  zwar  ist  nach  den  bestehenden  Grundsätzen  der  Werth  der 
Function  negativ  oder  positiv  zu  substituiren,  je  nachdem  em 
von  der  Begrenzung  aus  für  feste  y  und  s  mit  positivem  dx 
fortschreitendes  Werthsystem  in  das  Integratiousgebiet  eintritt 
oder  aus  demselben  austritt.  In  Folge  von  (5)  fällt  das  IHf- 
ferential 

n  dx   +         , 

ds  dif 

bei  dem  Eintritt  positiv,  bei  dem  Austritt  negativ  ans.  Da  nun 
gegenwärtig  dx^O,  f?t/=0,  d^  =  0  ist,  so  nimmt  <2(S  das  Vor- 

dl 


(8) 


d@  = 


dy  +  -  ^-^- 


ds 


zeichen  von  'l'^    an,    und   es   entsi>richt  der  Eintritt  einem  po- 
sitiven,  der  Austritt  einem  negativen  Wertbe  von  — :J Weun 


daher  die  Einheiton 


rcspeetive  mit  den  Vorzeiebeu  vun 
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d&      d(S       d(S 

^    >    .     '  \g ""  übereinstimmen,   so   wird  (7)   gleich  dem  dop- 
pelten Integral 
(8)  -ffAJU.dydz, 

und  man  erhält  durch  entsprechende  Behandlung  der  beiden 
anderen  Integrale 

für  das  Integral  (6)  die  Umformung 

^ff%dxdyde=—ffAJl€,dyde-ffA^HB^dedx-ffA^HB^dxdy. 

Statt  der  doppelten  Integrationen,  die  sich  auf  die  ver- 
schiedenen Verbindungen  von  zwei  Elementen  beziehen,  mögen 
überall  Integrationen  nach  dx  dy  eingeführt  werden.  Nach 
dem  vorigen  §  geschieht  dies  in  der  Weise,  dass  im  ersten  In- 

tegral  — £,  de  durch  £,       dxj'im  zweiten  Integral  —e^djs  durch 

£„  y  dy  ersetzt  wird;  hierbei  ist  £  in  Folge  der  Gleichung  der 

Begrenzung  (J=0  als  eine  Function  von  x  und  y  aufzufassen, 
deren  partielle  Diiferentialquotienten 

nn  ^^  ——   ^*         ^^  — _   ^^- 

^  ^  d.v  "■      ae  '    dy    '     ae"' 

respective  die  Vorzeichen  von  — «,  f,  und  —  £,  £,  haben.  Hier- 
nach wird  aus  (10)  die  Gleichung 

[\2)JJJ%dxdydz^-JJ[-A,^^-^-A,^^'^^ 

oder 

A  ^^  -^A  ^®  +  A  ^® 
[n-)JJßdxdydz=  _  /y^-J^--.--!|-^_^  ^..  rf:,dy. 

Bei  der  letztern  ist  der  Umstand  merkwürdig,  dass  der  Zähler 
des  unter  dem  Integralzeichen  auftretenden  Bruches  mit  der  von 
den  drei  Functionen  Fj  G,  @  in  Bezug  auf  die  drei  Variabein 
Xj  y,  s  genommenen  Functionaldeternünante  zusammenfällt. 

Wir    kommen  jetzt  zu   dem  noch  fehlenden  analytischen 
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Beweise  der  Gleichuag  (4)  des  §  96,  wobei  das  dreifache  Inte- 
gral (12)    über   ein  Gebiet    erstreckt    wird,    das   durch  die  mir 
festen  Anfaegs-  und  End wertheu  gebildeten  Ungleichheiten 
(13)    F{ö)<F<FO),  G{0)<G<G{]),  //(O) <//<//(!) 
begrenzt  ist;  jede  der  drei  Functionen  F,  G,  H  möge,  sobald  die 
beiden  anderen  constant  bleiben,  von  dem  gegebenen  Anfaugs- 
bis   zu    dem    betretfeudcu    Endwertbe    beständig   wachsen,    die 
Functionaldeterminantc  %    sei    in   deai    ganzen  Gebiet    positiv. 
Um  die  Gleichung  (12)  oder  (12*)  zu  gebrauchen,  ist  die  obige 
Function  @,  welche  fltr  die  Begrenzung  verschwindet  und  inner- 
halb   des  Integrationsgebiete»   positiv   iöt,   je   nach    den  sechs 
Theilen  der  Begrenzung  (13)  durch  die  Functionen 
{U)F-F[^),F{\)-F,  G-G{%G{\)-G,  H-H{()),  H{\)-H 

zu  ersetzen.    In   Folge  dessen   kommen  statt  -.     j    ^     »    ,  - 
^  dx      djß      ds 

im  ersten,  dritten,  ftinften  Theile  respective  die  Ausdrücke 

BF      dj^      BF^ 

~'  17" 

dG 


(15) 


Bx 
dG 

Bx 


~ör 


de  ' 
d± 

~ds 
BH 

Be  ' 


während  im  zweiten,  vierten,  sechsten  Theile  die  gleichen  aber 
negativ  genommenen  Ausdrücke  anzuwenden  sind.  Bei  der  Sub- 
stitution in  den  schon  hervorgehobenen  Ausdruck 


(16) 


A.    .       +  A^    .       -f-  An 

'  Bx  *  Bp  ' 


3y 


findet  sich,  dass  derselbe  nach  einer  Grundeigenschat't  der  De- 
terminanten fUr  die  vier  ersten  Tlieile  verschwindet,  für  den 
fllnf'ten  Tlieil  gleich  %,  für  den  sechsten  gleich  —  ^  wird. 
Mithin  sind  die  Bestandtheile  der  auf  der  rechten  Seite  von 
(12)  oder  (12*)  auszuführenden  Integrationen,  welche  sich  auf 
die  vier  ersten  Theile  der  Begrenzung  beziehen,  gleich  Null, 
und  es  bleiben  nur  die  Bestandtheile  übrig,  in  denen  J^eiuender 
Constanten  Werthe  i7(0)  oder  //(l)  hat;  deshalb  wird  aus  (12*1 

(17)  yy7^rfarrfvrf^=-  /  A^  WtJ^dxrf^ 


Bß 


ds 


J 
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WO  die  erste  Integration  auf  den  fünften,  die  zweite  auf  den 
sechsten  Theil  der  Begrenzung  geht.    Da  £,  das  Vorzeichen  von 

.      angiebt,  und  2)  überall  positiv  vorausgesetzt  ist,  so  hat  in 

u  Z 

jedem   der   beiden   doppelten  Integrale  der  Factor    ja  *8  ^^ 

positive  Vorzeichen. 

Bei  einer  mit  der  rechten  Seite  von  (12)  übereinstimmen- 
den Notation  erscheint  die  Gleichung  (17),  wie  folgt 

Das  in  der  Klammer  eingeschlossene  Aggregat  ist  aber  unter 
der  Voraussetzung,  dass  F  und  G  mit  Hinzuziehung  der  Glei- 
chung der  Begrenzung  des  gegebeneu  Gebiets  als  nur  von  den 
Variabein  x  und  y  abhängig  angesehen  werden,  gleich  der  nach 
X  und  y  genommenen  Functionaldeterminante  von  Fund  G.  Denn 
ans  den  Gleichungen 


K^FX^BF^       BF    Be      (_^F\^  BF       BF   Be 
Bx )       Bx        Bz    Bx^    \By)       By        Be    By 

BG    Bz 
Bz     By 


^^^^  j/a^\       BG  _j_  BG  _Bz_^    /ag\       BG  _^  BG    Bz 

\\BxJ       Bx        Bz    Bx      \By )       By 
folgt 

w  ©(S)-(lf)0— '4;-^.|j*-.^ 

Man  hat  also,    indem  die  constanten  Factoren  J^(0)  und  H{\) 
vor  die  Integralzeichen  gesetzt  werden, 

,ffß,.s,..^  -  n„ff{Q  (ig  -(g)  (£)).. .... 

-'■#(©  (S)-(lf)  ©)•.'-'■ 

und   zwar  muss  in  Folge   der  obigen  über  das  positive  Vor- 
zeichen  des  Ausdrucks  -yK^»  gemachten  Bemerkung  c,  beide 

Tz 


SOfi 
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Male  mit  dem  Vorzeichen  der  den  ersten  Factor  bildenden 
Functionaldeteriiiiiiante  des  zweiten  Grade«  übereinstinimen. 
Denmaeh  tV)lp:t  ans  dem  Satze  des  §  08  für  jedes  der  beiden 
doppelten  Integrale  die  Werthbestimniung  ^^ 

(22)  (F{1)  -  F(0})  {G  (1)  -  G  (0)1  ^ 
und  nmn  erhält  für  das  den  Ungleiehheiteu  (13)  eiitsprechenö' 
ausgedehnte  Integral  den  zu  beweisenden  Ausdruck 

(23)  fff'S)dxdyd£={F{\)-Fm)  (G(l)-GfO))  {U{l)-m\% 

Die  im  Anfange  dieses  §  erwähnte  allgemeine  Eigenschaft 
der  Fuuctionaldeterminantc 


(24) 


=  1) 


BF, 


Bx_ 


BF^      BF^ 

wird,  sobald  A^,  A^,,..A^  die  zu  --- — j  -- — >• 

renden  adjungirten  Elemente  von  S)  bedeuten,  und  daher 

BF  BF^  BF, 

(25)  ®  =  ^j    .    "   +^l,^^  +  ...  +  ^„-. 


^x. 


ist,  durch  die  Gleichung 
(26) 


t>='M-^l^ 


'    Bx^ 


+  ...+ 


^.r 


bu^f;) 


Bxy         '         dx^         Bx^ 

dargestellt,  die  auf  Grund  der  in  I,  §  74  entwickelten  Eigen- 
schaften einer  Determinante  uii'ht  schwer  zu  beweisen  ist.  Kfi 
Benutzung  von  (26)  llilirt  eine  Wiederholung  der  angewendeten 
Schlüsse,  indem  die  Ordnung  der  betrachteten  letegrale  bestiin- 
dig  um  Eins  abnimmt,  zu  der  Gleichung  (4)  des  §  96,  weiche 
bewiesen  werden  sollte. 

Capitel  XIV. 
IJmkehrnng  eines  Systems  von  Ftiucttonen. 
§  101.    ünalbli&ngriKO  luid  abhäng^lge  Fonotlonen. 
Nachdem  in  I,  §  104  die  IJmkelirung  einer  Function  einer 
Variable  definirt,  und  nachdem  in  §  26  dieses  Bandes  die  MJIg- 
liehkeit  der  IJnikehrung  der  Sache  nfl<*h,  wenn    auch    nicht  mit 
ausdrücklichen  Worten,  für  eine  ausgedehnte  Voraussetzung  be- 
wiesen ist,  verlangen  die  in  den  letzten  C^piteln  geftihrten  Cd» 
tersuchungen,  die  Ausdehnnng  dieses  Begriffs  auf  ein  System  von 
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Functionen  zu  erörtern.  Falls  n  Variabein  t^^t^y ...  t^  für  eine 
gewisse  n  fache  Mannigfaltigkeit  der  n  Variabein  x^j  x^^... x^ 
als  stetige  und  beliebig  zu  differentiirende  Functionen  der  letztem 
gegeben  sind 

(1)  t^==F^{x,,x,,...xJ,t^=F^{x^,x,,...xX..t^=F^(x,,x^,...x^\ 

so  bildet  die  Aufgabe,  zu  jedem  innerhalb  eines  gewissen  Ge- 
biets beliebig  gegebenen  System  von  Werthen  t^j  ^j, . . .  t^  die 
zugehörigen  Systeme  von  Werthen  a;„  x^y. .. x^  zu  bestimmen, 
das  Problem  der  Umkehrung  des  Systems  von  n  Functionen 
t^yt^y...  t^  der  n  Variabein  a;,,  a;,, . . .  x^.  Man  kann  die  Aufgabe 
sofort  auflösen,  beziehungsweise  ihre  Möglichkeit  beurtheilen, 
falls  die  Functionen  Fj,  F^, . . .  F^  rational,  ganz  und  vom  ersten 
Grade  sind.  Es  mögen  zu  den  Werthen  a;,(0),  ^^^(O), . . .  x^{0)  der 
Variabein  die  Werthe  ^,(0),  ^^(O), . . .  t^{0)  der  Functionen  gehören, 
und  die  DiflTerenzen 

(2)  X,  -x^{0)=Jx^,  x,—x.^(0)  =  Jx,, . . .  x^-x„iO)  =  Jx^ 

eiDgeftthrt  werden,  dann  erhält  man,  weil  die  sämmtlichen  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  constant  sind, 
die  Gleichungen 

dF,  dF,  BF, 

SF,  SF,  3F, 

dF,  BF,  SF, 

Hier  repräsentiren  die  Differenzen  Jt^y  Jt^, . . .  Jt^  ein  System 
von  ganzen  homogenen  Functionen  des  ersten  Grades  in  Bezug 

anf  die  Differentiale  Jx^^  Jx^, /a?^,  und  sind  als  solche  nach 

I,  §  71  bis  75  von  einander  unabhängig  oder  nicht,  je  nachdem  die 
aus  den  zugehörigen  constanten  Coefficienten  gebildete  Determi- 
nante einen  von  Null  verschiedenen  Werth  oder  den  Werth  Null  hat. 
Bei  der  ersten  Voraussetzung  entspricht  jedem  beliebig  gegebenen 
System  von  Differenzen  Jx^y  Jx^y . . .  Jx^  ein  eindeutig  bestimm- 
tes System  von  Differenzen  Jt^y  Jt^y . . .  Jt„y  folglich  jedem  be- 
liebig gewählten  System  von  Werthen  x^y  a?,, . . .  x^  ein  und  nur 
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(8)  ^,,dt„^Si„dt„  +  k,dt,  +  ,..+^,dt,. 

Hier  ist  ff^  eine  Jiiis  dem  System  der  partiellen  Differentialqüo- 

gebildete  partielle  Determinante  und  bat 


tienten    .— > 


d:t 


fllT  das  betreffcude  Werthsystem  x^^r.^,.,,x^  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth;  ebensolche  partielle  Detertnitianten  sind 
Ä,^,  St^  . ,  .Jl'^.  "Weil  aber  die  FnnL'tionaldeteTminante  innerhalb 
des  lietreffendeu  Thciles  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  überall 
gleich  Null  ist,  darf  man  verra*>pe  der  Stetigkeit  der  partiellon 


dF. 
Differentialqiiotienten    . 


'K 


dx 


"  annehmen,  dass  die  Gleichung 


(8)  auch  noLih  gültig  und  Ä„  von  Null  verschieden  bleibe,  wo- 
fern von  dem  ersten  Werthsyatem  j\,x,^,...x^  innerhalb  eines 
engeren  Theiles  T  der  «  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zn 
beliebigen  anderen  Werthsystemen  fortgeschritten  wird.  Unter 
dieser  Voraussetzung  crgiebt  sich  für  das  Differential  dt^^  durch 
die  Division  mit  Ä„  die  Darstellung 

(9)  dt„  =  -^^-^ ''-^ '-    ' 


Innerhalb  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  T  werde  jetzt  von  einem 
Wcrth(4ysfem(x,(0),,.;r^(a))  nach  einem  Werthsystem(.r,(r),..j:,(l]) 
eine  einfaehe  Mannigfaltigkeit  geführt,  und  das  vollständige 
Differential  über  dieselbe  nach  den  Vorschriften  des  vorigcu 
Capjtels  intcgrirt;  dadurch  entsteht  der  Unterschied  der  zuge- 
hörigen Fuuctionswertite  ^„(1)  — ^,A^*)* 

Da  die  rechte  Seite  von  (9)  «tets  verschwindet,  wo  die 
Differentiale  dt^^dt^, .  ,dt^  gleichzeitig  gleich  Null  sind,  so 
liefern  bei  der  Integration  von  rf/„  solche  Theile  der  einfach 
ansgedehnten  Mannigfaltigkeit,  in  denen  die  Functioneu  t^,,t^..ti 
ungeändert  bleihen,  keinen  Beitrag.  Falls  daher  das  Anfan«:s- 
system  (x-j(0),,.ii;(0)}  festgehalten,  daa  Endsysteni  (j^j  (l),..ir,(l)| 
geändert  wird,  so  erfährt  die  Differenz  ^„{l)—^„(0),  mithin  aorfi 
der  Functions  werth  ^„(1),  wofern  bei  dem  Uebergange  wü 
einem  zn  einem  anderen  Endsvstem  die  Functionen  t.t^.-.t, 
ungeändert  bleiben,  keine  Aenderung,  und  kann  sich  nur  lici 
einer  Aenderung   dieser  Functionen  lindem.     Deshalb  ist  i^  in 


4 
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der  Maimigfaltif^keit  T  als  Ton  don  Functionen  ^„st^,.A^  ab- 
b&ngig  va.  betrachten,  was  pexetgt  werden  sollte. 

Ein  System  Fp  F,,, . . .  T\  wird  ein  System  von  abbanf;i|^^on 
Funetioncn  «genannt,  sobald  eine  einzelne  Fuuetion  in  Abhängig- 
keit von  den  übrigen  oder  von  einem  Theile  dersieJben  steht, 
dagegen  ein  System  von  iinabbiinf^ij^en  Fonetioneu ,  wofern 
jene  Voran i^setzung;  nicht  zutriftt.  Man  sieht  aus  dem  Bis- 
herigen, dass  bei  einem  System  von  unabhilnj^ifjeri  Fiiuetionen 
die  Functionaldeterminante  iniierbalb  keines  Theite«  der  be- 
treffenden «  fachen  Mannigfaltigkeit  Überall  verschwindet,  und 
das8,  wo  die  Fnnetionaldeterniinante  in  einem  Theile  der 
n  faehen  MannijL?faltij;keit  verschwindet,  ein  System  von  ab- 
hi'lngifren  Functionen  vorliej^t.  Mit  KUeksicht  hieranf  ist  ein 
System  von  iinabhanicigen  Functionen  ein  solches,  hei  ^^\\\  die 
zugehörige  Functionaldeteniiinante  innerhalb  keines  Theiles  der 
n  fachen  Manni;^faUigkeit  überall  verschwindet  Während  nun 
hei  einem  System  von  rationalen  ganzen  Functionen  des  ersten 
Grades  diese  Bedingung  der  Unabhängigkeit  ausreicht,  um 
sicher  zu  sein,  dflss  einem  beliebig  gewählten  System  von 
Werthen  der  Functionen  immer  ein  und  nur  ein  System  von 
Werthen  der  Variabein  corre-spondire,  bleibt  bei  Jedem  anderen 
System  von  unabhängigen  Functionen  noch  zn  enirtern,  wann 
ZQ  einem  beliebig  gewählten  System  von  Functions  werthen  nur 
ein  einziges  System  von  Wertben  der  Variabein  gehöre  und 
wie  dasselbe  gefunden  werden  könne.  Diese  beiden  Fragen 
werden  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  aufgestellt  sind,  zur 
Sprache  kommen. 


§  102.    Elndentlge  Umkebran^  elnea  System«  von  Fimotionen. 

Es  seien  die  Variabein  t^   und  /,   als   eindeutige,   stetige 
und    beliebig   zu    ditfercntiirende    Functionen    der  Variabein   x 
und  y  filr  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  K  gegeben, 
(1)  t,  =  F{x,y\  t,  =  G{x,y). 

Von  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  A'  wird  vorausgesetzt,  dass 
sie  durch  eine  in  sich  zurückkehrende  einfache  Mannigfaltigkeit 
begrenzt  sei,    und  durch  jede  von  einem  Werthsystem  der  Be- 
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grenzung  nach  einem  andern  geftllirte,  kein  Werthsystem  (lt)|i|»eU 
enthaltende  einfache  Manni^falti{^^keit  in  zwei  volikoinmen  j;e- 
treunte  Theile  zt^Hhlle.  Eine  solche  zweifache  Mannigfaltigkeit 
nennt  man  nach  dem  Spraebgebrauclie  von  RiemaHtis  luaugnral- 
dii^sertation  *)  eine  einfaeJi  eusammmhängende.  In  der  geome- 
trischen Deutung  gehOrt  zu  einer  derartigen  Mannigfaltigkeit 
ein  Stlick  einer  Ehene,  welches  die  correspondireude  Beschaffen- 
heit bat,  nnd  von  dem  die  Bezeichnung ,  es  sei  einftich 
gusammenhängcndy  zuerst  gebraucht  worden  ist.  Ein  Beispiel 
bietet  das  Stück  einer  Ebene,  welches  durch  eine  Kreislinie 
eingeschlossen  wird.  Dagegen  erfüllt  ein  Stück  einer  Ebene, 
das  von  zwei  ganzen  Kreislinien  vollständig  begrenzt  wird, 
die  ausgesiiroehene  Forderung  nicht;  durch  eine  von  einem 
Punkte  der  einen  nach  einem  l*unkte  der  anderen  Kreisperi- 
pherie getmhrte  ^Schnittlinie  wird  dasselbe  nicht  in  zwei 
getrennte  Theile  zerlegt,  sondern  in  ein  einfach  zusaramen- 
hilngendes  Stück  der  Ebene  verwandelt;  insofern  heisst  das 
ursprünglich  gegebene  Stltek  ein  zweifach  zusamnienhilngcn- 
des.  Für  die  obigen  Functionen  F  und  G  nehmen  wir  ai, 
dass,  wenn  in  K  die  Function  F  einen  Werth  c„  G  einen 
Werth  c^  erhalten  kann,  z«  der  Gleichung  F=c^  eine  von 
einem  Werthsyatem  der  Begrenzung  von  A'  bis  zu  einem 
anderen  laufende,  kein  Werthsystera  doppelt  enthaltende  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  gehöre,  durch  welche  K  in  zwei  Theik 
zerfällt,  die  beziehungsweise  den  Ungleichheiten  F>Ci  und 
F<ZCj  entsprechen,  und  dass  in  Bezug  auf  die  Gleichung' 
G  =  c^  und  die  zugeordneten  Ungleichheiten  ein  gleiches  gelte. 
Wenn  dann  die  FunctionaUletermiuantc 

^  '  Bx  öy        dy  öx 

überall    in  K  dasselbe,    etwa    das  positive  Vorzeichen  behält, 
das  heisst,  algebraisch  grösser  bleibt  als  eine  gegebene  positiv« 
Constante,   so  können  zwei   mit  festen  Wertben  c^   und  c,  ge- 
bildete Gleichungen 
(3)  F{x,y)^€.,,  G{x,y)^e, 


*)  Grundlagen  für    eine  allgemeine  Theorie  der  Funotionen  einw 
veränderlichen  complexen  Grösse. 
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weder  für  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Werthsystemen 
noch  für  mehrere  getrennte  Werthsysteme  a:,  y  befriedigt 
werden. 

Sollte  das  erste  der  Fall  sein,  so  müssten  ilir  die  be- 
treffende stetige  Mannigfaltigkeit  die  Differentiale  dF  und  dO 
gleichzeitig  verschwinden ;  hieraus  würde  aber,  wie  ans  I,  §  75 
hervorgeht,  mit  Nothwendigkeit  das  Verschwinden  der  Fnnctio- 
naldeterminante  folgen,  was  nach  der  Voraussetzung  unzulässig 
ist  Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  ein  Werthsystem  a;(0),y(0)  den  Gleichungen 

(3)  genüge.  Gesetzt,  ausser  diesem  genügten  noch  eines  oder 
mehrere  getrennte  Werthsysteme,  so  giebt  es  bei  den  gemachten 
Voraussetzungen  wenigstens  ein  zweites  x{\\y{\)  von  der  Art, 
dass  ein  Theil  T  der  Mannigfaltigkeit  K  nur  von  dem  Theile 
der  einfachen  Mannigfaltigkeit  F=c„  welcher  sich  von  {x(0),y{0)) 
nach  (x{l\y({))  erstreckt,  und  von  dem  Theile  der  Mannigfal- 
tigkeit G=Cif  begrenzt  ist,  der  von  (a;(l),y(l))  nach  {x(0),y(0)) 
zarttcklänft.    Ueber  diese  Mannigfaltigkeit  T  werde  das  Integral 

(4)  ff'hdxdy 

aasgedehnt.  Weil  nach  der  Voraussetzung  %  überall  in  T 
einen  positiven  über  einer  gegebenen  Constante  liegenden  Werth 
hat  und  das  Element  dx  dy  des  doppelten  Integrals  stets  positiv 
ist,  so  wird  der  Werth  von  (4)  vermöge  seiner  Definition  ver- 
kleinert, sobald  man  %  durch  die  erwähnte  positive  Constante 
ersetzt,  und  muss  daher  stets  eine  gewisse  positive  Grösse 
übertreffen.  Auf  das  Integral  (4)  darf  aber  auch  das  Verfahren 
angewendet  werden,  welches  in  §  98  gebraucht  ist,  und  vermöge 
dessen  (4)  in  das  dort  mit  (7)  bezeichnete  auf  die  Begrenzung 
von  T  auszudehnende  Integral 

übergeht.  Die  Vorzeichen  q  und  a  bestimmen  den  Sinn,  in 
welchem  die  «Begrenzung  von  T  durchlaufen  werden  muss. 
Man  findet  jedoch,  dass  die  Theile  des  Integrals,  welche  von 
den  bezeichneten  zwei  Theilen  der  Begrenzung  herrühren,  für 
sich  verschwinden,  möge  jeder  einzelne  Theil  in  dem  einen 
oder   dem   entgegengesetzten   Sinne   durchlaufen  werden.     In 
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dem  Theite  der  Begrenzung,  welcher  ein  Tbeil  der  MannigrfaU 
tigkeit   F=Cf    ist,    hat  der  unter   deni   Integralzeichen   mit  (i 

niultipücirte  Ausdruck       gdx  +  .    firfy,  welcher  das  zugehUrige 

Increment  odci'  vollständt;;e  Differential  der  Function  i^  dar- 
stellt, den  Werth  Null;  daher  verschwindet  der  /.ug;ehörige 
Theil  des  Integrals  (5).  In  dem  zweiten  Thclle  der  Begrenzoiig, 
welcher  ein  Theil  der  Mannif^faltigkeit  G  =  c^  ist,  hat  der 
Factor    G    den    coustanten    Werth  c,;    gleichzeitig   bringt    die 

Integration  des  vrd  Istlind  igen  Differentials  .    gdx  +  ^od*f,  je 

nachdem  von  dem  Werthsyateni  x(0),  ^(0)  zu  dem  Werlhsysteni 
a:{\),i/(\)  oder  umgekehrt  fortgesehrittcn  wird,  den  positiv  oder 
negativ  genommenen  Unterschied  der  Fnnctionswerthe 

F{x{\\y{l))-Fix{0),y^O)) 
hervor,  welcher  nach  der  Voraussetzung  verschwindet.  Mithin 
bekommt  das  Integral  (5)  den  Werth  Null;  da  nun,  wie  vorhin 
gezeigt  worden,  das  mit  (o)  gleiche  Integral  (4)  keiuesfalU 
einen  verschwindenden  Werth  annehmen  kann,  so  treibt  die 
Annahnie,  dasf4  die  Gleichungen  (3)  durch  mehrere  getrennte 
Werthsystenie  erfüllt  werden  können,  zu  einem  Widerspruch, 
und  ist  des  halb  zu  verwerten,  wie  behauptet  wdrden  war. 

Eine  ähnliche  Untersuchung  wird  jetzt  für  ein  System 
von  drei  Functionen  geftihrt  werden;  für  Systeme  von  beliebig 
vielen  Functionen  ist  eine  solche  in  der  in  §  99  erwähnten 
Abhandlung  mitgetheilt  Wir  denken  uns  die  Variabein  tt^t^i^t 
als  eindeatige,  stetige  und  beliebig  zu  differentiirendc  Functionen 
der  Variabein  a:,if,2  für  eine  dreifache  Mannigfaltigkeit  Ä', 
((5)  t,  =  Fix,  y,  e\  t,,  =  G  (j;  y,  i),  t,  =  //  (x,  y,  s). 

Die  Mannigfaltigkeit  -fiT  werde  durch  eine  geschlossene  zweifache 
Mannigfaltigkeit  begrenzt;  nimmt  man  in  der  letztem  eine  in 
sich  zurückkehrende  ei nliiche  Mannigfaltigkeit  an  nnd  fllhrt  durch 
diese  eine  kein  Werthsystem  doppelt  enthaltende  zweifache  Man- 
nigfaltigkeit, so  zerfalle  K  durch  die  letztere  in  zw^i  vollkoiuinen 
getrcunte  Theile.  Hiernaeli  heisst  K  eine  einfach  zusammen* 
hängende  Mannigfaltigkeit.  Falls  in  K  die  Function  jP  einen^ 
Werth  r,.  G  einen  Werth  c,,  Ji  einen  Werth  fj,  anzunehmen 
fähig  ist,  soll  A'  durch  die  Mannigfaltigkeit  F=r^  in  zwei  ge 
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trennte  Stücke  F>c^  und  /■'<<;,  zertallen^  desgleichen  durch 
die  Mannigfaltif^keit  G  =  c.^  und  i/=^  i\.  Femer  dürfen  die 
zweifachen  Mannigfaltigkeiten  F^c^^  (?  t=  c^,  H=c^,  deren 
jede  eiiifaelj  zusammenliän;;i:€iHl  ist,  nach  dem  in  §  09  festge- 
stellten SprachgtVbrauche  keiiKU'lei  Singnlaritäten  enthalten.  Nach- 
dem eine  derselben,  etwa  /'"— c,  ausgewählt  ist,  wird  in  der- 
selben sowohl  dtirch  G  =  c^,  wie  anch  durch  H=  c,  eine  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  hestinimt,  die  sieb  von  einem  Werth- 
system  der  ßcgrenzuiig  bis  /-u  einem  anderen  erstreckt,  ohne 
ein  Werthsy stein  dojipelt  zu  enthalten.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dasM  ausserdem  die  Functiuualdetermiuante 

(7)  Z+f'^^f^=^ 

dx  dy   dz 

nirgendwo  in  A"  ihr  Vorzeichen  ändere,  dass  heisst,  indem  die- 
selbe wieder  positiv  angenommen  wird,  eine  gegebene  positive 
'  Gonstante  stets  übcrtreße,  ist  es  dann  nnmögUcb,  dass  drei  mit 
festen  Werthen  c,,  c,,  c,  gebildete  Oleichungen 

(8)  F{x,y,e)==c,,  G{x,y,z)  =  c^,  H{x,y,z)  =  c^ 

durch  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Werthsysteraen  oder  von 
mehreren  getrennten  Werthsystemen  ic,  y,  e  befriedigt  werden. 

Aus  dem  Auftreten  von  Werthsystemen  (a;,  y,  -e),    welche 
den  Gleichungen  (8)  genügen  und  eine  stetige  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  oder  zweiten  Ordnung  bilden,  würde,  wie  vorhin,  das 
gleicbxeitifte   Verschwinden  der  Diifcrentiale  dF,  äG,  dH  und 
daher    auch    das   Ver.'^ch winden  der  Functionahletenninante   zu 
Bchliessen  sein;   daher  bleibt  nur  der  zweite  Theil  der  Behaup- 
tung zu  begründen.     Wir  betrachten  zu  diesem  Zweck  die  nach 
der  Voraussetzung  pinfach  znsiimmenhängende  zweifache  Mannig- 
ialtigkeit  J'— Cj,    welche   durch    die    vermöge    der    Gleichung 
0:^0,  dargestellte  einfache  Mannigfaltigkeit  in  die  getrennten 
Stücke  CrX?8  und  G<:c,,  desgleichen  durch  die  vermöge  der 
Gleichang  H^  c^  dargestellte   einfache  Mannigtaltigkeit  in  die 
getrennten  Sttlcke    Ji:>c^    und   I!<ic^    zerfälU.     Wofern    den 
Gleichungen   (8)   ausser   einem  Werthsystem   (ir(0),  y(0),  -9(0)) 
Hoch  eines    oder    njehrei'e   andere   getrennte  genügen,   so  kann 
tnaii  mit  Hülfe  eines  zweiten  dieser  Werthsysteme  {x{\\  y  (1),  e{\)] 
tiinen   Theil  T  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  F=  c,  bestim- 
Uien,   dessen  Begrenzung  aus  zwei  einfachen  Mannigfaltigkeiten 
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besteht,  deren  erste,  die  Gleichung;  G  =  c^  ertlllleDcL  von  dem 
Werthsysteme  (a:(0),  y(0),  ^(0))  bis  zu  dem  Werthsystem 
(a;(l),  1/(1),  -?(!))  vorwärts,  und  deren  zweite,  die  Gleichnnp 
U=c^  befriedigend,  von  {x{\),y[\],z{\])  naeli  (j:(U),y(0),  .'(0)| 
zurtlek  schreitet  Nuunielir  wird  eine  Umformung  eines  dopiKjlten 
Integrals  in  ein  eiufadies  Integral  benutzt,  welcbe  in  (23*j  dei 
§  99  ausgedrückt  ist.  Man  ersetzt  die  dortigen  Functionen 
P,  Qj  li  durch  die  Ausdrücke 


(9) 


p=f''K,  Q  =  '^ßn. 


n=^H, 


diV       '     "         dt/ 

80  dass  sieb  die  drei  vorkommenden  Difterenzen  von  partiellen 
Diflfercntialquotieateu,  wie  folgt,  umwandeln 


(10) 


ÖQ 


dG_ 

IG 

de 


IE 

dz 


de 
ÖG 


dl, 


dx 

dQ  ^ dG   dB 
dx         dx     dy 


dG   dH 

dff 
dB 
de' 
dH 

dx 


dx 

dG 


drj 


=  ^n 


-5. 


=  i?., 


und  integrirt  Über  die  in  F=Ci  enthaltene  zweifache  Mannig- 
faltigkeit T.  In  Folge  dessen  richten  sich  die  dort  gebrau^-bteu 
r/s,  i/g  respecdve  wieder  nach  den  Vorzeichen  der 


Einheiten  i^j, 
Grössen 


dF 
de 


und   es    entsteht  aus  dem  erwähnten 


^   dF^ 

dx       dif 
doppelten  Integral  das  folgende 

(11)      ffß^ »;.  dy  d0  +  ffß,  <?,  de  dx  +  ffß,  n,  dx  dy. 


i 


Vermittelst   der  Ausdrücke  5,,  B^^  B^    nimmt  die  Functiooal- 
determinante  %  die  Gestalt  an 


(12) 


B. 


dF 


dF 


dx  '   dy  "    de 

Weil  es  nun  nach  §  99  erlaubt  ist,  bei  der  Ansftlhruog  einer 
über  die  Mannigfaltigkeit  T  auszudehnenden  Integration  jedt*^^ 
der  drei  Elemente 

*ij  dy  de     tj^  de  dy     rj^dxdy 

dx  dfi  de 

darch  ein  beliebiges  derselben  zu  ersetzen,  so  darf  man  statt 
(11)  den  Ausdruck 
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(la) 


p^  »7,  dy  d£ 


substituiren.  Hier  ist  der  Werth  der  Funetionaldeternnnaiite  3) 
nach  der  V^>ra(i)^i>ctzuni?  Überall  positiv  uud  grösser  als  eine 
gegebene  Constaute,  dat»  Vorzeiebeii  von  l,^  gleichj  demjenigen  des 

Nenners     ,     »  das  Element  dttd^  iniraer  positiv,  so  dass  das 

Integral  (13)  noth wendig,  einen  Über  einer  festen  Grösse  liegen- 
den WertL  haben  nius«.  Durch  die  Bestimm unj?en  (9)  wird 
dagegen  das  Integral  (2:^)  des  §  1>0  zu  dem  Integral 

welches  in  dem  durch  die  Vorzeichen  g,  c,  r  angegebenen  Sinne 
tlber  die  Begrenzung  von  T  zu  erstrecken  ist.  Auch  hier  ergiebt 
sich,  da«a  die  Tbeile  des  Integrals,  welche  den  vorbin  bezeich- 
neten Äwei  Theilen  der  Begrenzung  entsprechen,  für  sich  ver- 
schwinden, wie  immer  jeder  einzelne  Theil  diireblaut'en  werde. 
Der  unter  dem  Intcgralzeieben  mit  //  multiplieirte  Atisdruck 
des  vollständigen  Differentials  von  G 


dG      j      ,     ütr      j      .     dG 


rds 


ist  in  dem  in  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  F==c^,  G  =  c^  ent- 
haltenen Theile  der  Begrenzung  überall  gleich  Null,  und  zer- 
stört dadurch  den  zugehörigen  Theil  des  Integrals.  Für  den 
zweiten  Theil  der  Begrenzung,  welcher  zu  der  einfachen  Man- 
nigfaltigkeit F=c,,  //=^Cg  gehört,  wird  der  Factor  H  gleich 
der  eben  genannten  Constante;  ferner  liefert  die  Integration  des 
vollstUndigen  Differentials  von  G,  je  nachdem  das  Wertbsystem 
X.,  ifj  z  von  x(01,  y(t>),  jp(0)  nach  x{\\  y{\\  e{\)  oder  umgekehrt 
fortrückt,  den  positiv  oder  negativ  genommenen  Unterschied  der 
Functionswerthc  G  (jc(l),  y(l),  ^(1))  -  G  (x(0),  y{^),  ^(0)),  der 
nach  der  Voraussetzung  gleich  Null  ist.  Es  verseh windet  des- 
halb der  ganze  Werth  von  (14).  Demnach  schliesst  die  Gleich- 
heit zwischen  den  Integralen  (13)  und  (14)  einen  Widerspruch 
in  sich,  und  die  zugehilrige  Voraussetzung,  dass  die  Gleichungen 
(8)  durch  mehrererc  getrennte  Werthsysteme  x^  y^  z  befriedigt 
werden,  zeigt  wich,  wie  zu  erweisen  war^  als  unstatthaft.    Also 


k. 
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kennen  wir  jetzt  allgemeine  Bedingungen,  unter  denen  bei  dem 
System  (1)  zu  gegebenen  Werthen  ^i  =  c,  und  t^^c,  nur  einJ 
einziges  System  x,  y,  bei  dem  System  (G)  zu  gegebenen  Werthen 
i,=Ci,  <,^c„  <a  =  c„  nur  ein  einziges  System  x.y^z  gehören 
kann.  Unter  diesen  Bedingungen  hat  das  Problem  der  Umkeh-i 
rung  eines  Systems  von  Functionen,  wofern  es  Uisbar  ist,  eine 
eindeutig  bestimmte  Lösung. 

§  103.    Seductlon  der  Umkehriisg:  aaf  die  Integ^atioii  von 
gewöhnUohen  Ol  fiter  entlalgleiohiuig:en. 

Unter  den  im  vorigen  §  entwickelten  Voraussetzungen^ 
lässt  sich  die  Umkehrungsaufgabe  folgendermassen  ausdrucken. 
Auf  rJrund  der  dortigen  Gleichun;;en  (1)  möge  zu  einem  gegebenen 
System  von  Werthen  der  Variabelu  a:=;r(0),  y^yiO)  das  System 
von  Wertben  ^,  =  ^,(0),  t,=t^{0)  gehören,  dann  werden  die 
Werthe  ^1=^,(1),  ^,'=^a(l)  verlangt,  welche  dem  System  von 
Werthen  x=ar(l),  */=y(l)  entsprechen.  Wührend  also  die 
Gleichungen 

(1)  i,{0)^F{x{0\if{i))),    t,m  =  G{x{0\ff{0}} 
gegeben  sindj  sucht  man  die  Autiiisnng  der  Gleichungen 

(2)  ijl)  =  F{x{l\  y(l)),     tJl)  =  G{x(\\  //( 1 )). 
Diese  Aufgabe  ersetzen    wir  durch  zwei    nach  einander  zu  be- 
friedigende Forderungen.    Zuerst  soll  diejenige  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  Ordnung  der  Variabein  ä*,  if  bestimmt  werden,  welche,| 
von  dem  Werthsystem  x{0),  y{0)  ausgehend,  den  Gleichungen 
(8)  t,m  =  F{x,ff\    t,  =  G{x,y) 

genügt,   und   bei    der  t^  die  Werthe  von  <,iO)^bi8  f,(l)  stetig 
durchlänft    Wegen  des  constanten  Werthes  #i(0)  muss  hier  das., 
vollständige  Ditferential  ilFix^y)  gleich  Null  sein,  so  dass 

(3)  di«  Gleicfiungen 

i  da 

\  d.x 

folgen. 

ab,  und  es  entstehen  fttr  die  Differeutialquotienten 
indem 


(4) 


dx 


dx  4- 


Nach   denselben   hängen  x  und  y  von  der  Variable  t^ 

dx         dy 
dt,    '     dt^ 
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.  .                             dF 

da      dF  da     _«i 

^  ^                             dx    By         dy    dx 

gesetzt  wird,  die  Ausdrücke 

(                     dF 

dx              dy 

(6)                                     <"'          S>'" 

dF 

dy            dx 

[    dt^           3)W 

Diese  sind  eindeutig  bestimmt,  weil  die  Functionaldeterminante 
S)^*^  vermöge  der  geltenden  Voraussetzung  für  die  betreffende 
Mannigfaltigkeit  der  Yariabeln  Xy  y  nicht  verschwinden  darf.  Es 
bilden  daher  die  Gleichungen  (6)  ein  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  das  nach  §  84  unter  den  dort  mitge- 
theilten  Bedingungen  so  integrirt  werden  kann,  dass  für  den 
Werth  der  unabhängigen  Variable  <a=<,(0)  die  Variabein  x 
und  y  die  vorgeschriebenen  Werthe  x  =  x{fS),  y=y(0)  annehmen. 
]Kach  §  87  werden  hierdurch  x  und  y  für  die  auf  einiander  fol- 
genden Werthe  von  t^  eindeutig  bestimmt,  wobei  zu  ^,  =  ^,(1) 
die  Werthe 

(7)  '        •  x=x,{\\    y-y,(l) 

gehören  mögen.  Jetzt  fragt  man  zweitens  nach  derjenigen  Man- 
nigfaltigkeit der  ersten  Ordnung,  die  von  dem  Werthsystem  (7) 
ausgehend,  die  Gleichungen 

(8)  t,=F{x,y),  ./,(!)==  G(a:,y) 

befriedigt,  und  bei  der  t^  die  Werthe  von  t^{0)  bis  ^,(1)  durch- 
läuft   Wie  (4)  aus  (3)  folgen  aus  (8)  die  Gleichungen 


(9) 


-.—  dx  +  ^     dy  =  dt, 
dy     '  * 


dx  dy 

die  zu  dem  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

dO^ 
dx  dy 


(10) 


dt. 


^-. 


_da 

dx 


\dt^ 


©• 
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führen.  Dasselbe  ist  in  der  Weise  zu  iiitegriren,  dass  dem 
Werthe  t^=t^{0)  die  Wertbe  (7)  von  x  und  »/  eorrespondiren-, 
hierdurch  werden  x  und  y  als  eindeutige  F'unctionen  von  t, 
bestimmt  und  crhaUeu  für  t^-=t^{\)  die  f|;csuchten,  den  Glei 
chungen  (2)  g:enügenden  Werthe 

(11)  x^x{ll  y^tfh). 
Bei  dein  eingeschlagenen  Verfahren  wurde  zuerst  in  (3)  der 
Variable  ^,  der  constante  Werth  ^i(O),  hierauf  in  (9)  der  Va- 
riable /j  der  fonstMUte  Werth  {.J\)  vorgesehriehen.  Ebensowohl 
künute  man  umgekehrt  ku  Anfang  den  Werth  t,^{(\)  von  /,  und 
dann  den  Werth  t^(\)  von  /.,  verlangen,  und  würde  das  ge- 
wünschte Ziel  durch  die  Aufsuchung  von  zwei  anderen  Mannig- 
faltigkeiten der  ersten  (Ordnung  erreichen.  Weit  aber  nach  den 
Ausführungen  des  vorigen  §  zu  dem  Werthsystetn  f,  =  f,(D, 
^^^^^(1)  nur  ein  einzige»  Werthsystem  x,  i/  gehören  kann,  so 
mUsBen  die  auf  den  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Beetim- 
mungen  zusamnienfallen. 

Kine  entsprenheude  Hehandhing  erlaubt  die  zu  dem  System 
(6)  des  vorigen  §  gehiirende  Aufgabe,  unter  Annahme  der  Glei- 
chungen 

(12)  ^(0)=  F{xiO\y{(i),jtm,    ^(0)  =  Ö(x(0),5f(6),  WO)), 

^  =  i/(z(Oj,.v(0),^(0)) 
die  Gleichungen 

(13)  ^.(l)  =  i^<a-(l),y(l),^(l)),    iJl)  =  G{xi\\u{l\j^a% 

tAi)  =  Hix{l),yil\za)} 
aufzuUisen.     Man   beatinnut    nach   einander  drei   Mannigfaltig- 
keiten der  ersten  Ordnung,  von  denen  die  erste  den  Gleichungen 
(14  j    t,m^Fix,y,^),    tM=^fH^,y,^\    t,  =  H(x,y,ß) 
von  ig=^„(0)  bis  t^^=tg(l)j  die  zweite  den  Gleichungen 

(15)  t,m  =  F{x,2,,B\    t,^G(x,y,2),    t,m=H{x,y,,) 
von  *,  ~',(0)  bis  ^^^=^,(1),  die  dritte  den  Gleichungen 

(16)  t,^F{x,y,s),    f,(l)^Gix,fj,g},    t,(\)  =  H[x,  y,  s) 
von  ^=^1  (0)  bis  fi=/,  (1)  genügt.  Aus  (14)  folgen  die  Gleichuugea 


OF  j     ,    BF   ,     ^  dF  ,         . 


(17) 


--   dx  -^ 


dB 


dx  -f 


du 


dy  + 
dy  + 


dG 
de 
dH 

de 


de  =  0 


de^dt,, 
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deren  Anflösnng,  sobald  für  die  Fanctionaldeterminante 

^  BF    BG    BH 

~  Bx     By     Bz 
das  Zeichen  'Sp^  gebrancbt  wird,  das  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichnngen 

BF    BG        BF    BG 


(18) 


dx 

öy 

Bz        Bz 

3y 

S)t«> 

dy_ 
dt. 

BF 
Bz 

BG        BF 

Bx        Bx 

BG 

Bz 

BF 

BG        BF 

BG 

dz 

Bx 

By        By 

Bx 

[dt- 

<SF' 

hervorbringt.    Ebenso  entsteht  aas  (15)  das  System  von  Diffe- 
rentialgleichnngen 

BH   BF^BHBF 
dx By     Bz         Bz    By 


dt^  S)^»> 

BH  BF  _  BH   BF 

dy        Bz    Bx        Bx     Bz 


<19) 


\dt^  3)l»> 

aus  (16)  das  System  von  Differentialgleichnngen 

5 ö    BH^  _  BG   BH 

dx By     Bz        Bz    By 


dt,    ' 

3)^' 

1 

dz 

BH 

Bx 

BF 

^y 

BH 

By 

BF 
Bx 

(20) 


dt,  5)(»> 

^  ^H  _B^  BH 

^  dy Bz     Bx        Bx    Bz 

dt,  3)W- 

BG   BH^_BG    BH 

dz Bx    By        By     Bx 

ydt\  ~  p) 

Wegen  des  unveränderlichen  Vorzeichens  der  Functionaldeter- 
minante  S)^'^  sind  die  Aasdrücke  rechts  in  den  drei  Systemen 
eindeutig  bestimmt.    Bei  dem  System  (18)  gelten   für  ^=^8(^) 
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die  Gleichungen  x  =  x{(}),  y  =  y(0),  e=e{0)f  and  werdea 
för  t  =  tJ^}  die  Wertbe  x  =  x^{l),  y  =  ^,(l),  ^=Jr,(l)  be- 
stimmt; bei  dem  System  (19)  bilden  die  letÄtern  das  zu 
/j  =  if^(0)  gehörende  Anfangssystem,  und  werden  für  <,  =  /,(!) 
die  Werthe  x=:x^{l),  j/^=ya(l))  ^^=^,(1)  gefunden;  bei  dem 
System  (20)  machen  diese  das  mit  t^^t^{0)  correspondireode 
Anfangssystem  aus,  während  die  zu  i,  =  f,  (1)  gehörenden  Wertbe 
die  gesEchten  x  =  x{\),  y=^(l),  js;=e{l)  sind.  Auch  hier  gilt 
wieder  die  Bemerkung,  dass  für  eine  andere  Reihenfolge  der 
Combinationen  von  je  zwei  Functionen,  die  nach  einander  con- 
stant  gesetzt  werden,  eine  andere  Reiiienfolge  von,  Integra- 
tionen auszuführen  ist,  dass  aber  aus  den  im  vorigen  §  eriSr- 
terten  Grtinden  das  System  von  Werthen  x{l),  y(l),  sd)  mir 
ein  einziges  sein  kann  und  daher  nur  eine  einzige  Bestimmung 
zulässt.  Hiermit  ist  die  eindeutige  Umkehrung  eines  Systems 
von  zwei  und  von  drei  Functionen  vermittelst  der  Integration 
von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichnngen  vollendet. 


§  104.  VeTwandlang  d«r  CoordLaaten,  Bexlehonir  zwiiobts 
zwei  Ebenen,  und  zwlsohea  zwei  Bäiunett.  Allgreoielae  Um- 
totmims  des  JLutdmokH  fUr  dfti  Quadrat  elnei  Iiliilenelementf. 

Die  Kenutniss  der  Bedingungen,  unter  denen  ein  System 
zweier  Functionen  von  zwei  Variabein,  und  dreier  Functionen 
von  drei  Variabeln  eindeutig  umkehrbar  ist,  gehört  dazu,  um 
bei  der  Ortsbestimmung  eines  Punktes  das  Ueliergehen  von 
rechtwinkligen  zu  beliebigen  Coordinaten  vollständig  zu  begrün- 
den; dieser  Procese  wurde  in  §  92  für  die  Ebene,  in  §  95  für 
den  Raum  auseinandergesetzt.  Denken  wir  uns  nnter  ,t,  y 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene,  unter 
X,  y,  s  ebensolche  Coordinaten  im  Räume,  so  werden  durch  die 
eindeutige  Umkehrung  der  Gleichungen 

(1)  t,=F{x,y\    t,^G{x,y) 

die  Varia beln  x  und  y  als  eindeutige  Functionen  der  neuco 
Variahein  oder  Coordinaten  t^  und/,,  durch  die  eindeutige  üui- 
kehrnng  der  Gleichungen 

(2)  t,  =  F{x,y,g\    t,  =  G{x,y,g\    t,^H(x,y,ß) 
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die  Variabein  x,  y,  *  als  eindeutige  Functionen  der  neuen  Va- 
riabehi  oder  Coordiiiaten  /,,  t^,  t„  bestimmt.  Es  treten  daher 
im  ersten  Falle  t^  und  t^  an  die  Stelle  der  Grössen,  wetcbe  in 
§  92  mit  l  und  /,,  im  zweiten  Falle  ^,,  /j,  t^  an  die  Stelle  von 
denjenii^en,  wekdie  in  §  05  mit  |,  ij,  l  bezeicbuet  sind;  die  ein- 
deutige ünikelirliarkeit  der  in  Rede  stehenden  Systeme  von 
Gleieliun|;en  liedeutet  aber  niubta  anderes,  al.s  dass  einem 
Öystem  von  Wertlien  ^,, /,  ein  einzij^er  Punkt  der  Ebene,  einem 
System  von  Werttien  ^,,  <,,  /,  ein  einziger  Funkt  des  Raumes 
entsprieht,  waa  fUr  den  Oebraueh  des  betreffenden  Coordinaten- 
»ystems  unerUlsslieh  ist. 

An  dieser  Stelle  möge  aneh  eine  andere  geometrische  Be- 
trachtungsweise erwähnt  werden,  die  ihren  Ansdnu-k  in  den 
Systemen  {!)  und  (2;  tindet  Wenn  mau  sieb  y,wei  verschiedene 
Ebenen  vorstellt  und  annimmt,  dass  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  der  einen  Ebene  mit  Xj  y,  die  recht- 
winkligen Coordinatcn  eines  Punktes  der  anderen  Ebene  mit 
/,,  ^J  benannt  werden,  so  kann  durch  die  Oleichungen  il)  für 
einen  beliebigen  Punkt  (j-,  y)  der  ersten  Ebene  ein  zugeord- 
neter Punkt  (/j,  /,)  der  zweiten  bestimmt  werden;  dann  giebt 
die  eindentig-e  Unikehrung  des  Systems  (l)  das  Gesetz  au, 
nach  webdicm  zu  einem  beliebigen  Punkte  (/,,  t^)  der  zweiten 
Ebene  der  Punkt  (.t\  v)  der  ersten  eindeutig  zugeordnet 
ist.  In  gleicher  Weise  darf  man  zwei  RSume  betrachten, 
einen  beliebigen  Punkt  des  ersten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  a-,  einen  beliebigen  Punkt  des  zweiten  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  <,,  /„  t^  bezeichnen,  und  einem 
beliebigen  Punkte  (x,  y,  e)  des  ersten  Raumes  einen  bestimmten 
Punkt  f/j,  ^a,  t^)  des  zweiten  durcb  die  Gleichunguti  (2)  zu- 
ordnen. Alsdann  wird  durch  die  eindeutige  Umkehrung  des 
Systems  (2)  festgestellt,  das?  zu  einem  beliebigen  Punkte  (/,,  t^,  l^) 
des  zweiten  Raumes  der  eindeutig  bestimmte  Funkt  (.r,  //,  s)  des 
ersten  Raumes  gehört.  Ein  grosser  Vorzug  des  Processes,  durch 
welchen  eine  Ebene  auf  eine  zweite,  und  ein  Raum  auf  einen 
zweiten  Raum  bezogen  wird,  liegt  darin,  dass  die  Mannigfal- 
tigkeit der  ursprtinglicheu  und  die  Mannigfaltigkeit  der  neuen 
Variabein  durch  ein  gleichberechtigtes  räumliches  Gebilde  vor- 
gestellt wird,  und  dass  daher  die  Begrenzung  von  beiden  Man- 
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nitrfaltigkeiten  zur  Anschauung  kämmt.    Wie  folgenreich  diese« 
Verfahren  «ei,  wird  der  zweite  Abschnitt  zeigen. 

In  §  62  ist  bei  der  Messung:  der  Län^e  einer  Linie  her- 
vorgehoben, dass  das  Element  einer  Linie  im  Räume  durch 
die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der 
rechtwinkligen  Coordinatcn  eines  Punktes  der  Linie  dargestellt 
wird.  Hiernach  hat  das  Quadrat  des  Elements  einer  Linie  im 
Räume  zu  geinem  Ausdruck  die  QuadratBumme  der  Differentiale 
der  drei  Coordinatcn  x^y^e 

(3)  dx*^drf'¥de\ 

Sobald  die  Linie  in  derselben  Ebene  liegt,  und  für  diese  die 
xy  Ebene  gewählt  wird,  so  vereinfacht  sich  das  Quadrat  des 
Elements  durch  Verschwinden  des  Differentials  ds,  und  wird 
gleich  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der  zwei  Coor- 
dinaten 

(4)  dx''  +  dy\ 

Indem  nun  bei  (4)  die  Variabelu  x  und  y  als  Functionen  der 
beliebigen  Coordinateu  t^  und  /„  bei  (3)  die  Variabein  x,y^i 
als  Functionen  der  beliebigen  Coordinaten  ',,^ji^,  aufgefasst 
werden,  iHsst  sich  die  Autgabe  bilden,  das  Quadrat  des  Linien- 
elemeuts  in  der  Ebene  (4)  durch  die  beliebigen  Coordinaten  <, 
nnd  t^,  das  Quadrat  des  Linienelements  im  Räume  (5)  durch 
die  beliebigen  Coordinaten  t^J^,  ts  auszudrücken.  In  der  zweiten 
Aufgabe  ist  die  erstere  als  specieller  Fall  enthalten.  Die  zweite 
besitzt  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  sich  in  ihrer  Lö- 
sung alle  geometrischen  Begriffe  vereinigen,  die  ira  Laufe  der 
gegenwärtigen  Darstellung  zur  Sprache  gebracht  sind. 

Aus  der  gegebenen  Abhängigkeit  der  Variabein  x^y^e  von 
/,,<j,  ^3  folgen  die  Ausdrücke  der  vollständigen  Differentiale 


(5) 


da^ 


d.t 


dx 


it,^''^  3T/*''  + SL 


.  +  'Ut, 


,^^ 


S'J 


s» 


rd(. 
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im*m 


(6) 


©'='^' 


dt]  d\  "*"  di^  dt,  "*"  ei,  ä4~""~"  *" 

dx  dx      dy^dy^      dz  de__       _ 

dt\dt^  "*■  dt^  dt^  "*"  dt\  a<,  """"**»* 

dx  dx      dy_dy^      de  dz 

dt\  dt^  "^  dt^  dt,  "^  dt^  d"<3~""«~"« 


©■  -©■ 


(rj-&^(it)'= 


«w 


verwandelt  sieb  dann  die  Quadratanrnme  (3)  in  die  wesentlich 
positive  homogene  Fnnction  des  zweiten  Grades  oder  quadra- 
tische Form  der  drei  Differentiale  dt^,  dt,,  dt, 

(7)  «11^^?  +  ««^^'        +as8^^J 

+  2a„dt,  dt,  +  203,  ^h  ^^  +  ^o,,  dt^  dt,, 
deren  CoefGcienten  dnrch  die  Gleichnngen  (6)  als  Functionen 
der  Variabeln  /„  t,,  t,  bestimmt  sind.  Demnach  wird  das  Qttadrat 
des  Eletnents  einer  Linie  im  Räume,  wofern  ein  beliebiger  Punkt 
durch  die  Coordinaten  t^,  t„  t,  bezeichnet  ist,  mittelst  der  quadrati- 
schen Form  (7)  dargestellt.  Fttr  den  oben  erwähnten  besonderen 
Fall,  dass  das  Linienelement  in  derselben  and  zwar  der  xy  Ebene 
enthalten  ist,  treten  an  die  Stelle  von  (5)  die  Ausdrtlcke 

(5.)  ,,  =  |^,,,  +  |£<,«, 

80  dass  nach  Einführung  der  Bezeichnungen 


(8) 


iisd'-fj-4d'-m- 


M 


dx  dx,       dy  dy  

dT^dt,      dt['dt,~^^'^~^^'' 


die  Quadratsumme  (4)  in  die  wesentlich  positive  quadratische 

Form  der  zwei  Differentiale  dt^,  dt^ 

(9)  e,,dt\  +  2e,,dt,dt,+e„dtl 

Übergeht. 


618  Umformung  de»  Ausdrucks  für  das  Quadrat  eines  Linienelements.  §  IW, 

Bei  den  vorhandenen  Notationen  fallen  die  obigen  Glei- 
chungen (5tt)  mit  (4)  des  §  92,  die  obigen  Gleichungen  (5)  mit 
(3)  des  §  05  /.usammen»  und  es  knüpft  die  geometrische  Be- 
trathtung  unmittelbar  an  die  genannten  §§  an.  Nach  (5»)  geht 
von  dem  Punkte  {ar,y)  eine  erste  Linie  aus,  für  welcbe  t^ 
coufttantj  und  eine  «weite  Linie,  für  welche  t^  constant  ist; 
desgleichen  erstreckt  sich  vermöge  (5)  von  dem  Punkte  (x,y,«) 
eine  erste  Linie,  für  die  nur  i^,  eine  zweite  Linie,  für  die 
nur  ^,,  eine  dritte  Linie,  für  die  nur  t^  geändert  wird,  die 
anderen  beiden  Variabein  aber  i-onstant  !)lcibeii.  Wenn  nnn 
wieder  wie  in  ^  02  und  §  05  /.iir  Bezeichnung  eines  Punktes 
durch  die  neuen  Variabein  eckige  KiammerD  angewendet,  den 
neuen  Variabein  aber  beliebige  Differentiale  zugefilgt  werden, 
80  darf  man  sagen,  dass  hei  (5  a)  das  Quadrat  des  Abstandes  eitm 
PtmJctes  [t^  +dti^t^  +  dt^]  von  dem  Funide  {ti^t^  durch  den 
Aiisdritch  (9),  bei  (5)  das  Quadrat  des  Absiandes  eines  Funkies 
[/,  +  f??„  i,  +  6?<j,  t^  +  rff,]  von  dein  FimUe  [/,,  <„  /,]  durch  dm 
Ausdruck  (7)  gemessen  wird.  Mitbin  folgen  aus  (5.)  filr  die 
relativen  rechtwinkligen  Coordinalen  des  Punktes  [<,^-rf^,^] 
in  Bezug  auf  [^,,^j]  die  Werthe 


tHr  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  desPunktes[/„/, +rf/,] 
in  Bezug  auf  [<<,  ^,] 


rf*=f;_d^,  dy^l}^dt. 


Man  findet  deshalb  für  das  Quadrat  des  Abstandes  zwiscbi 
den  Punkten  [t^-^  dt^.l^  and  [l^yQ  den  Werth  e„rf^'.  filr  d« 
Quadrat  des  Abstandes  zwischen  den  Punkten  [^|,^^+<i^j]  nnd 
[f,, y  denWertb  e.^^dtl.  Wenn  ferner  dt^  und  dt.^  positiv  sind. 
80  erhält  der  Cosinus  des  Winkels  m  zwischen  der  von  f/,,/J 
nach  [*,  +  rffj,  y  'gezogenen  ersten  und  der  von  [/,,  <J  nach 
[^j, /j  +  rfy  gezogenen  zweiten  Linie  die  Bestimmung 

(10)  i^e^  |V„co8oj  =  e,2. 

In  gleicher  Weise  liefern  die  Cileicbungen  (0)  ilir  die  relatiren 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  [i^  +  di^,  f^,  t^]  in  Be- 
zug auf  [^„  ^„  <b]  die  Wertbe 


c_ 
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aus  denen  die  relativen  rechtwinklig^en  Coordinaten  des  Punk- 
tes [ii,f,  +  di^,t^]  und  des  Punktes  [',,'».  ^s  + 1^',]  in  Bcziißj 
auf  [t^,  i^,  f„]  durch  Einset/,ung  der  Zeiger  2  und  3  hervor- 
gehen. Demnach  hekonitut  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
den  Punkten  [^+rf^,,  t,J^]  und  [/,,  /,,  ^],  [tiJ^  +  dt,,  f^]  und 
['r»  's>  K\f  f^jT  iff  iz  +  äi^]  und  [^,,  /,,  /J  heziehungsweise  den 
Werth  a,,<f(J,  %2^^lf  ^^t^^C>  ^^^  ^^  bestimmen  sich  bei  positi- 
ven Wertben  dt^,  dt^,  dt^  die  Cosinus  der  Winkel  i-Jj^,  w^p  w,^, 
welche  von  je  zwei  gleifhnantigen  unter  den  drei  von  dem 
Punkte  \tj,.t^\  nach  K  •fr/^,^,/,],  [f,,t,  +  dt^J,\  \t,,t,,h-¥dQ 
gezogenen  Linien  gebildet  werden,  vermöge  dpr  Oleiehung  (4) 
in  I,  §  86  iblgendennassen 

Anf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  die  Darstellung  des  Qnadra- 
tea  des  Abstandes  eines  Punktes  [f,4-rf^,,  ^j  +  rf^J  von  dem  Punkte 
[;,,  ^J  durch  die  quadratische  Form  (9)  mit  der  in  1>  §  80  ent- 
wickelten geometrischen  Interpretation  einer  quadratischen  Form 
von  zwei  Variabcln,  und  die  DarstelUing  des  Quadrates  des  Ab- 
Standes eines  Punktes  [t^+di^,  t^  +  dt^,  'a+^^^J  ^'^^^  ^^"^  Punkte 
[tjj  t^,  t,]  durch  die  quadratische  Form  (7)  mit  der  in  I,  §  85 
mitgetbeilten  Interpretation  einer  quadratiseben  Form  von  drei 
Variabein  tibereinstiinmtt  wobei  an  die  «Stelle  der  Variabeln  der 
Form  respective  die  Differentiale  rf/,,  dt^  und  df^,  df^,  dtf,  treten. 
Es  tinden  daher  alle  in  den  erwiihnten  j5§  angestellten  Betrach- 
tangen  in  dem  höheren  Gebiete,  zu  dem  wir  jetzt  gelangt  sind^ 
ihre  Anwendung.  Nach  (4)  in  I,  §  80  wird  der  Flächeninhalt 
des  Parallelogramms,  dessen  Ecken  die  Punkte 

sind,  vermittelst  der  notbwendig  positiven  Determinante  der 
Form  (9)  so  ausgedrückt 

(12)  dt,dtji,^e^-el, 

wo  die  Quadratwurzelgrösse  wie  auch  im  Folgenden  positiv  zu 
verstehen  ist.  Bezeichnet  mau  ferner  bei  der  Form  (7)  die  ad- 
jungirten  Elemente  und  die  Determinante,  wie  in  1,  §  85, 


i. 
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i   ^ii~«w033~«L'  ^s^<'^^<*ls~«u0^8>'-• 
80  folgt  aös  1,  §  85,  dass  fiir  das  Parallelepipedon,  dessen  eil 
Ecke  der  Punkt  [/,^  t^,  /,,]  bildet,  und  dessen  von  hier  ausgehen« 
drei  Kanten  nach  den  drei  Punkten 

gerichtet  sind,  der  Rauminhalt  gleich  der  Verbindung 

(14)  dt^dt,(U.^]^D 

ist,  Ausserdem  ist  der  Inhalt  der  parallelögraairaatischen  Seit 
fläche,  die  von  der  zweiten  und  dritten,-  dritten  und  erste 
ersten  und  zweiten  Linie  be^grenzt  wird,  gleich  der  entsp 
chenden  unter  den  Verbindungen 

(15)  dt:,dtjA;,,  di,dt,  y'A^,,  dt^dfjj;,. 

Ehe  diese  Resultate  benutzt  werden,  ist  noch  eine  Beu^ 
kung  Über  den  Ursprung  der  Formen  (7)  und  (9)  zu  mack. 
Bei  der  Einführung  von  beliebigen  Coordinaten  statt  der  rec2 
winkligen  wurde  in  §  92  für  die  Ebene  vorausgesetzt,  dass 
dortige  Determinante  (6),  und  in  §  95  ftlr  den  Raum,  dLi 
die  betreffende  Determinante  (4)  einen  von  Null  verschiede ^ä 
Werth  habe.  In  den  gegenwärtigen  Bezeichnungen  heisst  «3 
dass  die  Deterniiminte 


(10) 


dt.Bt^      Bf^öf, 


der  Ausdrücke  (5.),  und  die  Determinante 
(17) 


der  Ausdrucke  {*%)  nicht  verschwinden  dtirfen.  Das  Gelten  die — swr 
Voraussetzungen  ist  aber  bei  unserer  jetzigen  Betrachtung  e^**"^ 
Consequenz  der  Bedingungen,  unter  denen  durch  Umkehra  -°? 
z  und  y  als  Functionen  von  t^  und  ^5  für  die  Ebene,  x,  y,  i  ^^^" 
Functionen  von  ^,,  ^„  t^  für  den  Raum  bestimmt  sind,  N»»— ^" 
den  in  dem  vorigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen  folgen  respecti'  -^^^ 
aus  den  Gleichungen 

rf/j  =  -  ~dx->r  .-iy 
*       da?  vy    ^ 


'^ 
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,,  BF.  ^BF,    ^BF. 

^  Bx  By  Bz 

JA  BG-  j  ,  BG  j     .  BG  j 

*  dx  dy     "       dz 

j.        BH  j     .  BH  j     ,  BH  j 

dt.  =  ^^dx+-^dy  +  TT-dz 

^      Bx  By    "      Bz 

uflösen  und  Vergleichen  mit  den  obigen  (5.)  und  (5)  für 
iellen  DiflFerentialquotienten  von  x  und  y  nach  <j,  <j, 
[  Xy  y,  e  nach  t^,  <,,  t^  diejenigen  Ausdrücke,  welche  in 
ÜT  die  betreffenden  gewtJhnlichen  Differentialquotienten 
n  sind.  Dieselben  werden  hier  nur  soweit  wiederholt, 
die  Uebersicht  wünschenswerth  ist,  nämlich 

BG  _BG 

Bx By_     By Bx 

<^w^BFBG_BFB^ 
Bx  By      By  Bx 


BG 

BH 

BG 

BH 

Bx 

__  By 

Bz 

Bz 

By 

Bt, 

5)W 

BG 

BH 

BG 

BH 

By 

Bz 

Bx 

Bx 

Bz 

Bt, 

g)(») 

BG 

BH 

BG 

BH 

Bz 

Bx 

By 

By 

Bx 

Bt, 

S)(«) 

<j)(3) 

=-2;± 

BF 

BG   BH 

aan  nun  aus  (18)  den  Werth  der  Determinante  I^'^aus 
a  Werth  von  /'^'^  ableitet,  so  tritt  bei  der  mit  den  Aus- 
.  der  rechten  Seite  vorzunehmenden  Operation  für  den 
Tall  im  Nenner  das  Quadrat  von  ©^*^,  im  Zähler  die 
inante  ^^^^  selbst  auf,  und  es  entsteht  die  Gleichung 

Q  zweiten  Fall   erscheint   im  Nenner   des   angedeuteten 
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.04. 


Quotienten  die   dritte  Pfitenz   von  !5!)^'\  der  Zäbler  wird  glei-   .^c\i 
der  aus  den  juljuugirten  Elementen  des  Systems 
BF    dF     dF 
dg 

dG 

BH 

Be 

gebildeten  DctcrmiDante,  algo  iiaeh  I,  §  77  gleich  dem  Quai 
von  2)^'\  mitbin  ergiebt  sieb  für  7"^^*  die  Gleicbuug 


dx 

dy 

da 

Bx 

BG 
Btf 

BH 

Bx 

BH 

By 

(21) 


/.(:.>_ 


^' 


,13) 


Also  können   /"^'^  und  /''Mesbalb  iiiebt   gleicb  Null   werÄ.  «^^n, 
weil   den  Determinanten  'Sp^  und  ^^''^  nicht  gestattet  ist,   fcL^Ki^er 
jedes  Mass  hiuaas  zu  wachsen,  oder,  was  dasselbe  ist,  nnendM  »  rb 
grosse  Wertbe  anzunehmen.     In  I,  §  78   wurde   nachgewie^^^n» 
dasa  bei  der  Transforniation  einer  quadratischen  Form  von  i  fc ^  ^p« 
Variabein,    und   in  I,  §  81,    dass  bei   der  Transforuiation  eii^^^cr 
quadratischen  Form   von   beliebig  vielen  Variabein  durch   cü    ^e 
Substitution  ersten  Grades  die  Determinante  der  transformirt^  «n 
Form  gleich  dem  Prodnct  aus  der  Determinante  der  ursprtii"^^?* 
liehen  Form    und   dem  Quadrate   der  Substitutionsdetermin»^^^^^ 
ißt.    Auch  folgt  leicht  aus  der  in  I,  §  84  gegebenen  DefinitÄ-on 
einer   wesentlich    positiven  Form    von    w  Variahein,   dass   e^Sne 
solche  durch  jede  reelle  Substitution  ersten  Grades,  deren  Det^  ^^' 
minante  von  Null    verschiedeu  ist,    wieder    in    eine    wesentl    ~^<^° 
positive  Form  von  k  Variabelu  Übergeht.     Nun  ist  die  Quad^:^^"^*" 
summe  (4)  ehie  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  z^^**'^' 
Differentiale  dx^  dy  mit  der  Determinante   Eins,    die  Quad^^*** 
stimme  (3)  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  ^^^^^ 
Differentiale  dx,  dif,  dz,  ebenfalls  mit  der  Determinante  E^^'J*- 
Daher  muss  die  Form  (9),  welche  aus  (4)  durch  die  reelle  ^^   ^^' 
stitution  (5,)  von  der  nicht  verschwindenden  Determinante    — ^ 
hervorgeht,  eine  wesentlich  positive  Form  der  zwei  Differen*^  ^'^^ 
d(^,  dt,,   und  ebenso   die  Form  (7),   welche  aus  (3)  darcli      ^^^ 
reelle  Substitution   ('0  von    der   nicht    verschwindenden  Pe^^*^- 
miuaute  /  ^^'  entsteht,   eine  wesentlich    positive  Form  der  d/v/ 
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Differentiale  dt,,  dt,,  dt^  sein,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde. 
Zugleich  erhsUt  man  durch  den  erwähnten  Satz  für  die  zuge- 
hörigen Dcteruiinanteu  die  Bestimmung 

(22)  c,,e„-e],=  l-''U<'\ 

(23)  i)  =/<'>/'«« 

Offenbar  entspricht  das  Parallelogramm,  desaen  Flächen- 
inhalt in  (12)  angegeben  ist,  dem  in  §  92  bestimmten  Elementar- 
parallelogramm,  das  l'arallclepipcdon,  dessen  Raumitihalt  in 
(14)  dargestellt  ist,  dem  in  §  IKj  gemessenen  Elementarparallelepi- 
pedon.  Es  werde  das  Vorzeichen  von  /'*'*  mit  t^'\  das  Vorzeichen 
von  r^^^  mit  e'^'  bezeichnet;  dann  eignen  sich  die  Gleichungen 
(22)  und  (23)  dazti,  die  zuletzt  erhaltenen  Ausdrücke  in  die 
früheren  zu  verwandeln.  Der  Auijdruck  (12)  geht  nämlich 
durch  (22)  in 

(24)  ,''h<''df,dt,, 
der  Ausdruck  (14)  durch  (23)  in 

(25)  i^'U^'Ut.di^dt, 
über. 

Bei  der  Ortsbestimmung  durch  die  Coordinaten  /,,<„  ^. 
sind  die  unbegrenzten  geraden  Linien,  welche  von  einem  Punkte 
[^1)^8) 'a]  ^^^  ßuccessive  nach  den  drei  Punkten 

gezogen  werden,  beziehungsweise  die  Tangenten  an  diejenigen  Cur- 
ven,  deren  erste  durch  ^,^eon8t.,Js neonat,  deren  zweite  durch 
<,=^con8t.,  /,  =  eonst.,  deren  dritte  durch  /,=con8t.,  ^^  =  con^t., 
bestimmt  ist.  Demzufolge  wird  die  Ebene,  welche  durch  die 
zweite  und  dritte  Tangente  hindurchgeht,  zur  Tangentialebene 
der  OberÜäcbe  /,  —  const;  die  durch  die  dritte  und  erste 
Tangente  gelegte  Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche 
<,  =  const;  die  durch  die  erste  und  zweite  Tangente  gelegte 
Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche  i;,=con8t.  Es  fallen 
also  die  in  dem  Punkte  [^,^„^«1  zusammenstossenden  Seiteu- 
flächen des  vorhin  betrachteten  Parallelepipedons  respective  in 
die  genannten  Tangeritialebenen,  und  jede  parallclogiammatisehe 
Seiteufläche  bildet  ein  Element  der  zugehörigen  Tangentialebene, 
Weil  aber  nach  §  93  das  Element  der  Tangentialebene  als  Ver- 
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treter  des  Elements  der  zugehörigen  Oberfläche  gilt,  so  stellt 
von  den  obigen  Ansdrllckeu  (15)  der  erste  das  OberflUcheoele- 
meiit  für  ^,  =  const,  der  zweite  für  t^  —  coiint.^  der  dritte  filr 
t^  =  const,  dar.    Vermöge  der  Gleichungen 

t,^F{x,y,z\  t^^G[x,if,g\  U=n{x,y,s) 
folgen  aus  (S)  des  §  93  die  Ausdrucke 


(26) 


w:!*m*m'i 


y  de 

?  dB  dx 
By 


,  (dHVdxdy 

dz 

deren  UeberfUhrnng  in  die  so  eben  gefundenen  der  Kürze  halber 
nicht  mitgetheilt  wird.  Gegenwärtig  kam  es  nur  darauf  au. 
nachKUweisen,  da^s  die  Kur  Messung  der  Theile  von  Linien, 
von  Oberflächen  und  vom  Räume  erforderliehen  BegriflFe  in  der 
quadratischen  Form  (7)  enthalten  sind. 

Wofern  man  die  Betrachtung  auf  eine  Linie  beschränkt, 
die  in  einer  der  drei  OberfiUchen  t^  =  const.,  t^  =  const.,  t^  =congt. 
liegt,  so  ergiebt  sich  das  Quadrat  des  Elements  der  betreffeodeo 
Linie,  indem  in  (7)  respective  dt^^dj  df^^Q,  dt^^O  ge«€txt 
wird.     Hiernach  entstehen  die  Ausdrücke 

a,,dtl  +  2a,,dt,di^+a,,dt], 
a,,dtl+2a,,dt,dt^^a^.^dtl, 
deren  jeder  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  von  iw« 
Ditferentialeu  ist.  Man  sieht  aus  iKi),  das»  die  betreffendcB 
Determinanten,  in  derselben  Reibenfolge  genommen,  gleich 
^j„  A^,  A.jy  sind,  dass  also  die  Determinante  jeder  einzelnen 
Form  genügt,  um  nach  (15)  das  Element  der  betreflfeuden 
Oberfläche  aufzustellen.  Die  Bedeutung,  welche  das  <^adnä 
des  zu  einer  Oberfläche  gehörenden  LinienelemetUs  für  die  E^ 
grlindung  der  Eigenschaften  der  Oberfläche  besitzt,  ist  saerrt 
durch   die  in  §  65  angefllbrte  Gaussseha  Abhandlung  disqmB^' 


§104. 


Orthogonale  Coordinaten. 
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tiones  generdles  circa  superficies  eurvas  klar  geworden.  Auch 
liat  sich  aus  dieser  Untersiu'hQng  die  Erkeiuitiiiss  entwickelt, 
dass  die  Darstellung:  von  dem  Quadrate  des  Linieuelements  im 
Räume  durch  heliehif^^e  Coordinaten  das  wesentliche  Mittel  bildet, 
um  allgemeioe  geometrische  UnterHtichungen  in  einer  von  der 
Wahl  des  Coordinateni^ystems  unabhängigen  Weise  zu  führen. 

Die  iJeKtimmuitg  des  Winkels  w,  den  die  Linien  t^  ^  eonst. 
und  Ü,  =  con8t.  in  der  jc  y  Ebene  mit  einander  machen,  durch 
die  Gleichung  (10)  Ulsst  schliessen,  das»  w  dann  und  nur  dann 
gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  6,^  versehwindet  Solche  Coor- 
dinaten, bei  denen  dies  immer  der  Fall  ist  und  folglich  die 
Gleichung 

(28)  dx''+dy=^e^^dfl  +  e,.^dfl 

besteht,  liefern  daher,  conütant  gesetzt,  Sehaaren  von  Linien, 
welche  sich  immer  rechtwinklig  ycbneiden,  und  heissen  insofern 
orthogonale  Coordinaten.  Hierher  gehören  die  durch  die  Glei- 
chungen 

(29)  x  =  r  eo8  ^%    y  =  r  nin  ^ 
definirten  Polarcoordinaten  r,i^;  bei  denselben  ist 

(30)  dx  =  eos»dr  —  r  sin  »  d9 
dy  =  sin  if^  dr  +  r  cos  &  d&j 

Bnd  in  Folge  dessen 

(31)  dx''+dy=dr'+r'd^\ 

Ebenso  lehren  die  Gleichungen  (11),  vermittelst  deren  die  Winkel 
oij3,  w,j,  Wjj  gefunden  werden,  das»  jeder  von  diesen  dann  und 
nur  dann  gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  jede  der  Grössen 
a^f  a„,  Oj^  gleich  Null  wird.  Damit  dies  immer  der  Fall  sei, 
muss  bei  der  Transformation  der  Quadratsumme  da;' +  dy'-t-djp* 
durch  Substitution  der  Coordinaten  ^, ,  ^,,  ^,  allgemein  die 
Gleichung 

(32)  dx^  +  d/+  ds'^  a,j  dt]  +  a.^,  dt;  +  a^  dt] 
hervorgeben.  Hier  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  [^,,  t^,  t^] 
die  drei  zugehörigen  GberÜächen  t^^  const.,  /,==const,  ^g^const., 
in  drei  gegen  einander  senkreeliten  Linien,  wesbalh  i,,  t^,  t^ 
gleichfalls  orthogonale  Coordinaten  genannt  werden.  Von  dieser 
Art  sind  die  in  §  95  durch  die  Gleichungen 

(33)  ii==rco8Ö,    y=r  sln^cosff,    .e  =  r8in*8in^ 


UfMohlU,  Aualjaia  U. 
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bezeichneten  Coordinaten  r,  if,  ff.     Für  dieselben  hat  man 

(34)  dx:  —  cos  0  dr  —  r  sin  H  dft 

dp  =  sin  0  cos  r/- (fr  +  r  cosfl  cosffdß  —  r  »mfi^imf  dq 
de=  sin <^  sin  (f  dr  +  r  coaft  sin  (f  dß  +  r  sin  i^  cos q  dtf ; 
nach  ausgeführter  Rechnung  entsteht  daher  die  Transformatii»» 

(35)  dx''  +  (7^=  +  ds'  ==  rfr»  +  r'  (?^'  +  r"  sin^  5  dtf^ 

deren   ßescbaflenheit   mit    der    aufgestellten  Bebau ptnog   tlber- 
einstimmt 

Bei  der  im  Eingänge  des  §  erwähnten  Betrachtung,  wo 
zwei  Ebenen  oder  zwei  Räume  auf  einander  bezogen  sind,  ge- 
hören in»  ersten  Falle  zu  den  sich  senkrecht  schneidenden 
geraden  Linien  /,  =  con8t.,  ^,  ^const.  der  zweiten  Ebene  zwei 
genau  bestimmte  Schaareu  von  Linien  der  ersten  Ebene,  and 
im  zweiten  Falle  zu  den  gegen  einander  scnkrecbten  Ebenen 
f^^const,  f^  =  con9t.,  /B=const.  des  zweiten  Raumes  drei  genau 
bestimmte  Schaa.ren  von  Oberflächen  des  ersten.  Ferner  be- 
deutet die  Form  (9)  da?*  Quadrat  des  Abstandes  der  zwei  Panlite 
der  ersten  Ebene,  die  den  Punkten  [[/,,  tj  und  [f^  +  df^,  t^-^di^] 
der  zweiten  Ebene,  und  (7)  das  Quadrat  desAbstandes  der  zwei 
Punkte  des  ersten  Raumes,  die  den  Punkten  [i,,  /„  /,]  and 
\ti+dt^j  t^+  dt,^r  t^  +  df„]  entsprechen.  Unter  der  Vorans- 
setzung  von  (2S)  sind  den  geraden  Linien  ;,  =  eonst,  /,  =  conßL 
der  zweiten  Ebene  zwei  Sehaaren  von  rechtwinklig  sich  schnei- 
denden Linien  in  der  ersten  Ebene,  unter  der  Voraussetzung  von 
(32)  den  zu  einander  senkrechten  Ebenen  ^,=const.,  ^^  =  const, 
<„  =  eonst.  des  zweiten  Raumea  drei  Schaaren  von  rechtwinklig 
eich  schneidenden  Oberfläclicu  im  ersten  Räume  zugeordnet. 


Differential-  und  Ixite^ralrecbnaug  für  complexe  Uräs8en. 

Capitel  l 

DiflVrentiation  von  Fiinftioneii  einer  complexen 
varuiht'lii  («rosse. 

§  105.  Dlfferentlfttloit  einer  algr^^ralaohen  rationalen  Fnnctlon 
einer  oomplexen  Variable, 

Mit  der  steigenden  Werthschätziing-,  welche  die  Ausdehnung 
der  algebraiseljen  Operationen  auf  eomplexe  Urössen  gofimden 
hat,  ist  eine  Reihe  von  grossen  Arheiteu  entstanden,  durch 
welche  die  Operationen  der  Infinitesimalrechnung  ebenfalls  auf 
das  Gebiet  der  complexeu  Grosyen  übertragen  sind;  hiermit 
wurde  eine  Theorie  der  F'unctioneu  von  complexen  variaheln 
Grössen  begründet.  Bei  dem  jetzt  mitziitheilenden  Umriss  wird 
das  »Streben  vortiehuilieh  darauf  gerichtet  sein,  den  Zus^ammen- 
bang  der  Theorie  mit  den  im  ersten  Abschnitt  entwickelten 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen  von  reellen  stetig 
veränderlichen  Grössen  hervor  zu  heben. 

Wir  betrachten  einen  Ausdruck,  der  aus  einer  beliebigen 
aber  beacbränkteu  Zahl  von  complexen  Elementen 

a  +  * 6,  0 ,  +  f'i , , , . .  j:  +  ? j/ 
rational  zusammengesetzt  ist;  die  reellen  lteBtandtheiIeö,6,a,,ti,.. 
werden  als  constant,  die  reellen  Bestaudtheile  ar,  if  als  veränder- 
lich  angesehen,   die  Verbindungen  a -{- ife,  Oj  +  »6,, .  .  .  helBsen 
nach  §33   constanie   complexe  Grö$senj   die  Verbindung  x  +  iif 
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wird  eine  variable  complexe  Grösse,  der  Ausdruck  selbst  nm 
cdgebraische  raiionah  Function  der  complexen  Variable  x-k-iy  ge- 
nannt und  mit 

(1)  f{x  +  iy) 

notirt.  In  der  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären 
Theüs  erhaltenen  (xleichung 

(2)  f{x-¥iy)^t  +  iu 

sind  dann  /  und  «  reelle  rationale  Funetu*nen  der  beiden  Va- 
riabel» X  und  y.  Es  wurde  in  dem  (ritirten  §  33  der  Diffe- 
reutialquottent  eines  Ausdrucks  eingeführt,  dessen  reeller  und 
imaginärer  Theil  von  einer  veränderlichen  Grösse  abhängen.  Auf 
entsprechende  Weise  bildet  man  für  einen  complexen  Ausdruck, 
dessen  reeller  und  voo  dem  Factor  i  befreiter  imaginärer 
Theil  reelle  Functionen  von  zwei  und  mehr  Variabeln  sind,  da« 
vollständige  Differential  des  reellen  und  des  von  t  befreiteo 
imaginären  Tbeils,  und  dcfinirl  das  vollständige  Differential 
gegebenen  complexen  Ausdrucks  q>  +ix  durch  die  Gleichung 

(3)  di(p-hix)^df-hidx. 

Dann  entsteht  die  Aufgabe,  ftlr  die  obige  Function  /"(x  +  iyi 
das  vollständige  THfferentml 

(4)  df{x  +  iy)  =  di-\^idu 
aufzusuchen. 

Da  t  und  «  Functionen  der  zwei  Variabein  x  und  g  sind. 
80  ist 


(i^ 


(5) 

folglich 
(6) 


j. ,  -j      [St  ,  .Stt\.    ,  /dt  .  .au\  , 


Bedenkt  mau  aber,  dass  bei  der  partiellen  Ditferentiation  nachf- 
die  V^ariable  g,  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  y  die 
Variable  x  nicht  geändert  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  der  Aus- 
druck t  +  iu   für  die  Bildung   von  ^r-  +*—  als  eine  rationale 

°  dx       dx 

Verbindung  von  constanten  Elementen  und  der  reellen  Variable  j, 
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nir  die  Hildmig  vou   .,    +i.,     als  eine  ratioimle  Verbiiidune;  von- 

i)tf         r.tj 

(*onstaiiteii  Elementen  und  der  reellen  Variable  if  autgefasst 
werden  darf.  Es  lassüii  «ieti  diiher  beide  Operattünen  mit 
Hülfe  der  in  §  33  mitgetheillen  Vorschrift  auslühreii,  dass  der 
Diß'€rent'mhfHo(ie}d  einer  jeden  ah/ehraiarhen  nnn  riner  reellen 
Variable  iwä  vomplexmi  constanfen  (irösscit  gebildeten  Function 
in  Jk2ug  auf  die  Variable  nach  den  für  das  (iebiet  der  reellen 
Gröi^sen  geltenden  Jiegdn  erhalten  wird.  Der  leichtern  lieber- 
sieht  wegen  trennen  wir  den  Fall,  in  welchem  f(x  +  iif]  eine 
ganze,  und  denjenigen,  in  welchem  f{x-¥iy)  eine  gebrochene 
Function  von  x  +  itf  ist.    Im  erstem  bat  mau 

fix  +  ip)  =  X(x-^ip)^{a^+ibJ{x+iyy  +  {a^  +  ih^f{x+iyf-'+..+ia„  +  ibJ, 

im  zweiten  Falle  ist  f  {x -^  iy)  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler 

k{x+it/)  und  dessen  Nenner  if(x  +  ii/)  rationale  ganze  Functio- 
nen von  ix-\-iy)  sind,  mitbin  bei  entsprechender  Bezeiebnung 

.  A(.g4-f»_  '"„-fi^)  tx  +  iy}"  +  (a,  +  ib^}{X'^iy)''-^  +  ...  ^{a^  4-i6,) 

*  "*"*^  ~Mx  +  iy)~  {c^  +  id^)(.T+iyy  +  {c^  +  id^)  (*+if/)'~'  +  . ..  4-(c,+irf,/ 

Auf  Grund  dea  §  33  bekommt  für  eine  mit  einer  beliebigen 
ganzen  Zahl  ??t  gebildete  Potenz  (x+lyT  der  nach  jc  genommene 
partielle  Differentiahiuotient  den  Wertb 


(9) 


'-^^="(-'^)-'- 


während  bei  dem  nach  y  genommenen  partiellen  Ditferential- 
quotienten  der  Factor  i  hinzutritt  und  die  Gleichung 

(10)  dg       ^tm{x-^ty) 

entsteht.  Wenn  man  jetzt  in  Uebereinstimmung  mit  I,  §  49  die 
ersten  Ableitungen  der  rationalen  ganzen  Functionen  l{g),fi{s) 
respective  durch  A'(V),//(^j  bezeichnet,  m  folgen  aus  (7)  die 
Gleichungen 


(Hl 


dt    ,    .öu       .,.     ,   .  V 

df    ^    .du       ..,.     ,    .    , 


and  ebenso  auB  (8)  die  Gleichungen 
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(12)  J   ^^      ^^'^  ^i(a!'\-iy)iii(x-hif/) 

I    By      ^  3fj      *  ft{x+ii/)^i(x+iy) 

dieselben  geben,  sobald  bei  (7)  die  Notation 

(13)  ri^  +  iu)  =  ^'{^  +  W\ 
und  bei  (8)  die  Notation 

(14) 


- 1 

i 


angewendet  wird,  in  die  gemeinsame  Gestalt 

dt    ,    .Bu       -,  V     ,   .  V 
5Tr +  'öi='^(^ +  •!')■ 


(15) 


dt    ,    .du       .j.,f     ,    .   , 


Über.  Die  Substitution  dieser  Ausdrucke  in  (6)  liefert  alsdann 
für  das  zu  bestimmende  vollständige  Differential  di  +  idu  die 
Gleichung 

(16)  dt-¥  idu^f  (x  +  i y)  (dx  +  idy). 

Wie  die  linke  Seite  nacb  (4)  das  vollständige  Differential  der 
Function  f{x4-iy)  darBtellt,  so  heisst  der  auf  der  rechten  Seit« 
befiudlicbe  zweite  Factor 

(17)  dx-{'%dy  =  d{X'\'iy) 

das  vollständige  Differential  der  complexen  Variable  {x  4-  ly ). 
Der  erste  Factor  f*  {x+  iy]  wird  aus  der  ratianalen  Function 
f{x-hiij)  abgeleitet,  indem  man  statt  jeder  complexen  Consiantt 
ein  ein/figes  Zeichen,  statt  der  complexeti  Variable  x-k-iy  eben- 
falls ein  einziges  Zeichen  z  setzt,  und  von  dem  erhaltenen  nach 
g  rationalen  Amdrudi  in  Bezug  auf  e  nach  den  auf  dem  Ge- 
biete der  reellen  Grössen  geUendeti  Gesetzen  den  ersten  Diffe- 
rentialqnotietiten  nimmt.  Man  spricht  somit  den  Inhalt  der  Glei- 
chung I  Itij  dahin  aus^  dass  das  vaUsiändigc  Differential  der 
rationalen  Function  f{x  +  iy)  gleich  dem  Product  atts  dem  vdh 
ständigen  Differential  der  complexen  Variable  x-\-iy  und  der 
Function  f  {x  +  i  g)  ist,  und  nennt  die  letztere  deti  in  Bejug  auf 
die  complexe  Variable  x  +  iy  genommenen  Differentialquctienien 
der  rationalefi  Function  fix  +  iy). 
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Hierin  besteht  die  Ausdehnung  der  Begn'iffe  des  Differen- 
tials* und  ik'ü  Differential(iuotientcn  auf  rationale  Functionen 
complexen  Vurinble. 


§  108.    Allgemeine  Definition  einer  Function  einer  eomplexen 

Variable.    Geometrlaclie  Deutungr  dieeea  Begriffs  dar  ob   eine 

In  den  kleiniten  TlieUen  ähnlloh«  Abbildung  einer 

Ebene  auf  eine  zweite  Bbene. 

In  I,  §  lü7  wurde  der  Betriff  einer  rationalen  ganzen 
Fuuetion  einer  complcxen  Gn'Ksse  aufjjesicMt.  und  dann  zu  der 
Betrachtung  von  convergenteu  uaeh  den  positiven  Potenzen 
einer  comploxen  Or^tsse  fortschreitenden  unendlichen  Keihcn 
Ubergegaugen,  deren  Werth  ebenfalls  eine  Funetion  der  comidexen 
Grösse  genannt  wurde.  Gegrenwilrtig  soll  zur  allgemeinen  Defini- 
tion einer  Function  einer  eoraplexen  Grt^sse  ein  anderer  Weg  ein- 
geschlagen werden,  der  sich  erst  HpUter  mit  dem  m  eben 
berührten  vereinigen  wird.  Die  im  vorigen  §  zu  der  rationalen 
Function  f[x-¥iy)  gehörende  Gleichung  (10)  lässt  sich  verall- 
gemeinern, indem  man  zwei  reellen  Functionen  t  und  u  der 
beiden  reellen  Variahein  j:  und  tf  die  Bedingung  vorschreibt, 
dass  der  aus  den  vollständigen  JJiffermf taten  (jehildeie  Ausdruck 
di-hidu  f/leieh  dem  Produci  des  Ausdrucks  dx  +  idy  in  eine 
Verbindunff  ^-{-ir^  von  irgend  jswei  reellefi  Functionen  t  und  tj 
sdf  mühin  die  Gleichung 

(1)  dt-hidH  =  (4  +  iri){dx  +  idtj) 

h^riedige.  Nach  dem  im  vorigen  §  eingeführten  Sprachge- 
hranche  ist  dann  die  linke  Seite  das  vollständige  Differential 
von  (t+iu),  der  zweite  Factor  der  rechten  das  vollständige 
Differential  von  ix  4-  iy).  Eine  der  Forderung  (1)  genügende 
Verbindung  i+iu  wird,  wie  in  der  in  §  102  angeführten  Inau- 
guraldissertation Jtienianns,  als  eine  Function  der  cotnjdcxcn  Va- 
riahU  X  +  i  g  bezeichnet ,  also  eine  solche  Function  durch  die 
Gleichung  (1)   allgemein    dfßnirt.     Gleichzeitig    heisst    dann    der 

Werth  ^-^itj  des  Quotienten  ''      .  ,      der   von    der    Function 

dx+tdg 

t-^iu  nach  der  Varicd)le  JC  +  •  y  genommene  Differentialqnoiieni . 

Auch    ist  es  gebräuchlich,    die    comphxe   Variable  x  -h  i  g  durch 


L 
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Definition  einer  Function  <?iner  complexen  Variable.        §  106. 


einefi   einseinen  BucMtaben  z,    die  Function  <  +  i  f<    durch  mit 


Cfmraderistik  f{z),  den  Differenticdquotienten  durch 


dg») 
dg 


£u  be- 


geichnm.  Die  Gleichung  (1)  bezieht  sieh  nach  der  Natur  der 
vollständigen  Differentiale  auf  die  Voraussetzung,  dass  die 
Fuiiütionen  t  und  u  stetige  Fuuetioueö  von  z  und  y  sind  and 
in  Bezug  aat'  dieselben  bestimmte  endliehe  partielle  Differential- 
quotienten  haben,  dass  mithin  if  und  tj  bestimmte  endliche 
Grössen  sind.  So  lange  diese  Hedingunj^  erftUit  ist,  sagt  man. 
dokss  t-^-iu  eine  stetige  Function  von  x-^iy  sei,  und  zwar  stimmt 
dieser  Sprachgebrauch  mit  demjenigen  Uberein,  welcher  in  1, 
§  108  angewendet  ist.  Eine  rationale  ganze  Function  von  x-k-itf 
wurde  schon  an  der  erwähnten  Stelle  als  Beispiel  einer  Func- 
tion augefuhrt,  die  für  jeden  endlichen  Werth  von  x+iy  stetig 
ist.  Betrachtet  man  aber  bei  einer  rationalen  gebrochenen 
Function  (  +  im  von  x  +  iy  einen  T^erth  der  Variable,  für  welchen 
der  Nenner  des  Bruches  gleich  Null  wird,  der  Zähler  aber  nicht 
verschwindet,  so  hr>rt  für  den  betreffenden  Werth  sowohl  die 
Function  i  +  iu  wie  auch  der  zugehörige  nach  den  Vorschriften 
des  vorigen  g  zu  bildende  Ausdruck  $  +  ü;  apf,  endlich  und 
stetig  zu  sein,  so  dass  die  Gleichung  (I)  eine  Ausnahme  erleidet. 

Um  die  Beschränkungen  kennen  zu  lernen,  welche  den 
Functionen  t  und  u  durch  (1)  auferlegt  werden,  hat  man  statt 
der  linken  Seite  die  entwickelte  Gestalt  der  rechten  Seite  von 
(6)  des  vorigen  §  anzuwenden  und  die  Factoren  der  unabhän- 
gigen Differentiale  dx  und  dy  beziehungsweise  gleich  zusetzen. 
So  entstehen  die  beiden  Gleichungen 


m 


d{t±iu)       ^^. 


B{i  +  iu) 


dtj 


aus  denen  durch  Elimination  von  ^+irj  die  eine  Gleichung 
(8) 


d(t-hiu)^.6it+iu) 
By  dx 


resultirt.  Die  letztere  führt  durch  Trennung  des  reellen  nnd 
imaginllren  T  heiles  zu  dem  System  von  partiellen  Differential' 
gleichungen 


System  von  partiellen  DifferentialgleicTiungeB. 
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(4) 


welches  die  vorhandene  AhhüngigJct'it  der  Funditmen  t  und  u  von 
den  Variabein  x  und  y  ausdrücli.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
aus  (4),  indem  die  zweite  Oteichun^  mit  t  multiplicirt  nnd  zu 
der  ersten  artdirt  wird,  die  Gleiulunig  (3)  hervorgeLt,  dass  ferner 
bei  Einführung  der  Bezeichnungen 
._.  Bt       ^    du 


dx 


Öa: 


ans  (4)  die  Gleichungen 
(6) 


dt  B«       . 


und  daher  an<.:h  die  Gleicbniif^en  (2)  folgen,  van  denen  niau 
durch  be/.Ugliehe  Multiplication  mit  dx  und  d  tj  und  Addition  zu 
(1)  '/ur(ickl<elirt.  Auf  diese  Art  hnitditet  ein,  das»  die  beiden 
Gleichungen  (4)  mit  der  Gleieiumg  (1)  vollkoninien  denselben 
Inhalt  baljen. 

Das  Wesen  der  Gleichung  (1)  lässt  sieb  auf  characteristi- 
Hche  Webe  anschnulich  machen,  sobald  man,  wie  in  §  104,  die 
Variabein  x  uml  y  als  rechtwinklige  Coordiuateu  eines  Punktes 
einer  ersten,  die  Variabel n  t  und  u  als  rechtwinklige  Coordina- 
ten  eine»  Punktes  einer  zweiten  Ebene  auffasst,  und  vernüttelst 
der  Functionen  ^,  u  von  x,  y  jedem   Punkt   der    ersten  Ebene 
einen  Punkt  der  zweiten  entsprechen  lässt.     Dass  hierbei  |  und 
/;  endliche  Werthc  hahen  müssen,  braucht  als  selbstverständlich 
kaum    erwähnt    m    werden ;     dagegen    mag     ausdrücklich    ge- 
sagt  werden,  dass  die  Annahme   des  gleichzeitigen  Ver  seh  win- 
den«  von  ^  nnd   i,  ebenfalls   ausgeschlossen  bleibt.    Nach    der 
in  I,  §  42  auseinandergesetzten  Darstellung  der  complexen  Grös- 
sen   darf    ein    Punkt    der    ersten  Ebene   mit  x+iy,  der  zuge- 
ordnete Punkt    der    zweiten  mit  t  +  iu  bezeichnet  werden.     Da 
ferner  zii  den  Differentialen  dx,  dy  die  bestimmten  Differentiale 
\dij  du  gehören,  so  corrcspondirt  dem  Punkte  x-\'iy-\-dx-\-idy 
'der    ersten    Ebene    A^r   Punkt    (■^-iu-k-dt-hidH   der   zweiten. 
■liier  sind  für  die  erste  Ebene  dx,  dy  die  relativen  Coordinaten 
d-es  Punktes  x  +  iy  +  dx  +  idy  in  Bezug  auf  den  Punkt  x+iy, 


034 


{reomctrische  Deutung. 


§  lOß. 


weshalb  in  Uebereinstinimnno^  mit  T,  §  42  die  relative  Lage  de» 
Piiiiivtes  x  +  iy  +dx  +  idi/  gegen  den  Punkt  x-i-ip  durch  dea 
Ausdruck  dx  +  idp  repriiseiitirt  wird.     In  p:leit*.her  Weise  stelle 
für  die  zweite  Ebene  der  Ansdrnck  dt  +  idu  die  relative  Lagc^^ 

des  Punktes  t  ■{■iu  +  dt+  i  d  u  gegen    den   Punkt   t  4- 1  w  dar 

Wofeni   den  Ditferentiali^n   von  x  und  t/  ein  beliebiges  ander 
System  von  Werthen  dx  und  tS  v  iteigelegt  wird,  mögen  dt  unc 
du  die  entsprecli enden  DitlVreiitiale  von  t  und  m  sein, 


ot=  .—  ox  •+■  -z—  oy 


(7) 


dl/ 


'dy. 


(t»)    dm- 


$=  a  cos  j',  ^;  ^  rx sin y, 


dann    /Jehi^n    die    vorausgesetzten  Relationen    (5)  und 

naeli  dem  Seltema  von  fl)  gebildete  Gleichung 

(8)  (U  +  idu  =  (^  +  1 1,)  (i^x  +  i  d  y) 

nach  sich.     Man  wendet  jetzt  auf  (1)  uud  (8)  die  Betracbtu 

gen  an,  die  in  I,  §  42  zur  Deutuug  des  Produets  von  zwei  co: 

plexen  Gri>ypen  bcmvtüt  sind,  und  setzt,  da  i  und  r^  nicht  gleic^ 

zeitig  gleich  Null  Bein  dürfen, 

(9) 

WO  die  positive  Grösse  n  den  Werth 

(10)  (J  =  j/f  +  f;» 

hat,  und  der  Winkel  y  innerhalb  einer  KTeisperipherie  eindeiit: 
bestimmt  int.  Dann  folgt,  dass  dem  aus  dt^n  Punkten  der  ers€< 
Ebene 

(11)  X  +  i  if  -k-  d  X  ■¥  i  d  y,  x  +  iy,  x-\-ii/  +  dx-\-idy 
gehihUten  Dreieck  das  aus  deti  suyeordniieti   Punkten  der 
tcti  Ebene 

(12)  t  +  iu  -\-  dt  -^  idu,  t  -^  iu,  (  +  i  u  +  d  f  ■{-  i  du 
(jebildcte  Dreiecl;  ähnlich  ist^  dass  die  Seiten  des  ersten  eu 
des  zweiten  in  dem  Verhüili7ms  der  Einheit  eu  der  Grösse  o  stc^  ^f*^^ 
dass   die   drei  Eden  des   zweiten  Dreieeks  eine   (jleiche  Lag^  -^^ 
einander    haben   wie  die   des   ersten ^    und   dass,   sobald  die  iST  ""^w 
F.bfme  mit  dem  Punkte  x h-  / 1/  auf  den  Ptnikt  t  +iu  der  Micßi- ^^"^ 
Ebene  und  mit  entsprechenden  positiven  Richtungen  der  x  aitf  ^^ 

t  Axe,  der  y  auf  die  u  Axe  tjdeijt  tcird,  das  erste  Dreieck,  uvw^  *^ 
das  zweite  zu  fallen,  in  der  Riehtuny  von  der  positiven  tAx^  "* 
der  positiven  u  Axe  um  den  Witücel  y  gedreht  werden  muss.  Dn  rc» 
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den  ersten  und  dritten  Ausdruck  in  (U)  werden  irgend  zwei 
Punkte  der  ersten  Ebene  bezeichnet,  die  in  der  Nähe  des  Punk- 
tes JT  +  itf  liegen.  Die  swiachm  der  rrsteti  und  xiceifm  Efwne 
obwaltende  Bezieimng  kann  daher  als  eine  Abbildung  aufgcfasst 
werden,  bei  welcher  jedem  in  der  ersten  Ebene  gewählten  Dreiecke 
von  unendlich  kloinm  Seiten  in  der  eweiten  Ebene  ein  ähnliches 
Dreieck  von  ummdlich  kifincn  Seiten  rnf spricht.  In  der  Ahliandluü^: 
Alltjemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  die  Theile  einer  gegebenen 
Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass 
die  Abbildung  detn  Abgebildeten  in  den  kleinsfen  Thnlcn  ähnlich 
wird,  hat  Gauss  den  analytischen  Auailruck  für  die  iu  Rede 
stehende  Beziehun;^  zweier  Ebenen  aus  der  Lösung  der  in  der 
üeberschrift  bezeichneten  allgempineren  Anfgabe  abj^eleitet.  Seine 
Untersuchnngr  f^rllnrtet  sich  anf  die  in  §  104  erwähnte  Darstel- 
lung des  Quadrats  des  zu  einer  'Flslehe  gehörenden  Linienele- 
ments.  Demgemäws  wollen  wir  den  Zosainmenhang^der  obigen 
Gleichung  (11  mit  dem  Quadrate  des  ftlr  die  betreffenden  Ebenen 
genommenen  Linienelements  naehweisen, 

Weil  die  in  (1)  vorkommenden  Ditferentiale  rfx,  di/,  äff 
du  und  die  Functionen  |,  t]  reelle  Gr<l8sen  sind,  so  erhält  man 
dureh  Verwandlung  von  i  in  —  i  die  naeh  I,  §  27  gültige  Glei- 
chung 

a*)  dt-idu=($-ir,)(dx-idg\ 

und  durch  MultipHcation  der  zu  einander  conjugirten  Ausdrucke 
die  Gleichung  zwischen  den  betrelTenden  Normen 

(13)  dr  +  rfM^  =  (^*  -*-  r/)  (dx'  4  dij*). 

Hier  ist  nach  (4)  des  §  104  die  quadratische  Form  dx*  +  dif* 
gleich  dem  Quadrat  des  Linienelements  der  ersten,  die  quadra- 
tische Form  dt^  +  du*  gleich  dem  Quadrate  des  Linienelemcnts 
der  zweiten  Ebene,  und  es  hängen  /  und  m  in  der  Weise  von 
X  und  y  ab,  dass  die  zweite  Form  gleich  der  mit  einem  gewis- 
sen Factor  niultiplicirten  engten  Form  wird.  Zufolge  den  von 
Gauss  aufgestellten  Grundsätzen  erfordert  die  in  den  khinsten 
Theilen  ähnliclie^  oder,  wie  man  jetzt  meistens  sagt,  conforme 
Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  eweite  das  Bestehen  einer  Glei- 
chung von  der  Gestalt  fl^V),  in  der  m*  eine  reelle  positive  von 
X  und  y  abhängige  GrCtsse  bedeutet, 

(14)  dt*  +  dtt>  =m'  {dx*  +  dy«). 
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Conforme  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  «weite.  §  106 


(15) 


Es  bleibt  daher  zu  zeigen,  wie  von  (14)  zu  der  Gleichung  (I) 
tibergegangen  wird. 

Eine  ftuadratische  Form  von  zwei  Variabein  hat  die  in 
I,  §  78  hervorgehobene  allgemeine  Eigenschaft,  auf  eine  und 
nur  eine  Weise  in  Kwei  ganw  liomngene  Factoren  des  ersten 
Grade»  zerlegt  werden  zn  können.  Bei  einer  wesentlich  positiven 
Form  wird  für  diese  Zerlegung  die  Rechnung  mit  imaginären 
Grossen  vorausgesetzt,  «nd  es  existirt  bei  den  vorliegenden  Qua- 
dratsummen von  xwei  Differentialen  die  Zerlegung 
J  dt'  -^  du*  ={dt  ^  i  (lu){dt—idu), 
\  dx*  +dy'*^  idx  -f  i äy)  (dx  —  ♦  dt/\ 
Durch  Substitution  in  (14)  kommt 

(16)  (d^+  idu)  {dt—idttj^m'  (dx  +  idy)  (dx  —  idy). 

Hier  hat  man  wieder  d  f^  d  u  als  die  Variabein  der  zweiten, 
dXy  äy  als   die  Variabeln   der  ersten  Form,    die  Differentiale 

dty  du  als  lineare  Functionen  von  dx-,  dy^  femer  m*  als 
eine  von  den  Differentialen  unabhängige  Grösse  zu  betrachten. 
Es  kann  daher  die  Gleichung  (16)  auf  zwei  und  nur  anf 
zwei  Arten  befriedigt  werden.  Entweder  ist  der  erste  Factor 
links  gleich  dem  mit  einer  von  den  Differentialen  unabhängigi'D 
Grüsse  nuiltiplicirten  ersten  Factor  reelit»,  oder  gleich  dem  nait 
einer  von  den  Differentialen  nnabhängigen  Grösse  multiplicirten 
zweiten  Factor  rechts.     Im  ersten  Falle  ergiebt  sich 

(17)  dt-\'idu^CA  +  ifi)(dx+idif\dt'-idu  =  (l  —  ift)(dx^idp) 

im  zweiten  Falle 

(18)  dt+idu={r+iQ)  {d3;  —  idy)y  dt—  idit  =  (v~-iQ)  (dx+idy) 

r»  +  (»*  =  m». 

Die  Gleichungen  (17)  stimmen  mit  den  obigen  Gleichungen 
(1)  und  (1*)  Uberein  und  ziehen  die  Gleichung  (8)  sowie  da? 
System  von  Gleichungen  (i)  nach  sich.  Dagegen  liefern  die 
Gleichungen  (18\  genau  entsprechend  behandelt,  die  GleiehuD^ 


(19) 


d{i-¥iu)__.d{t-{'iu) 
dy  dx 


nnd  da«  System  von  Gleichungen 


C^nfortne  Abbildung  einer  EboM  flfef  eine  sweite. 
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(20) 


}     dx  ~       dy 
du  ^       dj^ 

I     dx  dy 

Da  (18)  aus  (17)  durch  Verwandlung  von  y  in  —  y  entstebtj  so 
darf  man  deu  Ausdruck  gebrain^liun^  dass  dtach  (18)  die  Verbin- 
dung t  +  iu  ah  ehie  Function  der  complejce^t  Furiabh  x  —  iy 
deßnirt  werde. 

Zwisdien  der  .iij  und  der  i  h  Ehene  findet  unter  der  letzte- 
ren Voraussetzung  eine  sulelie  Bti/iehung  gtatt,  dass,  wie  verlangt 
icar,  £u  einem  Ih-eieck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  ersten 
Ebene  ein  ähnliches  Dreieck  mit  unendlich  Meinen  Seiten  in  der 
MWeiten  Ebene  gehört,  dass  aber  die  drei  Ecken  des  einen  Dreiecks 
eine  umgekehrte  Lage  zu  einander  haben  wie  die  des  andern^  und 
dass  folglich  um  das  Dreieck  der  ersten  Ebene  mit  einer  Ecke 
Ufid  zwei  entsprechenden  Seiten  auf  das  correspondirende  Dreieck 
der  zweiten  Ebene  £u  legen^  die  beiden  Seifett  der  ersten  Ebene 
durch   Umkehrung  vertauscht  werden  müssen. 

Bei  der  Aelinlicbkeit  der  correspondirenden  unendlich  klei- 
nen Dreiecke  sind  die  betreftVnden  Dreicckswinkel  einander 
genau  gleich.  Wenn  man  daher  in  der  ersten  Ebene  von  einem 
Punkte  unter  ir^^end  einem  Winkel  zwei  Linien  ausgehen  lägst, 
so  bilden  in  der  zweiten  Ebene  die  von  dem  zugehörigen 
Punkte  ausgehenden  enfcspreeheuden  Linien  einen  gleichen  Win- 
kel. Mithin  müssen  die  zu  /  —  eonst.,  n^^const  in  der  ersten 
Ebene  gehörenden  Linien  stets  einen  rechten  Winkel  mit  ein- 
ander macheu,  weil  in  der  zweiten  Ebene  die  Gleichungen 
/  ^  const.  und  «  =  cunst.  gegen  einander  rechtwinklige  gerade 
Linien  darstellen,  Aas  gleichem  Grunde  schliessen  die  in  der 
zweiten  Ebene  zu  j;  ^:  const.  und  g  =  const.  gehörenden  Liuien 
mit  einander  einen  rechten  Winkel  ein.  Diese  Eigenschaft  der 
conformeu  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite  wird  analy- 
tisch durch  die  Tbat«ache  ausgedruckt,  dass  die  obige  Gleichung 
(14)  einen  besondern  Fall  der  in  §  104  mit  (28)  bezeichneten 
Gleichung  bildet,  welche  sich  auf  die  Verwandlung  der  ursprüng- 
lichen Coordinaten  x,  ?/  in  beliebige  orthogonale  Coordinaten 
/,,  t^  bezieht. 

Durch  die  vorhin  angestellte  Betrachtung  ergab  sich,  dftss 
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ans  der  Gleichung  (14)  mit  Nothwendigkeit  entweder  das  System 
(4)  oder  das  System  (20)  folgt.  Dasselbe  Ziel  lässt  sieh  ohne 
Hülfe  der  Rechnung  mit  imaginären  Grössen  aus  der  Beschaffen- 
heit der  vorausgesetzten  Transformation  ableiten.  Substituirt 
man  in  (14)  für  d  t  und  d  u  die  yoUständigen  Ausdrücke  (5) 
des  Torigen  §,  so  liefert  die  Gleichsetzung  der  Coeiificienten  von 
dx*,  dxdpf  dy*  die  Gleichungen 

dt     dt  du    du 


da    das         dx    dx 


=  m» 


(21)  f     ^<  dt  du    du   _Q 

^  dx  dy  dx    dy         ' 

dt  dt  du.  du   j 

dy  dy  dy    dy  ~ 


du       dt   duV 

-  =m* 


aus  denen  die  Gleichung 

^^^^  \didy       dyJ^J 

entsteht    Es  sei  «  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 

dann  muss 

(22*)  |L|lt_4i|^  =  ,„. 

dx   dy        dy    dx 

sein.    Indem  nun  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  >  - »  die  zweite 

du 
mit  —  j-  multiplicirt,  und  dann  addirt  wird,  kommt  vermöge 

(22») 

(23)  ,„.|1=„.|1! 

dx  dy^ 

dt 

sobald  ferner  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  —  ~»  die  zweite 

dy 
dt 
mit  y-  multiplicirt,  und  hierauf  addirt  wird,  findet  sich 

(24)  ,„,'p^-„'^. 

dx  dy 

Nach  Weglassung  des  notbwendig  von  Null  verschiedenen  Fac- 
tors m"  vereinigen  sich  (23)  und  (24)  zu  dem  System  von  Glei- 
chungen 

(25)  {'^'  ^' 

^^  ^     du__ dt_ 

*  a«  ""      dy' 
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das  fUr  e  =  l  in  (4),  ftlr  «=— 1  in  (20)  übergeht  Es  muss  also 
das  eine  oder  das  andere  System  Gültigkeit  haben,  wie  zu  be- 
weisen war,  und  zwar  tritt  der  eine  oder  andere  Fall  ein,  je 
nachdem  die  in  (22*)  dargestellte  Functionaldetcrminante  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  besitzt. 


§  107.    DlfftrtBtlation  «Inw  Bnrnm«,  eintr  Differenx,  «Iiimi 

Produots  und  «Iam  Quotienton  von  zwei  FnnotloBen 

einer  oomplexen  Variable. 

Bei  der  im  vorigen  §  aufgestellten  Definition  einer  Func- 
tion t  +  iu  der  complexen  Variable  x  +  ip  durch  die  Gleichung 

(1)  -^^^ =  f  -    a" 

bedarf  es  eines  Beweises,  dass  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Product  und  der  Quotient  von  zwei  solchen  Functionen  wieder 
Functionen  der  betreffenden  complexen  Variable  sind.  Mit  die- 
sem Beweise  erhält  man  zugleich  die  Regeln  für  die  Bildung 
des  Differentialquotienten  der  genannten  Verbindungen  zweier 
Functionen.  Ausser  t  +  i  u  werde  eine  zweite  Function  p-\-%q 
betrachtet,  für  welche  die  entsprechende  Gleichung 

gelte.  Dann  entstehen  durch  Combination  von  (1)  und  (2)  die 
folgenden  Gleichungen,  vermöge  deren 

t  +  iu+p-^-iq,  t+iu—p—iqy  {t +iu)  (p -\-iq),  ^"^*** 
in  der  That  Functionen  von  x+iy  sind, 

(3) 


(4) 
(5) 

(6) 


B{t  +  iu  +  P+iq)  _'  _B{t  +_iu  -k-p  +  iq) 
dy  dx 

Bif  +  iu—p  —  iq)  .  d{t-\-iu—p — ig) 

dy  dx 

a((M- ttt)_(p  + tg)) ^  .  d{{t±iu) {p_±iq))^ 
dy  dx 

dy  dx 
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Sobald    wie    im   vorigen  §  der  von  t-\-iu  nach  x-^iy  genom- 
mene Differentialquotient  s-f  »^/  durch  die  Gleichungen 


(7) 


(     fl((  +  itt)         t  ^   . 


darg;estellt,    und   für  den  von  p  +  tq  narh  x  +  iy  genommenen 
Differentialquotienten  /*  +  iv  das  entsprechende  System 


(8) 


d  X 
dip-hiq)         .,      .   .    . 


gebildet  wird,  geben  die  Gleichungen  (r^)  bis  (6)  für  die  aufto- 
suchenden  Differentialquotienten  die  Regeln 


(9) 


d(x  +  i  }j) 


-ti=  t 


=  !  +  */;+/'  -\-iv, 


(12) 


Vp+ili.  ^  a  +  t«?){p-fig)-(<-fiu)(;i4-iy) 

Dieselben  sind  mit  den  für  reelle  Functionen  einer  reellen  VariaftU 
bestehenden  Regeln  gleichlautend  und  scfiliessen  die  in  §  V^ 
angegebeficn  Regeln  eur  Differentiation  einer  rationalen  Function 
von  x+iy  in  sichj  nie  mit  Hülfe  der  Bt^nerkung,  deiss  der 
Differentiidqmtient  einer  complexen  (JonsianU  gleich  Null,  dtr 
complexen  Variable  x  +  iy  in  Bemg  auf  diese  selbst  gleich  icr 
EinJmt  ist^  sofort  einleuchtet. 


%  108.    Wiedorholte  DilFerenttatloti  einer  Fonetion  einer 
complexen  Varlaible. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  der  von  einer  Faneiiöa 
einer  complexen  Variable  nach  dieser  genommene  Differentiil- 
quotient  der  für  eine  Function  einer  complexen  Variable  gelteu- 


§  106.  Wiederholte  Differentiation.  641 

den  Bedingung  gentigt,   das  heisst,  ebenfalls  eine  solche  l^nc- 
tion  ist.   Aus  der  für  die  Function  ^  +  1«  von  x  +  iy  bestehen- 
den Gleichung 
/IN  d{t+iu)      t^- 

folgen  nach  (5)  und  (G)  des  §  106  die  Gleichungen 

Idt  t    du 

und  umgekehrt  folgt  aus  (2)  die  Gleichung  (1).  Stutzt  man 
sich  nun  auf  den  Satz,  dass  sowohl  ftlr  die  Function  t  wie  fttr 
die  Function  u  bei  der  Bildung  des  nach  x  und  y  zu  nehmen- 
den partiellen  Üifferentialquotienten  die  Reihenfolge  der  Diffe- 
rentiationen vertauscht  werden  darf,  so  erhält  man  aus  (2)  die 
beiden  Gleichungen 

da:  dy 

dx  dy  ^ 

die  den  Gleichungen  (4)  des  §  100  entsprechen  und  die  be- 
hauptete Thatsache  ausdrücken,  dass  ^+ti;  eine  Function  von 
x-hiy  ist.  Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  den  Differential- 
quotienten der  Function  |  +  t/;  nach  x  +  iy  zu  bilden,  fttr  den 
die  Gleichung 

''  d{a;+ty)        Bx  dx  \dy  dy ) 

gilt  Insofern  aber  ^  +  »ry  der  von  t-¥iu  nach  x-\-%y  genom- 
mene Differentialquotient  ist,  wird  der  vorliegende  Differential- 

qnotient  -jf^.  <  der  von  t  +  iu  nach  x+iy  genommene  zweite 

Differentiaiquotient  genannt.  Auch  folgt  aus  dem  Bisherigen, 
dass  derselbe  wieder  eine  Function  von  x  +  iy  ist  und  eine 
nochmalige  Differentiation  nach  der  complexen  Variable  erlaubt. 
So  gelangt  man  bei  einer  Function  einer  complexen  Va- 
riable zu  der  Bildung  ihrer  nach  einander  folgenden  auf  die 
complexe  Variable  bezüglichen  Differentialquotienten,  für  welche, 
indem 

LipMhlts.  AttalynlB  II.  41 
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(5)  x-^-iy=s^    t  +  iu=f{e) 

gesetzt  wird,  respectivc  die  ßezei(.'lnuingeii 


(6) 


M^)=n--).^^-=rc.),...^=r« 


ds 


de 


de" 


angewendet  werden. 


I  100.    Iklffereiittatloii  einer  Fnnotloii,  deren  Arg:timent  eine 
Fonotion  einer  oomplexen  Variable  ist,  naob  der  letztern 
^  Variable. 

Wenn^  +  JA  eine  Fiiuetion  der  coniplexen  Variable /  + i«, 
das  Argnment  t  +  in  eine  Function  der  coniplexen  Variable 
a'  +  if/  ist,  80  ist  aucli^  +  r7*  eine  Function  der  ciuuplexea 
Variable  ^-f«?/.  Denn  aus  den  tllrgr  +  iA  und  i  +  iu  beste- 
henden Voranj^t^etKungen,  welche  man  so  darstellen  kann, 

(1)  diß  +  ih)  -:  («  +  iß)  d((  +  im), 

(2)  d  {t  +  iu)  =  (I  +  f  I])  d  (x  +  i  y), 
folgt  durch  Einsetzen  die  Gleichung 

(3)  d{g  +  ih)  =  (a  +  i  ff)  (^  +  i y)  die  +  »», 

durch  welche  die  gemachte  Aussage  begründet  wird.  Znglei<"b 
erhält  man  für  den  Differentiahiuotienten  der  Function  g  +  H> 
iu  Bezug  auf  die  Variable  x  +  it/  den  Ausdruck 

oder 

^'^^  d{x  +  iy)      d(t-{-iu)   d{x+iy)' 

Eine  Func/i(m,  deren  Arffummt  eine  Fuudion  einer  complcxm 
Variable  ist,  wird  also  in  Jkzmj  auf  diene  Variable  rermütjc  dtr 
ffkichcti  Hegel  differentiirt,  die  varh  (4)  des  §  12  für  dw  Gcbid 
der  reellen  Grössen  hcsteM. 

Bei  der  in  §  106  entwickelten  geometrischen  ReprilscntA- 
tion  bezeichnet  x-^-iy  einen  Punkt  einer  ersten,  t  +  \u  den  ont- 
sprecheuden  Funkt  einer  zweiten  Ebene,  welche  eine  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnliche  und  gleichliegende  Abbildung  d«*' 
ersten  liefert.  Ebenso  kann  man  durch  (j-^ih  den  Punkt  cim-r 
dritten  Ebene  andeuten,  welcher  zu  dem  Punkte  t-^in  der 
zweiten  gehört,  und  wo  die  dritte  Ebene  eine  in  den  kleiusten 
Tbeilnn    ähnliche   und    gleichliegende    Abbildung    der   /.weiten 


§  ir>o 
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darstellt.  Alsdann  clrUckt  der  Satz,  nach  welebem  r/  +  ih  noth- 
wendig  eine  Function  von2'  +  tif/  ist,  die  aus  den  gcometrisflioii 
Principicn  der  Achulicljkeit  einleuchtende  Thatsadic  ans^  dusg 
die  dritte  Ehene  eine  in  den  kleinsten  Thcilcn  älinliclie  und 
gleicbliej^ende  Abbildung  der  ersten  Ebene  ergiebt.  Die  Auf- 
fassung der  EigentliUndichkeiten  der  verKehiedenen  Functionen 
einer  coniplexen  OrÖMse  wird  sehr  erleichtert,  indem  man  eine 
ge|j;ebenc  Operation  iu  eine  Folge  nach  einander  veirzunebinendcr 
einfaeber  Operationen  zerlegt,  ftlr  jede  einzelne  Operation  die 
ibr  zugehtirige  Art  der  coulbrnien  Abbildung  uutersiicbt,  und 
eine  entsprediende  Folge  von  Ebenen  betraclitet,  von  denen 
jede  eine  eonforme  Abbildung  der  näcbst  vorhergebenden,  mitbin 
nach  dem  aufgestellten  Satze  die  letzte  eine  confomie  Abbil- 
dung der  ersten  ausmacht.  Üemnaeb  wird  jetzt  die  Art  der 
Abbildung,  welche  den  einfacbsteu  algebraischen  Operationen 
entsprieht,  eriirtert  werden. 

I.     I)ic  Funeiion  l  +  iu  enhfehe  a\is  x  +  iff  dtirrh  Addition 
einer  mmplexen  üonstmäef 

(6)  /-f  iM  =  a  +  iÄ+a:  +  iy. 

Gemils»  I^  §  42  ist  die  ItctreflPende  Abbildung  von  der  Art,  dass  zu 
dem  Puukte  a;+*y  =  0  der  ersten  Ebene  der  Punkt  i  +  (n  =  (H-i7> 
der  '/weiten  gehört;  legt  man  die  erste  Etiene  so  auf  die  zweite, 
dasR  der  eine  genannte  Funkt  auf  den  andern  fällt,  die  positive 
X  der  positiven  t  Axe,  die  ])ositive  y  der  positiven  n  Axe  parallel 
wird,  so  fällt  jeder  I'uukt  der  ersten  Ebene  auf  den  eutspre- 
chenden  der  zweiten.  Die  zweite  Ebene  liefert  nho  eine  congruente 
Ahhildmifj  der  ersten. 

IL     Die  Funetion  t  +  iu    ffehe   ans  x  +  iy   dmrh  MuUipli- 
ccäion  mit  einer  comphxen  Constanze  a  +  Ih  hrrvot; 

(7)  t  +  iu  =  (o  +  f  *)  (x  +  iy). 

Hier  gehJirt  zu  dem  Punkte  x  +  fy=i)  der  ersten  Ebeue  der 
Punkt  t-i-iu  =  0  der  zweiten.  Da  ferner  die  flleichung  (7)  iu 
Bezug  nufx  +  iy  und  t  +  iu  genau  ebenso  gebildet  iat,  wie  die 
Gleichung  (1)  des  t^  lOO  in  Bezug  auf  dx+idy  und  dt  +  idu, 
80  gilt  dasjenige,  was  dort  von  Dreiecken  nnt  unendlich  kleinen 
Seiten  gesagt  ist,  hier  t'tir  Dreiecke  \un  beliebigen  .Seiten,  deren 
eine  Ecke  in  den  Nullpunkt  der  betreffenden  Ef>ene  fäilt. 
Indem  also 


M 


Geometrische  Deutung. 


(8) 


a  4-  i&  —  l^a*  +  6*  (fos  /  4- 1  sin  y) 


gesetzt  wird,  enveiat  sich  die  Abbildung:  als  eine  solche,  bei 
der,  iiachdeTn  der  Nullpunkt  der  ersten  Ebene  auf  den  Null- 
punkt der  zweiten,  ferner  das  System  der  j-y  Axen  auf  da» 
System  der  tu  Axen  gelegt  und  um  deo  Winkel  y  gedreht, 
nachdem  endlich  jede  in  der  ersten  Ebene  von  dem  Nullpunkt 
ausgehende  gerade  Linie  in  dem  Verhllltniss  von  1  zu  \''a*  +  h* 
vergrtjssert  ixSt,  die  nunmehr  correspoiidirenden  Punkte  der  beiden 
Ebenen  zur  Deckung  kommen.  Demnach  liefert  die  sweite  Ebene 
eine  Abbildung  dcf  ersten,  bei  welcher  nvischm  dm  etitsprerhrm- 
den  Theilen  voUkommefic  AehnlicMeit  staftfindef,  und  die  Ver- 
grösserung  der  zugeordneten  Linie^i  im  Verhältniss  der  Einheit 
gtt  der  Grösse  ^a*  +b*  gescheiten  ist.  Offenbar  nimmt  auch  diese 
Abbildung  die  Eigenschaft  der  Cougruenz  an,  wofern  a'+ß*. 
die  Norm  der  complexen  Coustaiite  a+ ib,  gleich  der  Einheit 
wird. 

IIL    Die  Function  t  +  iu  tverde  durch  Division  von  x  +  itf 
in  die  positive  EinJwil  erscugi, 

(9)  t  +  iu  =  -^ 

Durch  Trennung  dcH  reellen  und  imaginären  Tbeils  kommef 
für  t  und  «  die  Ausdrucke 

!^ „_   —y 


(10) 


M  ;^- 


aus  denen  durch  Quadriren  und  Addiren  die  Gleiehuug 

l 


(11) 
entsteht. 


/«+«^  = 


Wir  wollen  nun  in  der  e rarsten  Ebene  für  gegebene  Wertk 
vona;  und  y  denjenigen  Punkt  eonstrnlren,  dessen  ernte  Ci)tti'diu.ite 
gleich  ^,  dessen  zweite  Coordinate  gleich  w  ist.  Wegen  derGlei- 
ehnngen  (PI)  entstehen  i  und  n  be/iebungsweise  aus  x  und  — Jf 
durch  Mnltiplication  mit  derselben  positiven  Grösse.  Sobald 
daher  von  dem  Nülli>unkt  0  der  a;?/ Ebene  nach  dem  Ponkte 
(Xj  —ff)  oder  E  eine  gerade  Linie  gezogen  und  über  E  hiiwu? 
unbegrenzt  verlängert  wird,  so  befindet  sieh  auf  derselben  notb- 
wendig  der  anfÄUsucbende  Punkt  /f,.  !>iii  Quadrate  der  von 
den)selben  Punkte  0  ausgehenden  Strecken  oder  radii  vectorc* 
OB  und  0/?j  sind  beziebmigsweise  gleich  a:"  + //'  und  /'+»', 
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mithlij  muss  iii  Fulp:e  der  GJeichuiig  (11)  zwit^clieti  dciisclfieD 
die  Gleichung 

fiestelim.  Also  wird  thr  Ort  tlijs  ruiikk-s  R^  dadurch  iK-stininit^ 
dass  LT  auf  der  von  0  nach  dem  Punkte  R  {^exogenen  und 
eventuell  über  R  liitians  vcrliingerten  Linie  in  derjenigen  Ent- 
fernung vnii  0  liegt,  welche  gleieli  dem  ifciprokon  Werthe 
der  Knttemun^  OR  ist.  Das  Gesetz,  nach  welcheni  jedem 
Punkte  Ji  der  Ebene  ein  Punkt  /?,  zugeordnet  ist,  hat  die 
Iciebt  erkennbare  Eij^cnschaft^  dass,  wenn  der  Punkt  R  inner- 
halb eines  mit  der  Einheit  als  Uadius  um  O  bcHchriebunen  Kreisca 
angenoninien  wird,  der  entsprechende  Punkt  7i,  fiusserhalh  (liest'S 
Kreises  Hillt,  und  dass  umgekehrt,  wenn  R  die  Stelle  des  anfangs 
mit  7^,  Iiczeichnetcti  Tunktes  erhält,  R^  an  tVw  Stellt;  des  frii- 
lieren  Punkten  7/  tritt;  dass  ferner,  wenn  //  in  dii;  Peripherie  des 
genanutrn  Kreises  rtlrkt,  der  entsfirethende  Punkt  R^  ndt  Ji  /u- 
sammenJallt.  Man  ni-nnt  diese  Be/.ieimng  der  Punkte  7^  und /i*j, 
welche  v<in  Nctrfon  in  derr  Principidi^  librr  I,  si'ctio  XII,  un<l 
seitdem  vielfach  angewendet  ist,  das  l'nncqt  der  trciprohn  ntdii 
veciores.  Um  jbu  tlttn  PunMc  x  -f  itj  der  trsten  Ebene  den  Funkt 
t  +  in  der  sweiien  su  cofisiruircn,  lud  man  in  dtr  crstm  Ehene 
zu  dem  Funlic  x-k-hj  oder  (.r,  f/)  den  sniffchörifffn  Fnnkt  (r^ — y) 
oder  d—iif  fut/'ntsnehen,  tvtichcr  nach  1,  §-12,  wofem  die  Axc 
der  reclhn  Werthe  ah  Spiegel  diente  das  Spief/elblld  des  erstem 
ist.  ,Sf fhald  dann  für  den  Pimlt  (x  —  i jf)  oder  R  dir  nach  dtm 
erwälmttti  Pr/nrip  der  rcciproJcm  radü  nefores  zatjvhunijc  Punkt 
72,  construirt,  und  die  erste  Ebene  mit  uufcimmder  fallenden  NuU- 
punUen  und  Axensfjslaucn  anf  die  swcite  gelegt  wird^  so  coinei- 
dirt  der  Punli  R^  mit  dem  Funkte  t  +  iti. 

Bei  der  vorliegenden  Function  t  +  iu  ist  zu  beachten,  da«s, 
wenn  die  Norm  der  Variaide  x  +  it/  der  Null  genähert  wird, 
die  Norm  von  t  +  in  üIilm"  jt'des  Mass  hinauswächstj  und  dass 
einer  über  jedes  Mass  wachsenden  Norm  x^  '+  y'  eine  gegen 
die  Null  abnehmende  Norm  /*  +  k"  entspricht.  Man  miisste 
daher,  um  ganz  strenge  zu  sein,  in  der  ersten  Ebene  den  Punkt 
a:  +  »y  =  0  mit  einem  kleineu  Fliichenstück,  etwa  einem  Kreise 
von  einem  kleinen  Hadius  q  umgeben,  und  diesen  Thei!  der 
Fläche  ausschliessen,  desgleichen  wäre  die  Betracbtiiug  auf  das 
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Linere   einos  Kreise«  zu    beschränken,  welcher  am  den  Puakt 

x  +  iij^Q  mit   einem  beliebig  grossen  Radius  —  beschrieben 

ist  Vermüge  der  Gleichung  (ü)  entspricht  dem  Theile  der 
ersten  Ebene,  welcher  von  den  mit  den  Radien  g  und  Eins  mn 
den  Nullpunkt   beschriebenen  Kreisen    begrenzt   ist,    detjenige 

Theil  der  zweiten  Ebene,   welcher  von  den  mit  den  Radien 

und  Eins  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreisen  begrenzt 
wird,  und  gleichzeitig  entspricht  dem  Theile  der  ersten  Ebene, 

der  von  den  mit  den  Radien  Eins  und  —    um    den    Nullpunkt 

beschriebenen  Kreisen  begrenzt  iat,  der  Theil  der  zweiten  Ebene, 
der  von  den  mit  den  Radien  Eius  und  a  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreiseu  begrenzt  wird.  Doch  ist  man  iibereinp;- 
kouimen,  den  kürzeren  Ausdruck  anzuwenden,  dass  zu  dem  Punkt 
x  +  if/=^(>  der  ersten  Ebene  der  im  Unendlichen  liegende  Tunkt 
der  zweiten,  und  dass  zu  dem  im  Unendlichen  liegendeo 
Punkt  der  ersten  Ebene  der  Punkt  ^+iw  =  0  der  zweiten  ge- 
höre. Diese  Ausdrucksweise  schliesst  sich  an  die  in  §  106  ge- 
brauchte Bezeichnung  au,  nach  der  man  sagt,  dass  die  Function 

--  .  ftlr  den  Werth  x  +  iy=0  aufhöre,  endlich  und  stetig 
x-hty 

zu  sein. 

IV.  Mit  alleiniger  Anwendung  der  in  1,  11,  111  unter- 
suchten Operationen  lUsst  sich  ein  Bnicli  bilden,  dessen  Zähler 
und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten  Grades  von 
£+iy  sind.  Wenn  daher  t  +  iu  gleich  det'  folgetiden  Fimctu» 
von  x'  +  iy  istj 

(m  t  +  iu-  (*i±i?)  (-^  +  iy)  +  a,  +  ib, 

^     ^  ic+id){x  +  iy)  +  €,+id/ 

wo  die  vorkommenden    vier   complexeft  Constanten,    damit   <4-»u 

nivld  tjleich  eitwr  Constante  werde,  nur  die  Bediufjung  £U  «rfuUt» 

haberij  dass  der  Ättsdruck 

(13)  E={a  +  ib){c,-h  id,)  -  (a,  +  ih,)  (c  +  id) 

nicM  gleich  Null  sei,  so  kann  nach  dem  Vorhergehenden  die  Ah- 

bildung   der   xtfEbmie  auf  die  tu  Ebene  durch  Verbindung  der 

drei  Arten  der  Abbildung  hervorgebracht  werden,  die  durch  1,  U, 
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III  characterisirt  sind.    Die  Aasftthrung  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar. 


f  110.   FnnottonMi  Ton  mehrtren  oompl«xen  Varlabtln. 

Man  kann  von  der  in  §  106  aufgestellten  Definition  einer 
Function  einer  complexen  Variable  zu  der  Definition  einer  Func- 
tion von  mehreren  complexen  Variabein  tibergehen.  Ftir  einen 
Ausdruck,  welcher  aus  beliebigen  complexen  Constanten  und 
den  n  complexen  Variabein 

rational  gebildet  ist  und  die  Bezeichnung 

(1)  f  +  iu==f(ß,,  i'2,...0 

haben  möge,  wird  nach  den  in  §  105  angeflihrten  Grundsätzen 
das  vollständige  Differential  erhalten,  indem  man  vermöge 
der  fttr  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  bekannten  Regeln  die 
partiellen  Differentialquotienten  von  /(^^,  £.^j...  s^  in  Bezug  auf 
jTj,  g^y...  e^  nimmt  und  mittelst  derselben  den  Ausdruck 

(2)  dt  +  idu 

=  ^^{dx,+idy,)-\-j^^{dx,-¥idy,)  +  ,,.  +  ^{dx^+idy^^ 

aufstellt.  Dem  entsprechend  heisst  eine  Verbindung  t  +  iUf  bei 
welcher  die  reellen  Bestandtheile  t  und  u  von  den  2n  reellen 
Variabein  x^y  y„  x^j  y^y-  ^„>  y»  abhängen^  eine  Function  der  n 
complexen  Variabdn  x^+iy^,  x^-\-iy^,...  a;^+»y^,  wofern  für 
die  Verbindung  der  vollständigen  Differentiale  dt +i du  die  Glei- 
chung 

(3)  dt  +  idu^{^,  +  iri;i{dx,+idy,)-¥...-¥{^^-¥iri:){dx^+idy;) 
besteht,  in  der  |,,  jy^,  ^„  j^j, ...  |.,  *?.  reelle  Functionen  der  2n 
reellen  Varidbeln  bedeuten. 

In  Folge  der  Gleichung  (3)  hat  jede  der  Verbindungen 
|,  +  f»7j,  ^+i%j...  ^^+iVn  wieder  die  Eigenschaft,  eine  Func- 
tion der  n  complexen  Variabein  x^-i-i  y^,  x^+iy^y..  .x^+i  y^  zu 
sein.  Den  Beweis  wollen  wir  für  zwei  Variabein  mittheilen; 
derselbe  lässt  sich  fUr  beliebig  viele  Variabein  ebenso  ftthren. 
Bei  n  =  2  enthält  die  Gleichung  (3)  die  Gleichungen 
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(4) 


fU 


dt 


'^. 


du 
da 


^J/i 


IL 


■t?s> 


äy. 


(5) 


und  ^,+  i^a  sind  die  entsjirechetiden  Systeme  voo 
Gleicliungen  zu  beweisen.  Wegen  der  volIständi}2;eo  Symmetrie 
braucht  man  nur  einen  Ausdruck,  etwa  fi  +  t',,,  zu  betrachten; 
rijr  diesen  handelt  e«  sicli,  wenn  man  den  Gebrauch  neuer  Be- 
zeichnungen ersparen  will,  um  die  GIeieliHnj;en 

Die  beiden  Olcicluinj^en,  in  denen  £^,  und  f^,  nach  .r,  und  j/, 
difFerentiirt  sind,  folgen  aus  den  Gleiehini^en  (4),  in  welebeu  / 
und  it  nucb  x^  und  //j  differentiirt  vorkommen,  genau  so  wie 
in  §  108  die  Gleichungen  {%)  auH  den  Gleiehnn^en  (2).  Da- 
gegen leitet  mau  die  beiden  übrigen  Gleichungen  (5)  folgeuder- 
masKcn  aus  (4)  ab: 

dx,  Sx,  dx,  By, 


(«) 


Bx^     ~     Bx^     ~~     dx^     ~     dy^ 
<      dx^  dx^  Qx^  tly^ 


(7) 

Bx^  Bx^  Bx^ 

wodurch  unsere  Behauptung  gerechtfertigt  ist. 
Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  wird 

respective    der    von    der    Function   i-\-iu    nach    der   Variable 

^i  +  t'^u  x^-^iy^ ^„"^^Vn  genommene  partielle   Diffcrential- 

quotient  genannt,  und  zwar  kommen  die  Bezeichnungen 


(8) 


d.. 


a». 
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snr  Anwendnog.  Auch  liegt  in  dem  Bisherigen  die  Berech- 
;ignng,  das  Verfahren  der  partiellen  Differentiation  der  Func- 
tion t  +  iu  in  Bezag  auf  die  einzelnen  complexen  Variabein  zu 
Bv^iederholen,  und  so  partielle  Differentialquotienten  von  beliebi- 
^n  Ordnungen  abzuleiten. 


Capitel  IL 

Umkehrang  einer  Fonction  einer  complexen 
varlabeln  Grösse. 

§  111.  AnalytUoher  nnd  geometrlsoher  Prooeis  der 
Umkehning  einer  Funotion  einer  oomplezen  ▼ariablen  Orttsie. 

Wenn  t  +  iu  eine  gegebene  Function  von  x  +  iy  bedeutet, 

also  /  und  u  gegebene  Functionen  von  x  und  y  sind,   so  kann 

die   Umkehrnng  dieses   Systems  von  Functionen  geucht,   und 

vermöge  der   Grundsätze  des  Capitels  XIV,   Abschnitt  I,   die 

Abhängigkeit  ermittelt  werden,   in  welcher  x  und  y  von  t  und 

»stehen.    Hierbei  zeigt  sich,  dass  x  +  iy  wieder  eine  Function 

von    t  +  iu    ist.     Dem    §  103    entsprechend    wird    unter    der 

Voraussetzung,   dass   einem   Werthsystem  a?  =  a;(0),   y  =  y{0) 

das   Werthsystem   t=t{0),   m  =  m(0)   zugeordnet   sei,    das   zu 

x  =  x(l),  y  =  y (1)  gehörende  Werthsystem  t  =  ^1),  m  =  m(1) 

bestimmt.    Dann  hat  man  zuerst  das  System  von  gewöhnlichen 

t>ifferentialgleichungen 

dt 
dx dy 


1) 


Und  hierauf  das  System  von  eben  solchen  Differentialgleichungen 


du 
dy  _ 

dt 

dx 

du          dt 
dy        dy 

dt 

dx 

du 
dx 

du 

dt 
dx 

du         dt 
Sy        dy 

du 
dx 
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(2) 


Bu 

dx 

By 

dt 

Bt 

Bu        Bt 

Bu 

Bx 

By        By 
Bu 

Bx 

dy^ 

Bx 

dt 

Bt 

Bu        Bt 

Bu 

Bx    By        By    Bx 
m  der  dort  bezeichneten  Weise  zu   integriren.    Zugleich  folgt 
aus  (18)  des  §  104,   dass,  sobald  man  x  und  y  als  Functionen 

von  t  und  u   auffasst,   die    in  (1)  für  -^  und  -^  i   in  (2)  für 

^  '  du  du  ^ 

~  und  -^  angegebenen  Ausdrücke  beziehungsweise  den  par- 
u  t  dt 

tiellen  Differentialquotienten  3~»  ä    »  "äf»  "äT  gleich  sind.  Ana 

der  für  die  Function  t+iu  geltenden  Definitionsgleichong 
(3)  dt  +  idu  =  {^-¥iii){dx  +  idy)    . 

folgen   nun   characteristische  Vereinfachungen.    Weil  die  Glei- 
chungen 

Bt  Bu 


(4) 


Bx  By     ^ 


Bu 


Bt 


Bx  By     ^ 


gelten,  so  erhält  die  Functionaldeterminante  der  Functionen  t  und 

u  den  Werth 

,-,      Bt  Bu      Bt  Bu     /Bty  ,  fBty     fBuV  ,  fBuV     ^^  , 

<^>  B:.ry-ryrx=[rx)  ■^[ry)-[rx)-^[ry)=^^'^ 

der  gleich  einer  Summe  vofi  zwei  Quadraten  ist.  Femer  ent- 
stehen aus  (1)  und  (2),  indem  auf  der  linken  Seite  die  Zeichen 
der  partiellen  Differentialquotienten  eingeführt  werden,  die  Glei- 
chungen 

Bu 

Bx  Bx 

Bu' 


(6) 


m<w 


s 


Bu 


"■iSHfi)" 
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dl 

da  dx 


(7) 


Da  die  beiden  Nenner  denselben  Werth  haben,   so  giebt  die 
Anwendung  von  (4)  das  Resultat 


(8) 


dx d^ 

dt~  du 

dy  __  dx 

d~t~  du 


nach  welchem,  wie  vorhin  behauptet  wurde,  in  der  That  x-\-iy 
eine  Function  von  t+iu  ist. 

Wofern  x  und  y  schon  als  Function  von  t  und  u  bestimmt 
sind,  erweist  sich  x-¥iy  dadurch  als  Function  von  ^  + 1  u,  dass 
die  Gleichung  (3),  indem  beide  Seiten  mit  |  + 1 »;  dividirt  wer- 
den, in  die  Gestalt 

(9)  rfa?+tdu  =  =-?-r-(d^  +  trfM) 

%  +  xri 

übergeht.  Auch  sieht  man  sogleich  ein,  dass  der  von  x  +  iy 
nach  t  +  iu  genommene  Differentialquotietit  gleich  dem  reciproken 
Werthe  des  von  t  +  iu  nach  x  +  iy  genommenen  Differentiälguo- 
tienten  ist.    In  der  betreffenden  Gleichung 

(10)  d(^  +  iy)  1 

ist  die  Regel  des  §  11  verallgemeinert. 

Bei  der  geometrischen  Betrachtung,  in  welcher  x  +  iy 
einen  Punkt  einer  ersten,  t  +  iu  einen  Punkt  einer  zweiten 
Ebene  bezeichnet,  läuft  der  Satz,  dass,  wenn  t  +  iu  eine  Func- 
tion von  x  +  iy  ist,  auch  umgekehrt  x+iy  eine  Function  von 
t  +  iu  sein  mnss,  auf  die  augenfällige  Thatsache  hinaus,  dass, 
wenn  mit  einem  Dreieck  der  ersten  Ebene  von  unendlich  klei- 
nen Seiten  das  zugeordnete  Dreieck  der  zweiten  Ebene  ähnlich 
und  gleichliegend  ist,  auch  das  erste  Dreieck  mit  dem  zweiten 
ähnlich  und  gleichliegend  ist.    Femer  hat  der  Umstand,   dass 
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bei  der  Vertaascbun^  dur  beulen  Ebenen  statt  ^+*',  der  Aus- 
druck c — r-  auftritt,  und  das«  durch  EinlÜhruDK  der  in  (0)  des 
§  106  bexeichneteu  Grössen  die  Gleiclinngen 
(11)         ^  +  */^— er (008/4- t8in;'),^~^  =  —  (cosy  —  »8iny) 

c  +  tljf         o 

entstehen,  den  ebenfalls  evidenten  ^^euuietrisehcn  Inhalt, 
bei  dieser  Vertau«clning  da«  Verhältnisse  der  linearen  Ver^rfis- 
sernug  in  den  rceiprokeii  Wertli  niid  der  durch  y  dargestellte 
Drebun^swinkel  in  den  gleichen  und  entgegengesetzten  Werth 
verwandelt  wird. 

Was  die  zur  Lösung  der  Unikehrungs;uifg:ihe  i:Ci^'bildcteu 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differeutialgleiehungen  anlangt,  so 
bestimmt  nach  §  1ü:j  da*  System  (1)  auf  der  ersten  Ebene  die- 
jenige von  dem  Tunkt  .r(0)  +  i.y(n)  ausgehende  Linie,  welche 
zu  der  auf  der  zweiten  Ebene  von  dem  Punkte /(0)-t- 1  «t,«^)  bis 
zu  dem  Punkte  t  (0)  +  i  «(I)  gezogenen,  mit  der  «  Axc  parallelen 
geraden  Linie  gehört,  ferner  giebt  das  System  (2)  auf  der  ersten 
Ebene  die  Linie,  welche  an  die  so  eben  bezeichnete  ansehliesüt, 
zu  der  auf  der  zweiten  Ebene  von  dem  Punkte  <(0)  +  »m(1)  bis 
zu  dem  Punkte  ^(l)  +  »«(l)  gezogenen  mit  der  ^  Axe  parallelen 
geraden  Linie  gehr>rt,  und  den  gesuchteu  Punkt  a-(l) -J-t'i^d) 
zum  Endpunkt  hat 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  ümkehrungsaufgak 
ist  die  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Functioualdeternii- 
nante  nicht  verscluvinden  darf.  In  Folge  viui  (3)  ist  die  letr- 
tere,  wie  in  (rO  angegeben,  gleich  der  Quadratsumuie  ^^-f  r/, 
und  kann  daher  nur  mit  der  com}dexen  Grösse  |4-»ij  zusam- 
men verschwinden.    Sobald  für  einen  Werth  x  +  ty  der  Diffe- 

rentiahi notient  'r>—^-r  =  f-i-»ii   gleich   Null   wird,   verlieren 

die  Schlüsse,  mittelst  deren  in  §  106  aus  der  dortigen  Gleichung 
(1)  gefolgert  wurde,  dass  das  in  der  zweiten  Ebene  befindliche 
Dreieck  von  den  Ecken  (12)  dem  in  der  ersten  Ebene  befind- 
liehen  Dreieck  von  den  Ecken  (11)  ähnlich  sei,  wie  dort  be- 
merkt ist,  ihre  Gültigkeit,  und  unter  dieser  Voraussetzung  fehll 
das  Recht,  aus  der  obigen  Gleichung  (3)  die  Gleichung  (9j  ab- 
zuleiten. 
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Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Umkehrung  der  rationalen 
Vanctionen  einer  complexen  Variable,  und  beginnen  mit  der 
gebrochenen  Function,  welche  in  §  109  unter  IV  angeführt  ist, 
deren  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Crrades  von  x  +  iy  sind, 

■lierbei  wird  die  Verbindung 

(13)  E  =  (a  +  ib)(c,  +  »dj  — (a,  +ib,)ic  +  id) 

ails  von  Null  verschieden  vorausgesetzt.    Aus  (12)  ergiebt  sich 

:€Ür  x  +  iy  eine  Gleichung  des  ersten  Grades,   deren  Auflösung 

^ie  Bestimmung 

^     ^  .  ^        ^(c  +  td){t  +  tu)  +  a+ib 

liefert.  Es  wird  also  x  +  iy  ebenfalls  gleich  einem  Bruche,  des- 
sen Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Crrades  von  t  +  iu  sind,  und  bei  dem  die  mit E corrcspondirende 
Verbindung  ebenfalls  gleich  E  ist.  Nach  (12)  gehört  zu  jedem 
jc  +  f  y  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  t  +  iu^  nach  (14)  zu  je- 
dem t  +  iu  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  x  +  iy.  Für  die 
betreffenden  Dififerentialquotienten  entstehen  aus  (12)  und  (14) 
nach  §  105  und  107  die  Ausdrücke 

MM  dl^  +  iu) E 

^^^^  d(a:+iy)       ((c  -♦-  id)  {x  +  iy)  +  c,+  id,y  ' 

n  m  d{:ü+ty) ^ 

^^"^  d{t+iu)       {-(c  +  id){t+iu)  +  a  +  iby  ' 

deren  Product  gleich  der  Einheit  sein  muss;  dies  wird  durch  die 
ans  (12)  folgende  Gleichung 

(17)  ({c+id){x  -I-  iy)  +0^+  id^){—{c+ id){t  +  iu)  +  a  +  ib)=E 
bestätigt.     Wie  man   sieht,   nähert  sich    der  Differentialquo- 
tient -77 — r-^T  t'ann  i"»d  nur  dann  der  Null,   wenn  die  Norm 
d{x  +  %y)  ' 

von  x  +  iy  über  jedes  Mass  zunimmt  und  ^-f  »«=——:-- wird; 

c+ia 

derselbe    Differentialquotient    hat    dann    und    nur   dann    eine 

über  jedes  Mass  wachsende  Norm,   wenn  die  Norm  von  t  +  iu 

über  jedes  Mass  wächst  und  x  +  iy  = — r-?-wird.  Beider 

•^  c  +  td 
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§  113 


in  (12)  dargestellten  Ahliilngigkeit  entsprochen  daher  die  ganie 
xy  und  die  ganze  ^«  Ebene  einander  eindeutig  mit  einer  in 
den  zugehörigen  kleinsten  Tlieilen  vorhandenen  Aehnliehkeii 
Ausnahmen  von  diesem  Gesetz  finden  nur  dann  statt,  sobald  der 


Punkt  x  +  iij  dem  Werthe 


und   sobald   der  Punkt 


t-\-iu  dem  Werthe  -j^.  .  genähert  wird,  nnd  zwar  in  der  Weise, 

dass  im  ersten  Falle  einem  Dreieek  von  unencllieb  kleinen  Sei- 
ten in  der  ersten  Ebene  nicht  mehr  ein  iihnlieheüi  Dreieck  von 
nnendlicb  kleinen  Seiten  in  der  zweiten,  und  im  zweiten  Falle 
einem  Dreieck  von  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  zweiten 
Ebene  nicht  mehr  ein  ähnliches  Dreieck  von  unendlich  kleinen 
•Seiten  in  der  ersten  Ebene  entspricht. 


§  112.    ümkebrting  «Iser  poBitlveti  ganzen  Fotenx  einer 
Variable.    'Windtmgipunkt  einer  Blemaiw'aohen  Fl&obe. 

Die  Forderung,  aus  der  Gleichung 

(1)  ^  +4M=(J?+  iifT 

in  welcher«  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  x+i^ 
als  Function  von  t  -f  i  u  zu  bestimmen,  fdllt  mit  der  Aufgabe  «u- 
Bammen,  eine  reine  Gleichung  des  «ten  Grades  aufzuUJseu,  in 
welcher  t+iu  beliebig  gegeben  ist  und  die  Unbekannte  mit 
x  +  iy  bezeichnet  wird.  Von  der  letztem  Aufgabe  ist  in  !,  §  .'^l 
eine  iHlr  jeden  Werth  von  n  geltende  vollständige  Ri^handhni? 
tnitgctbeilt  worden,  bei  welcher  die  Eigenschaften  der  trigoDi»- 
metrischen  Functionen  benutzt  sind.  Dann  tolgt  in  i,  §  34  eioe 
Aufli^Bung  der  reinen  qnadratiHchcn  Gleichung,  wobei  nur  die 
Ausziehung  von  Quadratwurzeln  aus  reellen  positiven  GrJlsseti 
zur  Anwendung  kommt  Zufolge  dieser  Methode  genügen  der 
Gleichung 

(2)  t  +  i  u  =  {x-\-  i  y)* 

zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  tr-^iy^  welche,  sofern  man  fÜe 
mit  dem  Vorzeichen  von  «  versehene  Einheit  mit  u  bezeichnet 
und  die  Quadratwurzel  positiv  nimmt,  folgendermassen  lauten 


(S) 


x  +  iy^ 


+  »r 


Yz±±i!a_ 


+«• 


^  112.  Umkehrung  einer  positiven  ganzen  Potenz.  655 

C4)         a:  +  «y  =  —  r '-^ —  it ' ^ 

^^nf  die  vorstehenden  Ausdrücke  ist  in  §  14  dieses  Bandes  eine 
isrein  analytische  Definition  der  inversen  und  directen  trigono- 
~Knetrischen  Functionen  gegründet  worden,  aus  der  die  Eigen- 
JBchaften  der  trigonometrischen  Functionen  folgen,  welche  zur 
IBeherrschung  der  mit  einem  beliebigen  n  gebildeten  Gleichung 
^1)  gebraucht  werden. 

Da  der  Differentialquotient 

:fär  den  Werth  a;  + 1  y  =  0  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem 
^T^origen  §  für  die  Umgebung  des  zugeordneten  Punktes  der 
ersten  Ebene  eine  in  den  kleinsten  Tbeilen  ähnliche  Abbildung 
Tiiicht  zu  erwarten.  Sobald  die  Grössen  rr,  y,  f,  m  wie  die  ent- 
sprechenden Grössen  in  I,  §  33  durch  die  Polarcoordinaten 
^6)  j;  =  r  cos  v^,  y  =  r  sin  ^,  f  =  s  cos  </>,  u  =  s  sin  qp 

ausgedrückt  werden,  wobei  r  und  s  stets  positiv  sind,  verwan- 
delt sich  (1)  in  die  Gleichung 

(7)  8  (cos  (/)-»-«  sin  (jp)  =  r"  (cos  « v>  -f  t  sin  w  v>) ; 
hiernach  wird 

(8)  scosy=r"co8n^,  s  sin  y  =  r"  sin  «  ^, 
und 

(9)  s-=  r",  cos qp ^  cos n  v^,  sin  ()|)  =  sin  n  ^. 

Der  Betrag  r  der  complexen  Grösse  x  +  iy  giebt  für  die 
erste  Ebene  den  Abstand  des  Punktes  x  +  iy  von  dem  Null- 
punkt, der  mit  dem  Werthe  Null  beginnende  Winkel  0-  den 
Drehungswinkel  des  radius  vcctor  an,  dessen  Anfangslage  mit 
der  positiven  a;Axe  zusammenfällt;  s  und  (p  haben  für  den 
Punkt  t-¥iu  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Bedeutung. 
Wegen  der  Gleichung  « =  r"  bleibt  bei  unge'dndertem  Betrage 
r  der  Betrag  s  ebenfalls  ungcändert.  Während  in  der  ersten 
Ebene  der  Punkt  x  +  iy  um  den  Nullpunkt  auf  einer  Kreislinie, 
deren  Halbmesser  den  festen  Werth  r  hat,  fortschreitet,  und  d- 
von  der  Null  stets  zunehmend  zu  einem  Werthe  iß-^  übergeht, 
bewegt  sich  der  zugeordnete  Punkt  t  +  iu  in  der  zweiten  Ebene 
auf  einer  Kreislinie,  deren  Halbmesser  gleich  s  ist,  und  der  be- 


Jeometriflche  Beutnng'. 


I 


treffende  Winkel  ff,  der  beständig  gleich  dem  »fachen  Winkel 
^  ist,  wächst  vou  der  Null  bis  zu  dem  Wcrtbe  fp^=^nd^^.  Es 
sei  nun  ^,  kleiner  als  der  nie  Tbeil  der  ganzen  Peripherie 
2jt,  so  dags  <f  kleiner  als  2«  bleibt,  dann  entspricht  dem  Drei- 
eck der  ersten  Ebene  mit  den  Eckpunkten 

r,  0,  r{co8^,  +  t.8in^j) 
das  Dreieck  der  zweiten  Ebene  mit  den  Eckpunkten 

5,  0,  5(co8  (pj  +  i  sin  fpi) ; 
auch  werden  für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  r  sowol 
die  Seiten  des  ersten  wie  des  zweiten  Dreiecks  beliebig  kleiaj 
jedoch  findet  zwischen  den  beide»  Dreiecken  vermrige  der  Un- 
gleichheit der  an  den  Nnllpuuktcn  liegenden  Winkel  keioe 
Aehnlichkeit  ntatt. 

Zufolge  If  §  33  entsprechen  einer  beliebig  gegebenen 
Gritsse  t  +  iu  ^  ^(coa  (p  +  i  sin  gp)  die  n  von  einander  verschiede- 
nen Werthe  von  x-\-ijfj 

(10)  v*(cos^^^ +  iBm^^^ Ji 

wobei  Je   der  Reihe    nach   gleich  0,  1,  2, .  ,  ti  —  1  zu  setzen  ist 
Daselbst  wird  x  +  iy  eine  n-deuHge  Function  von  t  +  iu  genannt, 


I 


und  nach  I,  §  54  durch  das  n-deulige  Wur^eheichen  ^i  -f-  iy  dar- 
gestellt, statt  dessen  man  auch  das  Zeichen 


(11)  x-{'iy={t-^in) 

gebraucht.     In  der  geometrischen  Repräsentation  entspricht  ali 
einem  Punkte  x-hiij  nur  ein  Punkt  t  +  iu,    während  zu  ciueiD 
Punkte  (  +  iu  hingegen  n  Punkte  x  +  ii/  gebürcn,  die  nach  (101 

n 

auf  dem  Umfange  des  mit  dem  Halbmesser  ]/s  um  den  Null- 
pnnkt  beschriebenen  Kreises  so  liegen^  dass  sie  die  Kreislinie 
in  «  gleiche  Tbeile  theilen.  Eine  neue  Ansicht  dieser  IWzicbuBp 
entsteht  ans  einem  Gedanken,  der  in  §  93  zu  einem  anderen 
Zwecke  angewendet  ist.  Man  darf  sich  voretelleu,  dass  da» 
abzubildende  ebene  Stück  wie  ein  Blatt  auf  der  xp  Ebene 
liege,  dass  jeder  kleinste  Theil  dieses  Blattes  den  zugcorduetfii 
kleinsten  Theil  eines  auf  der  tu  Ebene  bcHndlichcn  ebenen  Blattes 
erzeuge^  und  dasa  die  Tbeile  des  zweiten  Blattes  genau  in  der- 
selben Weise  wie  die  correspondirenden  Tbeile  des  ersten  Blattw 


t 


Geometriaohe  Deutung. 
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stetig  zusauimenbängen.  Wir  betraditen  jetzt  deu  Theil  der 
xy  Ebene,  welcher  nach  den  obigen  Bezeichnungen  durch  den 
vom  Nullpunkte  nach  x-\-iy  gezogenen    testen  radias  vector  r 
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liestricljen  wird,  während  der  Winkel  ,5^  von  0  bis        /.unimnit. 

n 

In  Folge  dessen  bestreicht  in  der  Um  Ebene  der  vorn  Ntdlpunkt 
nach  t+iti  gezogene  feste  radius  vector  s  das  Fluchens tlick, 
für  welches  der  Winkel  qp  von  0  bis  2;r  wächst.  Nach  der 
angegebenen  Vorstellung   liegt   nunmehr  auf  der  ersten   Ebene 

ein   Kreissector   von    dem  Winkel         und   dem  Halbmesser  r, 

welcher  auf  der  zweiten  Ebene  eiuen  Kreis  vom  iladius  ^  erzeugt 

2;f 
Wofern  der  Winkel  ^  nochmals  um        grösser  wird,  beachreibt 

der  Winkel   (f    eine    zweite    Kreisperipherie;    jedem    Zuwachs 

2,-r 
von    ,V    um         entj^prieht    also    die    Zunahme    von   rf    uiu    2n, 

Mithin  liegen  auf  der  ersten  Ebene  n  auf  einander  folgende 
Sectoren,  hei  denen  der  n  te  an  den  ersten  aiischliesst  und 
dadurch  ein  kreisförmiges  Blatt  vollendet.  Auf  der  zweiten 
Ebeue  betindeu  sich  dagegen  n  kreisfSirniige  Blätter,  bei  denen 
nach  der  gegebenen  Regel  der  letzte  Radius  vector  des 
ersten  mit  dem  ersten  radius  vector  des  zweiten,  der  letzte 
radiuK  vector  des  zweiten  mit  dem  ersten  radius  vector  des 
dritten,  u.  s.  f.  der  letzte  radius  vector  des  nten  mit  dem 
ersten  radius  vector  des  ersten  Blattes  zusammenhängt.  So 
entsteht  ein  Kauzes  von  w  über  einander  liegenden  in  der  be- 
zeichneten Weise  zuHammenhäugenden  UlUttern,  wobei  das  letzte 
Blatt  wieder  mit  dem  ersten  verbunden  ist.  Dieses  Bild  einer 
n-bliitlerigen  Fläche  ist  von  Rietnann  in  der  schon  erwähnten 
Inauguraldissertation  eingeflthrt  und  nach  ihm  benannt  wor- 
den. Die  so  eben  beschriebene  auf  iler  tu  Ebene  liegende 
ti-blütterige  Fläche  besitzt  den  Vorzug,  dass  jedem  Punkte  t  +im 
dersellien  ein  einziger  Punkt  r  +  iy  entspricht,  und  dass  daher 
x+iy  zu  eifier  eindeidigm  Function  des  Ortes  t+iu  auf  der 
Fläche  wird.  Insofern  ein  auf  jener  Fläche  durchlaufener  Weg, 
nachdem  um  den  bezeichneten  Nullpunkt  n  Windungen  gemacht 
sind,  zu  dem  Ausgangspunkte  zurückführt,    hat  Ric-Mann    einen 


Windungspunkt. 


Punkt  von  der  Beacijaffenheit  des  Nullpunktes  einen  Whidungs- 
punkt  genannt,  und  zwar  einm  Windungspunkt  der  (»  — l)fai 
Ordnungr 

Vermittelst  der  allgemeinen   in  (10)  des  vorigen  §  enthal- 
tenen Regel    erliält  man  aus  (5)    für    den  DifrerenHalt4uotienten 
der  in  (11)  bezeichneten  Function  x-{-i>(  den  Ausdruck 
djx^hj)  ^  1 


(12) 


d{t  +  J«) 
Auf  der  rechten  Seite   ist  dann  derjenige  unter  den  n  Werthcn 

von  {t  +  im)  ,   dessen  Differentialquotient  gesucht  wird,  zu  siih- 
stituireu,  wodurch  die  Gleichung 

1 


(13) 


d{t  +  iu)         1     ..^  .    J 


entsteht.  Während  die  Function  (^  +  ««4)  fllr  einen  gegen  die 
Null  abnehmenden  Betrag  von  t  +  in  oder  für  eine  Annähe- 
rang  von  i-¥iu  gegen  den  Werth  Null  einen  ebenfalls  gegen 
die  Null  convergireuden  Betrag  erhält,  wächst  dabei  der 
Betrag  der  rechten  Seite  von  (13)  über  jedes  Mass  hinans. 
Mitbin  bildet  der  Werth  ^+iM=0  selbst  eine  Ausnahme,  fflr 
welche    die    Gleichung    (13)    strenge    genommen    nicht   mehr 

1 

gilt;  nach  dem  eingefdlirten  Sprachgebrauehe  ist  (t  +  tu)*  ftir 
^  +  iM=0  zwar  noch  eine  endliche  aber  nicht  mehr  eine  stetige 
B^unction  von  t-^iu. 

Da   fllr   eine    positive    oder   negative   ganze    Zahl   wi  «li<» 
Gleicbiiug 


(14) 


d(ar  +  iy)  .     ,   .    m-i 

-77 — r^-v  =  m  (a:  +  tu) 
dim  +  tjf)  ^         ^' 


gilt,    80  wird  der  DiJferentialquotient   einer  Potenz   von  t-¥\* 


mit   beliebigem   rationalem  Exponenten  — »   welche    durch   die 
Gleichung 

(15)  (^ +♦«)"= ((^+»M)*r 

definirt  ist,    und^   falls  m   und  n  keinen  gemeinsamen  Tbeilcr 


§  ll3.  ümkehrung  einer  rationalen  ganzen  Function.  659 

haben,  eine  w-deutige  Function  von  t  +  iu  bildet,  nach  §  109 
durch  die  Gleichung 

M 
»  —  —  1 

(16)  .;, .  .  (    =      (t  +  iu) 

ausgedrückt,  die  mit  (19)  des  §  9  übereinstimmt.  Auf  der  letz- 
teren beruht  die  Differentiation  der  algebraischen  mit  Hülfe 
von  Wurzelzeichen  dargestellten  Functionen  einer  reellen  Va- 
riable, so  dass  wieder  für  die  Differentiation  der  gleichnamigen 
Functionen  einer  complexen  Variable  die  gleichen  Regeln 
gelten. 


1 113.    Umkehnmsr  einftr  rationalen  ganzen  Function  einer 
Variable.    FnnAamentalsatx  der  algebralsohen  Olelobangen. 

Eine  beliebige  rationale  ganze  Function  des  nten  Grades 
von  der  Variable  x  +  iy  sei  folgendermassen  bezeichnet 

*-)/'(^+*y)=K+»^o)  (•«+»»" +  («i  +  »^)(^+»y)""'  +  "  +  o.  +  »^ 

wobei  der  Coefficient  a^  ■{•%}>„   von  Null  verschieden  vorausge- 
setzt ist    Wenn  nun  bei  der  Gleichung 

(2)  t-^iu=f{x  +  iy) 

die  Grösse  x+iy  als  Function  von  i  +  iu  betrachtet  wird, 
so  hat  man  für  jeden  beliebig  gewählten  complexen  Werth 
t{\)  +  iu{\)  alle  der  Gleichung  (2)  genügenden  Werthe  von 
x-\-iy  aufzusuchen.  Diese  ist  in  Bezug  auf  ic-l-*y  eine  alge- 
braische Gleichung  des  nten  Grades  und  liefert  nach  dem  in 
I,  §  61  u.  ff.  bewiesenen  Fundamentalsatze  stets  n  Wurzeln, 
von  denen  unter  gewissen  Bedingungen  mehrere  zusammenfallen 
können.  Somit  wird  durch  die  Ümkehrung  der  Gleichung  (2) 
die  Grösse  x  +  iy  als  eine  n-deutige  Function  der  Grösse  t  +  iu 
bestimmt.  Für  den  Differentialquotienten  von  t  +  iu  ergiebt  sich 
(    d(t  +  iu)  _.,,.•. 

(3)  d(^T7y)-~^(^  +  *y)' 

I  nx  +  iy)^n{a^  +  ih^){x  +  iyf-'  +  ..,a^^^  +  ib^,, 
woraus  unter  Ausschliessung  der  Werthe,  tllr  die  f'{x  +  iy)  ver- 
schwindet, nach   (9)   des   §   112   der   Differentialqnotient  von 
x  +  iy 


GßO  Pundamentalsatz  dw  algebraischen  Gleichung^en.  §118. 


r 


(4) 


d(dg-fiy) 


hervorgebt. 

Es  wird  zu  einem  genaueren  Verständnis»  der  Abhängig- 
keit, in  weloher  x  +  iy  von  t  +  iu  stebt^  beitragen,  wenn  wir 
von  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  auf  den  angel\lhrten  Be- 
weis des  algebraischen  FundameutaHlieorems  zurückblicken  und 
denselben  zur  Lö.sung  der  Aufgidic  verwenden,  für  den  so  eben 
mit  i(l)  +  f«(l)  bezeichneten  Werth  einen  Werth  x-^-iy  zu  e^ 
mittein,  der  die  Function 

(5)  r+itt— i!Cl)-iti(l)  =  /'(a:  +  t»-/(l)-iu(l) 

zum  Verachwinden  bringt.  Das  dortige  Verfahren  lehrt  eine 
Folge  von  Grössen  bestimmen 

(6)  af'^+  .:/>=Z<">,  x^V  ,>^"=Z^*'. . . . 

bei  deren  Substitution  die  Beträge  der  linken  Seite  von  (5' 
immer  abuehmend  der  Null  beliebig  nahe  kommen,  und  die 
gegen  einen  festen  Grenzwertb,  den  gesuiditen  Werth  x  +  itf, 
eonvergiren.  In  der  im  ersten  Bande  mitgetheilten  Darstel- 
lung wird  x  +  »  V  durch  einen  Punkt  einer  Ebene,  doch  t  +  iu 
nicht  durch  den  zugeordneten  Punkt  einer  zweiten  Ebene 
repräsentirt.  Da  bei  der  neuen  Anschauung  der  Betrag  der 
linken  Seite  von  (5)  den  Abstand  des  Punktes  t  +  iu  von  dem 
Punkte  ;(l)  +  iM(l)  ausdrückt,  .so  sind  die  Punkte  (6)  der  Be- 
dingung unterworfen,  dass  die  Entfeniungen  der  auf  der  zweiteu 
Ebene  zugeordneten  Punkte 

(7)  t'°'-h  iu^''^  W^'\  f'''+  W=  W''\  . . . 

von  dem  gegebenen  Punkte 

(8)  t{\)  +  in(l)^W{l) 

der  Reihe  nach  stets  abnehmen  und  der  Null  beliebig  uabe 
kommen.  Man  bestimmt  die  Grössen  (6)  ans  der  ersten  ^  » 
indem  nach  einer  gewissen  Vorschrift  die  successiven  Differenzen 

(9)  Z^'^-Z^'^=JZ'^'\  Z<^>-  Z^'^=JZ''\  . . . 
gebildet   werden;    dies   bedingt  die   in  der  zweiten  Ebene  toii 
dem  ersten  zum  zweiteu,  vom  zweiteu  zum  dritten  Punkt  u,  s.  f- 
gezogenen  geraden  Linien.    Die  Richtung  und  Länge  der  Liuieo 
wird  aus  der  betreffenden  Differenz /'(-Z+-:/i^) — /"(.Z)  gefundeu, 


De 
i:«  1 


i 
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die  nach  dem  in  I,  §  49  enthaltenen  Satze  fttr  irgend  zwei 
complexe  Werthe  Zund  Z-¥  J  Z  den  Ausdruck  hat 

(10)  f(Z+./Z)  f{Z)=f'(Z)  JZ+-^4P  (-^^)'+.-.+  ^-^PiJZf  ; 
hier  ist  wieder  nach  §  108  für  jede  Zahl  p 

(11)  ^'j^f=f^'iZ). 

dz 

Denkt  man  sich,  dass  auf  der  zweiten  Ebene  eine  gerade  Linie 
von  dem  Punkte  f(Z)=T+iU  nach  dem  gegebenen  Punkte 
t(l)+iu{l)  und  eine  gerade  Linie  von  dem  Funkte  f{Z)  =  T+iU 
nach  dem  Punkte  f{Z+JZ)  gezogen  sei,  und  verlangt,  dass 
die  zweite  Linie  in  die  Richtung  der  ersten  falle,  so  muss  der 
reelle  Theil  zu  dem  Factor  von  i  in  der  Differenz  (10)  dasselbe 
Verhältniss  haben  wie  in  der  Differenz 

(12)  -T-iU+t(l)+iu{l\ 

oder  die  erstere  aus  der  letztem  durch  Multiplication  mit  einem 
positiven  reellen  Factor  hervorgehn.  Wenn  jedoch  diese  Forde- 
rung nur  für  Werthe  JZ  von  beliebig  kleinem  Betrage  erfüllt  sein 
soll,  so  darf  man  statt  (10)  den  ersten  Bestandtheil  der  rechten 
Seite  nehmen,  bei  welchem  die  betreffende  Ableitung  f\Z) 
nicht  gleich  Null  ist,  und  mit  einer  reellen  positiven  Grösse  h 
die  Gleichung 

(13)  -^[^jf   {JZT=^-h{T-¥xü-t{\)-iu{\)), 

aufstellen.  Durch  eine  Vergrösserung  des  positiven  Werthes 
Ä  wird  in  JZ  nur  der  Betrag,  dagegen  nicht  das  Verhält- 
niss des  reellen  und  imaginären  Theils  geändert.  Wenn  man 
daher  aus  (13)  ftlr  einen  gewissen  Werth  von  Z  die  Differenz 
JZ  bestimmt,  so  ist  die  Richtung  der  von  dem  Punkte  Z 
nach  dem  Punkte /f+j^Z  zu  ziehenden  geraden  Linie  durch 
die  Richtung  der  in  der  zweiten  Ebene  von  T+iU  nach 
<(l)  +  tu(l)  geführten  geraden  Linie  gegeben,  während  die 
Länge  der  ersten  geraden  Linie  von  der  Grösse  des  Werthes  h 
abhängt.  Bei  einer  Vergleichung  dieses  Verfahrens  mit  dem- 
jenigen, welches  in  §  85  zur  Behandlung  des  dortigen  Systems 
Yon  Differenzengleichungen  gedient  hat,  wird  man  finden,  dass 
den  beiden  Processen  derselbe  Gedanke  zu  Grunde  liegt,   und 
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dass  der  in  Rede  stehende  Bewei»*  des  alg;ebraischeii  Funda- 
meiitaUht'orenis  mit  der  üntersuchuug;  über  die  Möglichkeit  der 
Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
genau  eorrespondirt. 

Vermittelst  (13)  wird  die  Differenz  JZ  eindeutig  oder 
mehrdeutig  hestimmtj  je  nachdem  die  Zahl  Q  gleich  oder  grös- 
ser alö  Eins  ist.  Im  ersten  Falle  ist  für  den  bezllgliehen 
Werth  Z  die  Function  f'{Z'}  nothwendig  von  Null  verschiedeo, 
im  zweiten  Falle  verschwinden  dagegen  nach  der  Voraussetzung 
die  Functionen 

(14)  r{Z),r{Z),...f'-'\Z),        * 

während  f^^{Z)  nicht  gleich  Null  ist  Demnach  kann  a  nur  för 
solche  Wertbe  von  Z  die  Einheit  übertreffen,  für  welche  die 
Function  des  (n — l)ten  firades  ['{Z)  gleich  Null  wird.  Weil 
aber  nach  einer  in  I,  §  62  gemachten  Bemerkung  hei  dem  Be 
weise  der  Existenz  einer  Wurzel  einer  beliebigen  Gleichung  des 
wten  Grades  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  entsprechende 
Beweis  vorher  für  die  Gleichungen  des  nächst  niedrigeren  Gra- 
des erbracht  sei,  so  haben  wir  angenommen,  dasH  die  Wurzeln 
der  Gleichung  /'(ar)  =  0  bekannt  seien  und  die  folgende  Zer- 
legung von  f'{js)  m  Factoren  des  ersten  Grades  liefern 

(15)  riz)  =  n{a,  +  i%)  [z  -n,)  {z- 1?,)  . . .  (^- 1?._,). 

Hier  niHge  r/^  für  den  jedesmaligen  Zeiger  g  eine  ?>^te  Wurzel 
der  Gleichung  f*{£)^=(y  sein,  so  dass  die  Functionen 

(16)  r{%\r  {%)."•  f'^i%) 

gleichzeitig  verschwinden,  f  '^'  (r^^)  aber  von  Null  verschieden 
ist.  In  Folge  dessen  nimmt  die  Zahl  a  in  {\'\)  dann  und  nur 
dann  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  Werth  an,  wenn  2 
einer  der  Gritssen 

gleich  wird,  und  zwar  ist  für  f/^  die  Zahl  ci  =^>^  +  1.  l'»" 
sicher  zu  sein,  dass  bei  der  fortgesetzten  Anwendung  de^  Ver- 
fahrens kein  Werth  von  yf  vorkommen  kann,  fUr  den  q:>1  ist, 
wird  mit  einem  dieser  Werthe  in  der  folgenden  Weise  angefan- 
gen. Unter  den  Grössen  (17)  sei  »j,  so  ausgewählt,  dass  der 
Betrag  der  Differenz 
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(18)  fM-t{\)-iu{l) 

kleiner   oder   doch   nicht  grösser  als  für  die  übrigen  ist,  das 
heisst,  der  Abstand  des  in  der  zweiten  Ebene  zu  17,  zugehöri- 
gen Punktes  von  dem  gegebenen  Punkte  t(\)  +  iu(i)  =  W(i) 
kleiner    oder    doch    nicht    grösser    ausfällt    als    für    die    zu 
Vv  Vv'  Vn-i  gehörigen  Punkte.    In  Folge  der  angenommenen 
Bezeichnung  wird  för  den  Werth  Z=  17,  die  in  (13)  auftretende 
Zahl  0  gleich  6, -t-1.    Mithin   gehen   in  der  ersten  Ebene  von 
dem    Punkte   Z^**'=i7,   unter   gleichen  Winkeln   J,+  l   gerade 
Linien  aus,  von  denen  irgend  eine  zum  Beginne  des  Verfahrens 
benutzt   werden    darf.     Dem    nächsten   Werthe  -Z^*'  entspricht 
dann  ein  Punkt  f{Z^^^)  =  W^^^  der  zweiten  Ebene,  welcher  dem 
Punkte  t{l)  +  iu(l)  näher  liegt  als  der  Punkt  /•(Z*®^=T7^^ 
femer  ist  die  zu  der  neuen  Gleichung  gehörende  Zahl  a  noth- 
Wendig    gleich    Eins;    ebenso    gelangt   man   unter    passender 
Verlllgnug    über    die    positiven   Grössen  h  zu   einer   beliebig 
genauen    Bestimmung    eines    Werthes    x  +  iy^     ftir    den    die 
linke  Seite  von  (5)  gleich  Null  ist.    Nach  I,  §  49  können  von 
cien   n  Werthen  x  +  iy,  welche   zu   t(l)  +  iu(l)  gehören,   nur 
dann  -mehrere  zusammenfallen,   wenn  die  erste  Ableitung  der 

i^echten  Seite  von  (5),  das  heisst  ~lr^r^  verschwindet,  und 

cl.ie8  geschieht  eben  nur  für  die  Werthe  (17)  von  x  +  iy. 

Für  diese  Werthe  verliert  die  Function  f{e)  ihre  Stetigkeit 
i:tnd  die  Gleichung  (4)  hört  auf  zu  gelten.  Wendet  man  nun 
die  im  vorigen  §  entwickelte  jRiciwawn'sche  Vorstellung  auf  die 
^u  (2)  gehörende  n-deutige  Function  x  +  iy  von  t  +  iu  an,  so 
entsteht  demnach  eine  die  t  u  Ebene  bedeckende  Fläche  von  n 
Dlättem,  die  nur  in  denjenigen  Punkten  zusammenhängen,  welche 
acu  den  Punkten  (17)  der  a;y  Ebene  gehören  und  respective  mit 

liezeichnet  werden.  Wenn  Z  in  der  Gleichung  (10)  der  Reihe 
i3acb  gleich  j?j,  rj^j . .  »;„_j  oder  t]^  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  dem 
XJmstande,    dass    die    Entwickelung   rechts    mit    dem   Gliede 

(b'+i)r  ('^^)**"^*  beginnt,  das  Resultat,  dass  hier  b^+l  Blätter 
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der  Biernann  sehen  Fläche  durch  einen  Windungspunkt  der  fe,  ten 
Ordiiuii.i;  vereinigt  sind.  Ey  werden  also  in  (19)  die  säuimt- 
lichten  Wiiidinigspunkie  der  Fläche  dargestellt,  welche  sonst 
illierall  eine  streng  conforrae  Abbildung  der  xij  Ebene  liefert. 
Bei  dem  Gebrauehe  dieser  Anschauung  (iLerzeugt  man  sicli  leicht, 
dass,  indem  das  vorhin  besprochene  Verfahren  mit  dem  Punkte 
der  ersten  Ebene  Z^*'*=  »/j  anfiingt,  die  oben  erwähnten  von 
diesem  Punkte  unter  gleichen  Winkeln  ausgehenden  6,+l  ge- 
raden Linien  die  Mr)glichkeit  bieten,  von  /;,  in  der  Art  fort- 
zuschreiten,  dass  der  entsprechende  Punkt  der  zweiten  Ebene 
von  dem  zugehörigen  Wiudungspunkte  /'<>;,)  in  jedem  der  dort 
zusanimenbängenden  ^i  +  l  Blätter  auf  den  mit  i(l) +  *«(!)  zn 
bezeichnenden  Punkt  hinrtlekt,  und  dal>ei  das  einmal  gewählte 
Blatt  nie  verlUsst.  Hierdurch  wird  zugleich  bemerklieb  gemacht, 
da88  jenes  Verfahren  für  einen  gegebenen  Werth  /(l)  +  ii4(l) 
die  Anzahl  6j+l  von  zusammengehörigen  entsprechenden  Wer- 
then  X  +  iy  hervorbringt. 


§  114-.    Abliäng^^kelt  zwlftolieii  zw«l  daroh  eine  algebraische 

Gleiohime  TerbundeneEi  oomplezen  Vaiiabela.    Ausdruck 

einer  aUgemelxien  al^ebralecben  Ftmotlon  einer 

&omplezen  Variable. 

Man  habe  eine  rationale  ganze  Function  der  zwei  com- 
plexen  Variabein  x  +  iy^=z  nnd  lf  +  tH==w,  welche  nach  8  vom 
mteDf  nach  w  vom  «ten  Grade  ist, 

(1)  F{2,  ff)  =  A,,  w"  +  A,  w"-'  +...  +  A^; 

hier  seien  A^^y  A^, ...  A^  die  folgenden  mit  beliebigen  complexen 
Coefficienten  gebildeten  ganzen  Functionen  von  2^ 

(2)  A,  =  A,,  z"'  +  A^,  ^-°-'  +  . . .  +  J„_.^ 


und  m  gleich   der   grasten   in  der  Reihe  w^,,  m,,...»!^  vorkom 

menden  Zahl.    Durch  die  Gleichung 

(:i)  F(8,w)^Q 

wird  dann  zwischen  den  complexen  Grüssen  s  und  w  eine  solch 


^1 


§  114.   Algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  complexen  Variabeln.       665 

Abhängigkeit  ausgedrückt,  dass  nach  dem  Fundamentalsatze 
der  algebraischen  Gleichungen  nWerthe  von  w  zu  jedem  Werthe 
Yon  Bj  und  »i  Werthe  von  s  zu  jedem  Werthe  von  w  gehören. 
Weil  nun  aus  (3)  das  Verschwinden  des  vollständigen  Differen- 
tials dF{w^  e)  folgt,  und  dieses  vermöge  §  110  den  Ausdruck 

(4)  y^    'd{x  +  %y)  +      ^^     d{t  +  tu) 

hat,  so  gilt  die  Bedingung,  durch  welche  to  als  eine  Function 
von  e^  und  e  als  eine  Function  von  w  characterisirt  ist;  die  be- 
trefTenden  Differentialquotienten  sind  daher, 

BF{e,w) 

^  „V  d{t  •\-iu) Be 

^^^  ~d{x'+iy)"~        BF{e,w)    ' 

Bw 


C6) 


BF{z,w) 
d{x  +  iy)  Bio 


d{t-¥%u)  BF(z,w) 


Bz 
I3amit  die  zu  einem  Werthe  von  z  gehörenden  nWerthe  von  w 

Von  einander  verschieden  seien,  darf  — ^  *       nicht  mit  F{e.  w) 

aw 

gleichzeitig  verschwinden;   ebenso   darf,   damit   die  zu   einem 

Werthe  von  w  gehörenden  nWerthe  von  z  von   einander  diffe- 

»"Iren,  — ^ — -  nicht  mit  F{Zj  w)  gleichzeitig  verschwinden. 

öz 

Das  gegenwärtige  Verfahren  entspricht  genau  demjenigen, 
xivelches  in  §  49  benutzt  ist,  um  den  Differentialquotienten  einer 
durch  eine  algebraische  Gleichung  gegebenen  reellen  Function 
^iner  reellen  Variable  zu  erhalten.  Doch  erscheint  die  gegen- 
^eitigte  Abhängigkeit  zweier  Grössen,  zwischen  denen  eine  alge- 
iDraische  Gleichung  besteht,  erst  dann  in  voller  Regelmässigkeit, 
"^venn  beiden  Grössen  die  Eigenschaft  von  complexen  Variabein 
l^eigelegt  wird.  Auch  lässt  sich  jetzt  die  am  Schlüsse  des  §  9 
«iufgestellte  Definition,  wonach  eine  algebraische  Function  einer 
Variable  eine  solche  ist,  die  aus  der  Variable  mittelst  einer 
^Deschränkten  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  entspringt, 
'Und  wonach  ausser  den  rationalen  Operationen  das  Bestimmen 
^er  Wurzel  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
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tionen  der  Vaiiable  sind,  eine  algebraische  Operation  genannt 
wird,  auf  eine  complexe  Varialjle  ttnd  auf  die  Anwendung  von 
heliebif^en  complexeii  Constanten  in  den  rationalen  Operationen 
ausdehnen;  gleichzeitig  enthält  das  Vorhergehende  den  Bewei«, 
dass  das  Ergebniss  der  bexeicbneten  mit  einer  complexen  Va- 
riable x+iy  vorfijenommenen  Operationen  der  Forderung  (1)  des 
§  lOli  jjtnügt  und  daher  eine  Function  der  Variable  x+iy  lie- 
fert. Man  kann  deshalb  eine  allgemeine  algebraische  Function  der 
Variable  s  =  x  +  iy  als  einen  Brach  ausdrücken,  dessen  Zähler 
und  Nenner  rationale  ganze  Functionen  der  Wurael  w  einer 
Gleichung  des  n  ten  Grades  von  der  Gestalt  (3)  sind.  Ein  solcher 
Bruch  ist  in  §  ö9  für  das  reelle  Gebiet  betrachtet  worden,  und 
dabei  wurde  erwähnt,  wie  der  Zähler  und  Nenner,  nach  den 
Potenzen  der  Wurzelgrßsse  geordnet,  welche  einer  Gleichung 
vom  nten  Grade  genügt,  stets  auf  den  (w — l)ten  Grad  herab- 
gedrückt  werden  kann.  Mit  Hlilfe  einer  gleichen  Ueberlegun^ 
ergiebt  sich  gegenwärtig  die  folgende  Darstellung  einer  allge 
raeineu  algebraischen  Function  K{e^  w), 

wo  Äü(^),..Ä'„_i(je),  Lf^ie), , , L^_^{s)  ganze  Functionen  der  Yi 
riable  £  bezeichnen. 


Capitel  III. 

Iritegratioii  von  Fuuctionen  coinplexer  Variabelii. 

§  IIG.    Integ-ratlon  von  Fanottonen  einer  oamplexen  V&iiabU 

TrAnvforinaÜon  elnei  Integrali  dnrob  ElaflUinmg  einer 

neuen  complexen  Varl&ble. 

In  Capitel  Xlll,  Abschnitt  1,  wurden  die  Bcdingun^n  er 
wickelt,   unter  denen  ein  mit  mehreren  Differeutialen  gebildet - 
Ausdruck  gleich   dem  vollständigen  Differential  einer  Funeti^ 
der  betreffenden  Varialjeln  ist,  und  es*  ward  gezeigt,  wie  man 
zugehilrige  Function  durch  Integration  findet.     Wenn  nun  2v 
reelle  Fnnctionen  |  und  i?  fUr  ^iu   gewisse»  Gebiet  der  reer 
Variabein  x  w  b  and  stetig  sind  nod  di 
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diesen  Variabein  ebensolche  erste  partielle  Differentialqaotienten 
haben,  und  wenn  gefordert  wird,  dass  Jeder  der  beiden  ans  | 
nnd  tj  hergestellten  Ausdrucke 

(1)  ^dx  —  ridy, 

(2)  ndx  +  Hy, 

gleich  einem  vollständigen  Differential  sei,  so  besteht  nach  (6) 
de«  §  97  als  nothwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  fUr  (1) 
die  partielle  Differentialgleichung 

und  filr  (2)  die  partielle  Differentialgleichung 

(4)  _^1_f_  =  o. 

By        Bx 

Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  und  (4)  lassen  sich  respective 
eine  Function  t  und  eine  Function  m,  die  bis  auf  hinzuzuaddi- 
rende  Constanten  bestimmt  sind,  angeben,  bei  denen 

(5)  idt^^dx  —  ridy 
\du=^rfdx  +  ^dy 

ist.  Sobald  die  zweite  Gleichung  mit  t  multiplicirt  und  zu  der 
ersten  addirt  wird,  so  folgt  die  Gleichung 

(6)  dt  +  idu  =  (^  +  i  rj)  {dx  +idy), 

durch  welche  sich  der  Ausdruck  t-hiu  als  eine  Function  von 
x  +  iy  documentirt.    Hiemach  hat  ein  Ausdruck 

(7)  {i  +  if])(dx  +  idyl 

von  dessen  reellem  und  imaginären  Theil  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  erfüllt  sind,  stets  die  Eigenschaft,  durch  Ausfüh- 
rung der  Integration  eine  Function  der  complexen  Variable 
x  +  iy  hervorzubrigen.  Andrerseits  fallen  die  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen  (3)  und  (4),  wie  schon  in  §  108  hervor- 
gehoben ist,  mit  denjenigen  zusammen,  welche  den  Ausdruck 
i+ir^  als  eine  Function  vona;  +  iy  characterisiren.  So  ent- 
steht das  Resultat,  dass,  wenn  ^  +  iT}  eine  Function  der  com- 
plexen  Variable  x  +  iy  bezeichnet,  der  eugehörige  Ausdruck  (7) 
ein  vollständiges  Differential  ist,  und  dass  die  durch  Integration 
desselben  gewonnene  Verbindung  t  +  iu  toieder  eine  Function  von 
x  +  iy  ist.    In  dieser  Erzeugung  der  Function  t  +  iu  beruht  die 
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von  Cattchtf  *)  herrührende  Ausdehnung  der  (')j)eraiion  des  ItUegri- 
rens  auf  eine  Fnndion    einer  complexen  Variable.    Der  Ausdrufi, 
dass  t  +  iu  das   nach  x  +  ip  genommene  Integral   der  Fundui^^ 
S+irj    (fvnonnt   wird,    entspricht  der  Bezeichnung   der   Funrüdl^^ 
^■¥it]  als  des  vün  t^iu  ncu^  x-^^V  genommenen  Differeniid- 
quoUenten. 

Alö  das  Fundament  der  in  §  97  enthaltenen  Lehre  von  der 
Intej^ration  vollständiger  Differential  ausdrücke  zweier  Varialjcln 
ist  der  Satz  zu  hetrachten,  nach  welchem  das  tlber  eine  Man- 
nigfaltigkeit E  der  Variabelu  x,  y  ausgedehnte  doppelte  Inte^ 

BP        BQ\^     , 

By   -  B.r'^^ 
«--'  »-' 

gleich  dem  in  einem  bestimmten  nnd  sich  gleich  bleibenden 
Sinne  län^  der  ganzen  Begrenzung  von  E  ausznftlhrenden  ein- 
fachen Integral 

ßPdx-k-Qdy) 

ist,  mithin  das  letztere  Integral  wegen  der  vorausgesetzten  Be- 
dingung der  Integrahilität 

By  Bx 
den  Werth  Null  liaben  mus8.  Wählt  man  innerhalb  des  Gebiets, 
Ittr  welches  die  obigen  Functionen  ^  und  *}  gegeben  sind  and 
die  bezeichneten  Eigenschaften  besitzen,  ein  Gebiet  E  aus,  und 
wendet  den  vorstehenden  Satz  anf  die  beiden  DifferentiHlaas- 
drtlekc  (1)  und  (2)  an,  so  entstehen  zwei  über  die  j^iinze  Be- 
grenzung von  E  in  einem  bestimmten  und  sich  gleich  bleibenden 
Sinne  auHzudehnende  Integrale  von  verschwindendem  Werth, 
die,  als  reeller  Thei!  und  als  Factor  von  i  einer  coraplexeu 
Grösse  geschrieben,  die  folgende  Gleichung  liefern 

(8)  /'(^+i^)(tix  +  tdy)  =  0. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Gebiet  E  von  einer  cinzi^n 
in  sich  zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung 
begrenzt  und  nach  einem  in  §  102  gebrauchten  Ausdrucke  «m»- 


*)  Memoire  Bur  lea  int%rales  döfiniea,  prise«  entre  de«  limite»  inu- 
ginaires. 


§  116.        Integration  einer  Function  einer  oomplexen  Variable.  669 

fach  susammenhängend  sei,  kann  die  über  die  ganze  Begrenzung 
zn  nehmende  Integration  in  zwei  Integrationen  zerlegt  werden, 
deren  erste  auf  einem  Theile  der  Begrenzung  in  dem  früher 
bestimmten  Sinne  von  einem  Werthsystem  (a;«,  y^)  bis  zu  einem 
Werthsystem  (a;„  yj,  und  deren  zweite  auf  dem  übrig  blei- 
benden Theile  der  Begrenzung  in  einem  dem  früheren  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  (a;„,  y„)  nach  (a;,,  y,)  erstreckt  wird;  deshalb 
stellen  die  von  (a;„,  po)  nach  (a;,,  yj  auf  den  zwei  verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  geführten  Integrationen 

J{Pdx+Qdy) 

('0.  Jfo) 

denselben  Werth  dar.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  bei  der 
über  das  Gebiet  E  gemachten  Annahme  gleichzeitig  mit  dem 
reellen  und  imaginären  Theil  des  Integrals  (8)  verfahren;  dann 
sieht  man,  dass  das  durch  Vereinigung  der  Theile  entstehende 
auf  zwei  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung 
von  dem  Werthsystem  x„,  y„  nach  dem  Werthsystem  x^,y^  in 
der  angegebenen  Weise  erstreckte  Integral 

(9)  /{§'-l%)idx  +  idy), 

bei  dem  dx  +  idy  den  Zuwachs  der  complexen  Variable  a:  +  «y 
andeutet  und  in  Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnung  x+iy=jg 
d.nrch  de  ersetzt  werden  kann,  beide  Male  denselben  Werth 
erhält.  Dieses  Integral  drückt  zugleich  nach  den  in  §  97  fest- 
gestellten Principien  den  Werth  der  vorhin  mit  t  -{■  iu  bezeich- 
neten Function  für  den  Werth  Xi  +  iy^  aus,  und  bestimmt  diese 
B^anction  bis  auf  eine  dem  reellen  und  imaginären  hinzuzu- 
fllgende  Constante,  das  heisst,  bis  auf  eine  additive  complexe 
CSonstante.  Wir  fassen  jetzt  das  so  eben  abgeleitete  und  das 
in  (8)  enthaltene  Resultat  zu  den  beiden  folgenden  Sätzen  zu- 
sammen. 

(I)  Wenn  eine  Function  ^  +  irj  von  x-riy  für  ein  gewisses 
Gebiet  mit  Einschluss  der  ersten  Ableitung  eindeutig^  endlich  und 
9ietig  gegeben  ist  und  über  die  ganee  Begrenzung  änes  in  jenem 
aUhdUenen  Guides  in  einem  gegen  das  Innere  desselben  stets 
ffUieh  bleibenden  Sinne  nach  x  +  iy  integrirt  vnrdy  so  hat  das 
Mrgebniss  der  Integration  den  Werth  Null. 
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(II)  Wenn  eine  Function  ^  +  ir}  von  x-hiy  dieselben  Bedin- 
gungen wie  in  (I)  erfülU^  und  von  einem  Werihsysiem  x^  +  i^^ 
nach  einem  Werthsystcm  x^  +  iy^  auf  zwei  verschiedenen  Wegen, 
die  srnsammen  und  für  sich  allein  eimm  Theil  des  betreffenden 
Gebietes  vollständig  hegrcnecti ,  nach  x  +  iy  integrirt  wird,  «o 
nimmt  da<i  Ergebniss  der  Integration  in  beiden  Fällen  denselben 
Werth  an. 

Bei  (ler  geometrischen  Interpretation  der  eompJexen  Grösse 
x-hiy  lägst  sich  die  Forderung,  dass  in  (I)  der  Gang  der  Inte- 
gration längs  der  Begrenzung  des  (iehietes  E  In  eioera  bestimm- 
ten und  sich  gleich  bleibenden  Sinne  gei^chehe,  wie  in  §  97 
ausgeführt  ist,  durch  die  Vorschrift  ersetzen,  dass  der  während 
des  Ganges  der  Integration  in  der  Begrenzung  fortschreitende 
Punkt  um  das  Innere  von  E  stets  links  herum,  oder  auch  stets 
rechts  herum  bewegt  werde,  lusofern  durch  das  Verfahren  der 
Integration  eine  neue  Function  t+iu  von  x  +  ip  erzeugt  wird, 
kann  der  zu  t  +  iu  gehiirende  Punkt  auf  einer  zweiten  Ebene 
aufgesucht  werden.  Indem  man  sich  des. mit  (9)  bezeichneten 
Integrals  bedient,  ist  der  Punkt  jr„  +  ?f/„  festzuhalten,  der  Punkt 
.Tj  +  ty,  beliebig  zu  verändern;  weil  nun  der  Werth  des  Inte- 
grals den  Werth  t  +  iu  bis  auf  eine  complexe  Constante  a  +  i{i 
ausdruckt,  so  muss 

(10)  t  +  tu  =a  +  i/i  +  /(l  +  jVy)  (dx  +  trfy) 

sein.  Mithin  entspricht  dem  Punkte  x^+iy^,  insofern  das  In- 
tegral fUr  das  Zusammenfallen  von  a;,  +  f  t/,  mit  Xo+iy^  ver- 
schwindet, in  der  zweiten  Ebene  der  wülktirlich  gewählte  Pnnkt 
t+iu^a  +  i ß,  während  die  relative  Lage,  welche  der  zu  einem 
beliebigen  d\-{-iy^  gehörende  Punkt  t+iu  gegen  den  Paukt 
a+iß  einnimmt,  nach  den  geltenden  Voraussetzungen  durdi 
den  Werth  des  Integrals  eindeutig  bestimmt  wird*  Lässt  mM 
den  Punkt  x^+iy^  so  fortschreiten,  dass  er  um  einen  Theil 
des  Gebiets,  der  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt,  hemm- 
läuft  und  dann  an  seinen  UTsprtinglicbeu  Ort  zurtiekkehrt,  w 
kehrt  auch  der  zugehörige  Punkt  t  +  iu  nach  Vollendung  sein« 
Weges  an  den  urspTünglichen  Ort  zurück. 

In  §  09  ist  gezeigt  worden,    dass  ein  Differentialausdrofk 
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der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  durch  Einführung 
eines  Systems  neuer  Variabein  in  einen  Differentialausdruck 
von  der  gleichen  Eigenschaft  übergeht,  und  dass  die  aus  der 
Integration  der  beiden  DifferentialausdrUcke  entstehenden  Func- 
tionen bis  auf  eine  additive  Constante  einander  gleich  sind. 
Wenn  daher  in  dem  reellen  und  imaginären  Theil  des  obigen 
Ausdrucks  (7)  die  Variabein  x  und  y  als  Functionen  von  zwei 
neuen  Variabein  p  und  q  betrachtet  werden,  so  lässt  sich  jener 
Satz  auf  die  Bestimmung  der  mit  t  und  u  bezeichneten  Func- 
tionen anwenden.  Dies  gilt  auch  für  die  engere  Voraussetzung, 
bei  der  X  -f » y  eine  Function  der  complexen  Variable  p  +  iq  und 

(11)  a.+iay=f±^{äp+id<i) 

ist  In  Folge  derselben  verwandelt  sich  (7)  in  den  Ausdruck 

der,  in  der  vorhin  bezeichneten  Weise  integrirt,  eine  Function 
von  p  +  iq  liefert,  welche  von  der  obigen  Function  t  +  iu  nur 
um  eine  additive  complexe  Constante  differiren  kann.  Durch 
eine  entsprechende  Wahl  der  Anfangswerthe  und  der  Wege  der 
beiden  Integrationen  lässt  sich  eine  vollkommene  Uebereinstim- 
mung  herstellen,  und  man  hat  für  die  Transformation  eines  nach 
der  Variable  x  +  iy  auszuführenden  Integrals  durch  Einführung 
der  neuen  Variable  p  +  iq  die  Formel 

m  ß^+ir})idx  +  idy)=Jli  +  ir))  ^/^X'^/^   {dp  +  iäq), 

welche  genau  wie  die  Gleichung  (35)  des  §  25  gebildet  ist. 


§  116.    Integration  einer  positiven  oder  negativen  gansen 

Poteni  einer  complexen  Variable.    Entetehnng  de«  Logarlth- 

rniie  und  der  Exponentlalfünotlon  dnroh  Integration  and 

Umkehmng. 

Aus  den  bei  der  Differentiation  einer  ganzen  Potenz  einer 
complexen  Variable  e  =  x  +  iy  geltenden  Regeln  folgt  für  das 
Integral  einer  Potenz  js'^y  deren  Exponent  k  jede  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  mit  Ausnahme  der  negativen  Einheit  sein 
darf,  der  Ausdruck 


673  IniQgmtioii  einer  ganzen  Potenz.  §  IIS. 

(1)  ^^+con8t. 

Dagegen  nimmt  die  Potenz,  deren  Exponent  die  negative  Ein- 
heit ist,  eine  besondere  Stellung  ein.  Um  das  Integral  der- 
selben mittelst  der  im  vorigen  §  angegebenen  Grandsätze  zn 
nntersncben,  ist  vor  allem  darauf  zu  achten,  dass  die  Function 

—  für  den  Werth  £  =  0  aufhört,  endlich  zu  sein.    Wenn  daher 

das  zu  betrachtende  Integral 

(2) 


('cfo) 

auf  zwei  verschiedenen  Wegen  von  dem  Werthe  a;o+»y,  =  /, 
bis  zu  dem  Werthe  x^  +  ip^=  e^  ausgedehnt  wird)  so  darf  man 
aus  dem  Satze  (U)  des  vorigen  §  nur  unter  der  Bedingung  auf 
die  Gleichheit  der  hervorgehenden  Werthe  schliessen,  dass  die 
beiden  Wege  zusammen  ein  Gebiet  vollständig  begrenzen,  in 
welchem  der  Werth  ;er  =  0  nicht  enthalten  ist  Durch  Tren- 
nung des  reellen  und  imaginären  Theiles  geht  —  in  den  Ans- 

z 

druck 

/OS  dx  +  idy    .vda  +  ydy      i{xdy  —  ydx) 

^^  x  +  i'y      ~     "x»  +  y«      "*■        x*+y*       ' 

über,  welcher  sich  mit  Anwendung  der  Functionen  Logarithmus 
naturalis  und  Arcus  tangentis  so  darstellt, 

(3*)  y  d  log  (Ä«  +  y»)  -f » df  arctg  i  ^-)  • 

Es  möge  jetzt  die  Integration  wie  auf  der  rechten  Seite  von 
(23)  in  §  97  so  eingerichtet  werden,  dass  in  geometrischer 
Sprache  der  Punkt  x  +  iy  geradlinig,  und  zwar  zuerst  parallel 
der  a;  Axe  von  x^  +  iy^  nach  x^+iy^^  dann  parallel  deryAie 
\(mx^  +  iy^  nach  a;, -fiy,  fortschreitet;  dann  ist  (le—dx+idif 
für  den  ersten  Theil  durch  dxy  fUr  den  zweiten  durch  t  Jy  zo 
ersetzen,  und  (2)  erhält  die  Gestalt 

(4)  ri±^+  f-J^-.. 
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Von  diesen  Integralen  bekommt  das  erste  den  Werth 

das  zweite  den  Werth 

-2  log(^;  +V\)-l  log(a:;  +  yl)  +  i(arctg(|-» )  -  arctgg-^))- 

In  dem  ersten  ist  die  Function  arctg  f^"  j  so  zu  wählen,  dass 
sie  sich  von  x  =  Xo  bis  x  =  x,  stetig  ändert;  in  dem  zweiten 
hat  die  Fnnction  arctg  (  —  1  die  Bedingung  der  Stetigkeit  für 
das  Intervall  von  y  =  y»  bis  y  =  y,  zu  erfüllen.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Functionswerth  arctg  (— )  in  beiden  Aus- 
drucken derselbe  sei,  geht  dann  durch  Addition  von  (5)  und 
(6)  der  Werth  des  Integrals 

l.\og(x\+yl)-l  log(a;;  +  y;)  +  »(arctg(^|)-arctg(^«J) 

hervor. 

Sobald 
(8)  x,  +  iy,  =  l 

gesetzt  und  die  Function  arctg  - -»  wie  auch  frtlher  geschehen, 

der  Bedingung  unterworfen  wird,  mit  ihrem  Argument  zusam- 
men zu  verschwinden,  so  folgt 

P)  4  logW  +yl)=0,  arctg^  =  0, 

und  (7)  wird  gleich 

(10)  |logW+y;)-Hiarctg(|->). 

Die  Function  arctg  (--*-)  hat  hier  den  Werth,  welchen  sie  bei  be- 
ständiger stetiger  Aenderung  empfängt,  sobald  auf  dem  für  die 
Integration  (2)  gewählten  Wege  von  dem  Werthsystem  a;=  1,  y=0 
nach  dem  Werthsystem  a;  =  «„  y  =  y,  fortgeschritten  wird.  Um 
das  Ergebniss  leichter  zu  übersehen,  kann  man  die  Integration  so 
einrichten,  dass   in   dem  einen  Theilc  des  Weges   der  imagi- 

LipMbitc,  Ansljrals  II.  ^3 
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näre  Theil  von  (3),  in  dem  andern  der  reelle  Tbeil  von  (3) 
nicht   i^ejlndert   wird.     Das   erstere  geschieht,    indem  das  Ver- 

hältniss  -t   das  zweite,    indem  die  Quadratsumme  a;'+y*   nn- 

geändert  bleibt,  so  dass  der  Punkt  x+iy  im  ersten  Falle  anf 
einer  durch  den  NullpHnkt  gezogenen  geraden  Linie,  im  xweiten 
auf  einer  um  den  Nullpunkt  als  Centrura  beschriebenen  Kreis- 
linie fortrHckt  Nun  lasst  sich  jeder  beliebige  Punkt  ar, -hiy,  von 
dem  Punkte  1  aus  in  der  Weise  erreichen^  dass  man  auf  der  von 
dem  Nullpunkte  nach  dem  Punkte  1  gezogenen  und  über  diesen 
hinauw  unbegrenzt  verlängerten  geraden  Linie  L  bis  zu  dem  in 
der  Entfernung  /^J+y'  vom  Nullpunkt  befindlichen  Punkte 
fortgeht,  und  hierauf  eine  mit  dem  Halbmesser  \^x*  +  pl  am 
den  Nullpunkt  beschriebene  Kreislinie  in  einem  bestimmten 
Sinne,  etwa  von  der  positiven  x  zur  positiven  y  Axe,  da«  heisst 
nach  der  früheren  Annahme,  rechts  herum  drehend  bis  zu  dem 
Punkt  a:,  + «y,  verfolgt  Das  Verbal tniss  des  betreffenden  Kreis- 
bogens zu  dem  Halbmesser  ^^*  +  yJ  stellt  dann  den  bei  der 
entsprechenden  Integration  anzuwendenden  Wertb  der  Fnnctioo 

arctgf  —  1  eindeutig  dar.     Nach  der  gleiclien  Detinition  gelten 

bei  den  Polarcoordinaten 

(11)  rr  — r  coB^,  ^  =  r  sin  fl' 

die  Gleichungen 

(11*) 


r=}fx^  + 


r 


&  =  arctg 


'.} 


so  dass  (10)  in  den  Ausdruck 

(12)  logr,  4-t.^, 

übergebt 

Derselbe  bezeichnet  den  zu  r,  +  f y,  gehörigen  Werth  «h»r 
aus  (2)  hervorgehenden  F'uncticni  t~^iu  von  x+ii/\  8<»mit  Iw- 
steht  (tlr  diese  die  Gleichung 


I 


(13) 


t  +  iu—~-  log (a;*  +  p*)  +  f arctg f  —  J 


Hier  entspricht  dem  Werthe  x  +  iy^=\^  für  welchen  t  und« 
verschwinden,  der  Wertb  ^4-tM  =  0.  Wir  betrachten  jetzt  eine 
Bewegung  des  Punktes   x^iy,    bei  welcher  derselbe  auf  dem 
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rechten  Ufer  der  vorhin  mit  L  bezeichneten  Linie  von  dem 
Punkte  1  nach  einem  heliebigen  durch  die  positive  Grösse  r  be- 
zeichneten Pnnkte  fortselireitet,  dann  um  den  Nullpunkt  als  Cen- 
tram recbtsi  hernm  einen  j?anzen  Kreis  beachreibt,  von  da  ans 
anf  dem  linken  üfcr  der  Linie  L  bis  zn  dem  Punkte  1  ^cht, 
hierauf  um  den  Nullpunkt  als  Centrnm  links  hemm  einen  Kreis 
beschreibt,  und  schliessHch  auf  dem  rechten  Ufer  von  L  zu  dem 
Punkte  1  zurückkehrt.  In  Folge  dessen  j;eht  der  zugeordnete 
Punkt  i-\-iu  von  dem  Nullpunkte  auf  der  / Axe  bis  zu  dem 
Pnnkte  logr,  dann  auf  einer  zu  der  «Axe  parallelen  geraden 
Linie  bis  zu  dem  Ptiukte  log  r  +  t2/r,  von  hier  auf  einer  der/  Axe 
parallelen  geraden  Linie  bis  za  <lem  Punkte  1 2  n^  und  schliesslich 
auf  der  «Axe  zu  dem  Nullpunkte  zurück.  Es  correöpondirt  also 
dem  Flächen  stück  in  der  :ry  Fibene,  das  von  zwei  ganzen  Kreis- 
linien nnil  einer  doppelt  durchlaufenen  geraden  Linie  begrenzt 
ist,  und  das  wir  uns  wieder  als  ebenes  Blatt  denken  wollen,  in 
der  tu  Ebene  ein  Rechteck,  hei  dem  eine  Seite  in  der  ^  Axe,  und 
eine  anstossende  Seite  in  der  «Axe  liegt.  FUr  einen  Werth  i? 
von  ?\  der  gri'tsser  als  Ein»  ist,  dehnt  sich  die  OrUsse  i  von  der 
Null  bis  zu  dem  positiven  Werthe  log  JJ,  für  einen  unter  der 
Einlieit  liegenden  Werth  ^  von  r  von  der  Null  bis  zu  dem 
negativen  Werthe  log  q  aus.  Bei  stets  wacbsendem  7?  und 
gegen  die  Null  abnehmendem  q  wird  die  xy  Ebene  nach 
und  nach  immer  vollstiindiger  von  einem  Blatte  bedeckt,  gleich- 
zeitig erhillt  man  in  der  ftt  Ebene  einen  rechteckigen  »Streifen, 
dessen  auf  der  t  Axe  liegende  Seite  von  einem  beliebig  grossen 
negativen  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positiven  t  geht, 
während  die  nach  den  positiven  w  hin  zu  errichtende  Hilhe  den 
Werth  2  ;/  behält, 

Dan  auf  der  xy  Ebene  befindliche  Blatt  hat  einen  längs 
der  Linie  L  von  r^^  bis  r^^B  reichenden,  das  beisst  im 
Krenzfalle,  einen  von  dem  Ntdlpioiläe  an  unheffrcnzt  ausge- 
dehnten Schnitt.  Auf  diesem  Hhitle  ist  es  nicht  möglieb,  von 
einem  Punkte  zu  einem  zweiten  in  der  Weise  zwei  Linien  zu 
ziehen^  dass  ein  von  denselben  begrenztes  FlHchenstück  den 
Nullpunkt  einscbliesst.  Sobald  daher  das  Integral  (2)  fUr  zwei 
in  diesem  Blatte  zwischen  zwei  bestiiniuten  Punkten  gezogene 
Wege  gebildet  wird,  so  raUssen  die  beiden  Werthe  des  Integrals 
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nach  dem  Satze  (II)  des  vorigen  §  einauder  gleich  sein,   and 
es  ist  deshalb  unter  der  gleiehen  Bedingung  auch  das  von  dem 
Punkte  1  bis  zu  dem  Punkte  a:  +  iy  geführte  Integral,  welches 
die  ohige  Function  t  +  iu  definirt,  eindeutig  be«timujt.     Vennög 
der  vorhin  beschriebenen  von   dem  Punkte  1  ausgelienden  Be — 
weguug  des  Punktes  x  +  iij  gelangt,  derselbe  zu  jedem  Punkt 
der  Ebene  ein  Mal  und  nur  ein  Mal.     Soll  der  Punkt  x  -{-  i  y  -^h^-- 
nachdem  er  auf  einer  Kreislinie  von  einem  Punkte  des  rechte 
Ufers   der  Linie   L  zu  dem  gleiehnaniigeD  Punkte   des  Unkera 
Ufers  gefuhrt  ist,  die  Linie /^  überschreiten  und  dieselbe  Kreise 
liiiie  in  dem  gleichen  Sinne  zum  zweiten  Male  durchlaufen,  s» 

geht  in  der  zugehörigen  Function  t-i-iu  die  Grösse  «^arctg  — 

von  dem  früheren  extremen  Werthe  2/r  stets  wachsend  zu  der 
Werthe   An    über.    An   das   die   ganze  xtf  FJjene    bedeckend 
erste  Blatt   scbliesst   sich    ein   dieselbe   ebenfalls   bedeckende 
zweites  Blatt,  dagegen   an   das   auf  der   /  w  Ebene   befindlic 
Rechteck  ein  neues  Rechteck  an,   bei  dem  tt  von  2rr   bis  4^ 
zunimmt.  Die  Function  t  +  tu  bekommt  für  ein  auf  dem  zwei 
Blatte  befindliches  x  +  iy  einen  Wertli,    welcher    den   zu   dei 
x+ijf   des   ersten  Blattes   gehörenden  Werth    um    die    Gros« 
Übertrifft,   welcher  das  Integral  (2)  für  einen  Ein  Mal    rech 
herum  vollständig  um  den  Nullpunkt  geführten  Umgang  glei 
wird.     Diese    Grösse  muss  bei  jedem    solchen    Umgange    di- 
selbe   sein.     Denn  zwei  derartige  Umgänge,  welche   sich   nie" 
schneiden,  schliesaen   ein  Gebiet  ein,    für  das  der  Satz  (I)  d 
vorigen  §  wieder  Anwendung   findet;    auf  diesen  Fall    kunn 
die    übrigen   leicht   zurückgeführt   werden.     Nach  jenem  Sai 
entsteht   ein    veraehwindendes  Resulüit»  wofern    bei    der  In 
gration   die   ganze   Begrenzung   in    einem    gegen    das    Inn< 
des  Gebietes  stets  gleich    bleibenden  Sinne   durchlaufen  wi 
Alsdann    muss    aber   der     eine    Umgang     um    den    Nullpun 
rechts   herum ,    der   andere   links    herum   durchlaufen    werd_ 
Mithin    nimmt   das   integral   denselben   Werth    an,    fall»  je 
der  beiden  Umgänge  rechts  herum  durchlaufen  wird.     Für  i 
um    den  Nullpunkt   mit   beliebigem  Halbmesser    rechts   he 

besehncbene  Kreislinie    sehen    wir   die    Function   arctg  - 
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Null  bis  2.7  znnobmen,  mithin  lud  das  Integral  (2)  für  jedeti 
Ein  Mai  rechts  Jterum  vollständig  um  den  Nidlpunkt  geführten 
Umgang  den  Werth  27ii.  Zu  den  beiden  auf  der  xg  Ebene  be- 
findlichen Blättern,  die  durch  einen  im  Nullpunkte  vorhandenen 
Windnngspunkt  verbunden  sind,  gchi^ren  also  auf  der  tu  Ebene 
zwei  neben  einander  befindliche  und  zusaniincnhUngende  recht- 
eckige Streifen,  zu  den  gleichnamigen  Punkten  x  +  iy  des  ersten 
und  zweiten  Blattes  der  ersten  Ebene  respective  die  Punkte 
t  +  iu  und  <  +  f(u  +  2/*)  der  zweiten  Ebene.  Oifenbar  lässt 
sich  in  der  gleichen  Weise  fortfahren,  so  dass  durch  jede  neue 
am  den  Nullpunkt  ausgeführte  Bewegung  des  Punktes  x  +  ig 
ein  die  xy  Ebene  bedeckendes  neues  Blatt,  und  auf  der  /u  Ebene 
ein  anliegender  neuer  Streifen  erhalten  wird,  wobei  jeder 
rechts  herum  gemachten  Drehung  ein  Wachsen  der  Grösse  u  um 
2 TT,  jeder  entgegengesetzten  Drehung  ein  Abnehmen  um  2  7t 
entspricht,  und  die  Anzahl  der  auf  der  xy  Ebene  durch  einen 
Windungspunkt  vereinigten  Blätter  der  Anzahl  der  auf  der 
tu  Ebene  an  einander  gefügten  rechti'ckigen  Streifen  von  der 
Höhe  2/r  gleich  ist.  Die  auf  diese  }y'eise  in  der  Gleichung 
(13)  dargestellte  Function  t  +  iu  von  x  +  iy,  welche  sich  für  ein 
positives  reelles  Argument  x  auf  den  Logarithmus  naturalis  von  x 
reducirtf  icird  der  Logarithmus  naturalis  des  complexen  Arguments 
X  +  iy  genannt  und  hat  die  lieeeichnung 

(U)  log(a;  +  iy)  =  -^  log(a;»  +  y»)  + 1  arctg  ^ ^ )■ 

Sie  ist  eine  vieldeutige  Function  des  Arguments  x  +  iy,  deren 
sämmtliche  Werthe  aus  einem  beliebigen  durch  Addition  eines 
beliebigen  Vielfachen  der  Grösse  2 /vi  hervorgehen,  und  die  ssu 
einer  eindeutigen  gemacU  wird,  indem  man  dem  in  ihrem 
Werthe  vorkommenden  Factor  von  %  vorschreibt,  ein  gewisses 
Intervall  von  der  Grösse  27t  nicht  eu  überschreiten.  Durch  die 
Wahl  der  Grenewerthe  0  und  2  tt,  2/t  und  47f, . . .  —  2  /r  und 
0,  —  4/r  und  —2n,...  sind  respective  die  vorhin  erwäfmten,  die 
xy  Ebene  bedeckenden  Blätter  characterisirt.  Diese  Function 
w=logß  ist  durch  die  Forderung  gegeben,  dass  sie  der  Gleichung 

(15)  ^=* 

^     '  dz        z 

genüge,  und  für  z—-l  die  Bedifigung  «;=0  erfülle. 
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Weon    mau   eines    von    den    hcKeichnetcu    die    xy  Eben' 
bedeckcndcu  Blättern  durch  eine  Reihe  von  geraden  vom  Null — 
puiikt  ausgehcuden    Linien    und  eine  Reihe  von   Kreisen,   die 
um    den  Nullpunkt   als  Centrum    beschrieben    sind,    in    Theil 
zerlej;t,   so    zerfällt   der    entsprechende    auf   der   tu  Ebene    be- 
findliehe reeliteekige  Streifen  dureli   die  eorrespondireuden  mi . 
der  t  Axe  oder  der  w  Axe  parallelen   geraden  Linien  in  laute  :^_ 
Rechtecke,   und  es  leuchtet  ein,   dass  bei  der  Uinkchrang  di 
Function  (13)  zu  Jedem  in  dem  reehteekigeu  iStreifeu  enthaltene 
Wertlie  t-¥in  ein  bestimmter  Werth  x-hiy  des  eorrespondirei 
den  ßlattea  gehört,   folglieh  hei  der  vorliegenden  Bcschräuku 
x-^iy  eine  eindeutige  Funetion  von  f  +  iu  ist     Weil  aber  dr 
tu  Ebene   erst   von   dem  Inbegriff  aller    rechteckigen  Streift 
vullstiludig  bedeckt  wird,  ferner  hei  einem  beliebig  gegeben 
Werthe  t  +  iu  die  Grösse  von  «  den  betretfenden  Streifen  u 
damit  auch  das  entsprechende  die  xy  Ebene  bedeckende  Bl 
angiebt,    und   weil   zu   zwei   Griissen    i-i-iu,    in   welchen   t 
Werthe  M    um    ein   ganzes   Vielfache   von   2  :i    dilTeriren,   c 
gleichnamige  Grösse  x+iy  gehört,  so  ist  flir  jeden  Werth^-4- 
der  Werth  x+iy  eindeutig  und  zwar  so  beHtimnit,  dass  er 
ein    um   ein   beliebiges  Vielfache  von  2»/C  vergriissertes   / -I- 
ungeäudert  bleibt     Aus  der  Gleichung  (13)  folgt,   indem  e 
Basis   <ler  natürlichen   Logarithmen   bedeutet,   für   den    reel 
Tbeil 

(lö)  }/x'  +  i/  =e\ 

ferner  fUr  den  Factor  von  i 


(17) 


cos  II  = 


-»  sinu^ 


V«"  +  y* 


|Ae'  +  y' 
mithin  als  Ausdruck  von  x  +  iy, 

(18)  x  +  iy^e  (cos  u  4-  i  sin  «).  _ 
Dkse  Function  von  t  +  iu,  die  für  ein  reelles  ArgumeM  t  g^-'^steh 
der  reeUen  IJxjfonmtial funetion  e  ist,  wird  nach  1,  §  116  »c^  ^" 
zeichnet 

(19)  e'"*"*"  =  e  (cos  u  +  i  sin  «), 
und  fteisst   die  Exponetitialfunction  von  der  B(i^i^  e   und        ^^tau 
complexen   Argument  t  +  in.    Sie   ist    für    die    gwue   Au^^^^^ 
nung   des  Arguments  t  +  iu  eindeutig,   endlic/t,   stetig ^   und       ^^"^ 
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periodiscJie  Function  von  der  Periode  2ni.  Bei  der  Notation 
jff=aj  +  »y,  u;=<  +  tt#  wird  e=:e*  durch  die  aus  (15)  folgende 
Gleichung 

(20)  fi  =  * 

dw 

unter  IBngunahme  der  Bedingung^  dass  für  u;  =  ü  die  Grösse  e 
gleich  Eins  sei,  bestimmt. 

Im  VorBtehendcn  ist  der  Logarithniuä  uatnralis  und  die 
Ex{)onentialfunctioii  als  Function  einer  beliebigen  coniplcxen 
Variable  defiuirt  worden,  und  zwar  sind  in  der  erstem  Defini- 
tion der  Logarithmus  naturalis  und  die  inversen  trigonometrischen 
Functionen,  in  der  zweiten  die  FiXponentialfunction  und  die 
trigonometrischen  Functionen  einer  reellen  Variable  enthalten, 
indem  aus  (14)  bei  der  Voraussetzung  x*  -\-y^  =  l  die  Gleichung 

(21)  log  {x  +  ty)  =  i  arctg  f-|-J, 
ans  (19)  für  /  =  0  die  Gleichung 

(22)  e"  =  cos M  +  »  sin  m 

folgt.  Vermittelst  der  Betrachtung  der  Functionen  einer  com- 
plexen  Variable  werden  also  diejenigen  fundamentalen  trans- 
cendenten  Functionen  eines  reellen  Arguments,  die  nach  einer 
am  Schlüsse  des  §  14  gemachten  Bemerkung  zu  derselben 
Gruppe  gehören,  in  je  eine  Function  vereinigt.  Zugleich  er- 
fahren wir,  dass  jede  der  beiden  nunmehr  übrig  bleibenden 
fundamentalen  transcendenten  Functionen  durch  einen  der 
Theorie  der  complexen  Grössen  eigenthUmlichen  elementaren 
Process  entsteht.  Die  Function  Logarithmus  naturalis  wird 
durch  die  Integration  des  reciproken  Werthes  der  complexen 
Variable,  die  Exponentialfunction  durch  Umkehrnng  des  Loga- 
rithmus naturalis  hervorgebracht.  Es  genügt  daher  für  die 
Erzeugung  der  beiden  fundamentalen  transcendenten  Functionen 
einer  complexen  Variable,  die  Proccsse  der  Integration  und  der 
Umkehrung  zu  den  algebraischen  rationalen  Operationen  hinzu- 
zunehmen,  während  fUr  die  Erzeugung  der  algebraischen  Func- 
tionen einer  complexen  Variable  ausser  den  algebraischen  ratio- 
nalen Operationen  nur  noch  der  mit  der  Umkehrung  gleichartige 
Process  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforder- 
lich ist 


lim.2'(r''~l). 
Derselbe  muss  mit  dem  Logarithmus  naturalis  von  r  zusammen- 
fallen, da  2'  fUr  ein  beständig  zunehmendes  s  gleich  einer  be 
liebig  grossen  Zahl  n  wird,  und  da   nach  §  23  der   Aasdrncl 


1 


r"  — 1 

1 —  gegen  log  r  convergirt.   Bei  einer  complezen  Grösse  a?  + 1 


n 
sei  wieder 


>/a;«  +  y«=r,  |-  =  a,  |-  =  /!?, 
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Man  kann  das  Verfahren,  durch  welches  in  §  14  die  am- 
gekehrten  trigonometrischen  Functionen  analytisch  definirt  sind, 
wegen  der  vorstehenden  Gleichung  (21)  als  eine  Methode  zur 
Darstellung  des  Logarithmus  einer  complexen  Grösse  anflfas- 
sen,  deren  Norm  gleich  Eins  ist,  und  dann  so  ausdehnen,  dass 
es  den  Logarithmus  einer  positiven  und  auch  einer  unbeschränk- 
ten complexen  Grösse  liefert.  Für  eine  gegebene  positive  Grösse 
r  bilde  man,  indem  die  Ausziehung  der  reellen  positiven  Wur- 
zeln durch  gebrochene  Potenzexponenten  angedeutet  wird,  die 
Reihe  von  Ausdrücken 

1.  L  _L 

2(r'-l),  4(r*-l),...2'(r*'-l), 

die  beliebig  weit  fortgesetzt  sei.    Die  vorkommenden  Grössen  *=*  •■ 

sind  sämmtlich  positiv  oder  negativ,   je  nachdem  r  über  oder  -ä:  == 

unter  der  Einheit  liegt.    Da  die  letzte  aus  der  vorletzten  darch  .fl=ff- 

2  

Multiplication  mit  dem  Factor  -  -^ hervorgebracht  werden  kann,  «  *^ 

welcher  für  r>l  kleiner,  für  r<l  grösser  als  die  Einheit  ist,  -t  -^-t 

derselben  aber   bei   wachsendem  s  beliebig  nahe    kommt,    so  ^i»<*Q 

nähern  sich  die  Ausdrücke  für  ein  solches  s  einem  festen  Grenz-  —  ^^' 
werth 


VA- 


so  dass  a  +  i{i  die  Norm  Eins  hat.   Dann  lässt  sich  auf  a  +  i  -15*~  */^ 

das  Verfahren  des  §  14  unmittelbar  anwenden;  auch  hier  mögs^g  ^S^ 
der  Kürze  halber  a>0,  ß:>0  vorausgesetzt  werden.     Als 
kommt  in  den  dortigen  Bezeichnungen 
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lim.2'(a,  +  t//,— l)  =  i.'>, 

wo  die  Grösse  ^  zwischen  0  nnd  --  enthalten  ist.  Diese  Glei- 

chnng  giebt  in  Verbindung  mit  der  vorhin  nachgewiesenen 

I 

lim.2'(r''— l)=logr 

die  neue  Gleichung 

_i_ 

2'(r"(«. +  . •/»,)- l)=l06r +  <.•>  + i  !?8-Vi , 

welche  sich  durch  .  das  beständige  Zunehmen  des  Nenners  2' 
in  die  Gleichung 

lim.2'(r**(a,  +  i^y  — l)=logr  +  t^ 
verwandelt.    In  der  hierher  gehörigen  Reihe  von  Ausdrücken 

ria  +  ifi),  2r\a^+iii,\  4r*(or. +  t/?,),. . . 

entsteht  jeder  aus  dem  nächst  V^orhergehcnden  durch  Ansziehung 
einer  Quadratwurzel,  deren  Sinn  durch  die  in  §  14  angegebe- 
nen Bedingungen  eindeutig  festgestellt  ist;  der  resultirende 
Grenzwerth  log  r+ii>  giebt  denjenigen  Werth  des  log  {x  +  i  y), 
bei  welchem,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Annahme  x:>0  und 

y>0,  der  Factor  von  i  zwischen  0  und  —  liegt.  Auf  demsel- 
ben Wege,  auf  dem  in  §  14  die  Grundeigenschaften  der  trigo- 
nometrischen Functionen   bewiesen   sind,    kann  vermittelst  der 
gefundenen  Darstellung  der  Function  log  (x  +  i  y)  gezeigt  werden, 
dass  der  Satz,  nach  welchem  der  Logarithmus  eines  Products 
Srleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Factoren  ist,   auch  bei 
(ier  erweiterten  Definition  richtig  bleibt.    Von  diesem  allgemei- 
ti«n  Additionssatze  wird  in  §  119  die  Rede  sein. 

%  U7.  iBtegr Atlon  «Iner  rationAlen  Fnnotlon  eln«r  ooiiipl«z«n 

Variable. 

Bei  der  Integration  einer  rationalen  gebrochenen  Function 
l.«r  complexen  Variable  ^, 

--,  •      ^(^) 
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WO  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  respective  vom  «ten 
und  nten  Grade  sein  mögen,  verläuft  die  algebraische  Behand- 
lung auf  gleiche  Art,  wie  in  §  67  für  das  reelle  Gebiet  ausein- 
andergesetzt ist.  Falls  s  grösser  als  n  oder  gleich  n  ist,  wird 
eine  ganze  Function  q(z)  so  bestimmt,  dass  in  der  Gleichung 

die  ganze  Function  r{js)  von  niedrigerem  Grade  als  f{z)  ist; 
hierauf  wird  mit  Hülfe  der  Darstellung  von  f{s) 

(3)  f(z)  =  (a„  +  i  b,)  (z  -  |,r(^  -  ^r . . .  (^  -  y'^  , 

bei  der  ^^  ^^, . . .  B^  unter  einander  verschiedene  Grössen  sind 

und  Qj-fajj  -t-  .  .  .  +  a;i=»  ist,  der  echte  Bruch  -A-y  in  Par- 
tialbrüche zerlegt.  Man  erhält  dadurch  die  in  §  68  mit  (2)  be- 
zeichnete Gestalt 

+     :::::::::::::;:::: 

1      -r  . .  .  "T 


Die  im  vorigen  §  enthaltene  Regel  giebt  für  eine  mit  einer  be- 
liebigen festen  Grösse  |  gebildete  complexe  Variable  £  —  §  die 
Resultate 

(5)  /(,_5)'rf,=  A--7iL!_',i5_l, 


(6) 


mithin  liefert  das  Integral  der  ganzen  Function  q  (z)  eine  ganze 
Function  z,  das  Integral  der  Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner 
Potenzen  vom  zweiten  oder  von  höherem  Grade  sind,  eine 
Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner  um  einen  Grad  niedrigere 
Potenzen  sind,  das  Integral  der  Sunmie  von  Brüchen,  deren 
Nenner  nur  den  ersten  Grad  haben,  die  Summe  von  Producteo 
aus  Logarithmen  in  complexe  Constanten 

(7)     (;;4t)!  »'."""  «,)  log  (*-?.)+•••  +  (s4t)!  4"""(Ö  log  ('-f^ 
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Das  Gesammtintegn^al 

(8)  A^-d* 


besteht  demnach  ans  einer  algebraischen  rationalen  Function 
von  e  und  dem  in  (7)  dargestellten  Aggregat  von  logarithmischen 
Gliedern,  da  gegenwärtig  die  logarithmische  Function  allein 
den  Platz  einnimmt,  welcher  bei  der  auf  dem  reellen  Gebiet 
vollzogenen  Integration  von  dem  Logarithmus  und  den  inversen 
trigonometrischen  Functionen  zusammen  ausgefüllt  wurde.  Um 
den  Werth  von  (8)  für  eine  von  dem  Werthe  z{^)  bis  zu  dem 
Werthe  -?(1)  ausgedehnte  Integration  zu  erhalten,  bei  welcher 
die  Werthe  von  -?,  für  welche  f{z)  verschwindet,  vermieden 
werden,  ist  der  bezeichnete  Ausdruck,  der  sich  auf  £;  s=  ^r  (0) 
l)ezieht,  von  dem  auf  ;?=;?(1)  bezüglichen  Ausdruck  zu  subtra- 
hiren.  Für  die  rationalen  Bestandtheile  bestimmt  sich  die  be- 
treffende Differenz  ohne  weiteres ,  fUr  die  logarithmischen 
ist  aber  die  Differenz  log  (^(1)  —  ^)  — log  (^^(0)  —  |)  jedes 
Mal  so  zu  nehmen,  dass  sich  die  Function  log  («  — f),  indem 
die  Variable  g  auf  dem  Wege  der  Integrration  von  ^(0)  nach 
s{y)  fortschreitet,  immer  stetig  ändert.  Bei  der  Function 
log  {3  —  I)  spielt  hier  der  Werth  ^  =  |  dieselbe  Rolle  wie  der 
Werth  Null  für  die  Function  log  e^  so  dass  die  im  vorigen  § 
gegebene  Vorschrift  angewendet  werden  kann.  Dies  gilt  auch 
für  die  specielle,  nach  dem  Vorbilde  von  (4)  des  vorigen  § 
auszuführende  Integration ,  bei  welcher  «  (0)  =  a;  (0)  + 1  y  (0), 
xr  (1)  =  ic  (1)  +  f  y  (1)  ist,  und  e  in  der  Weise  von  s  (0)  nach  z  (1) 
übergeht,  dass  zuerst  für  y  =  y  (0)  die  Variable  x  von  x  (0)  nach 
x{y\  dann  für  x-=x{\)  die  Variable  y  von  y(0)  nach  y(l) 
fortschreitet. 

Ebenso  wie  dies  in  §  68  geschehen  ist,  kann  gegenwärtig 

derjenige  Theil  der  Function  - ;  ii  welcher  den  algebraischen, 

/  W 

nnd  derjenige,  welcher  den  transcendenten  Theil  des  Gesammt- 
integrals hervorbringt,  getrennt  werden.    Es  sei  wieder 

(9)  /»w=K+ii„)(*-|,)(^-|,). ..(«-&) 

und 

(10)  dw=(*-|,)-->(^-|,)-'...(^-S/'-', 
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§  119. 


WO  d{s}  als  der  gri».ste  j^eniiVinsame  Tliciler  von  /*(*)  und  /'*(-"' 
ohne  KßiintnisH  der  Factoren  des  ersten  Grades  von  f{s)  be- 
stimmbar ist,  und  /i(^)  durch  die  Gleichung 
(11)  f{^)^,i{e)dU) 

gefunden  wird.  Dann  lägst  sieli  durch  die  dort  ben atzte  Methode 
der  unbestimmten  (Joefficientcn  eine  ganze  Funelion  y  {£)  von 
niedrigerem  Grade  als  «J  (^)  unil  eine  ganze  Funetion  a{z)  von 
niedrigerem  Grade  als  ft  (z)  uuxvveideutig  so  bestimmen,  das« 
die  Gleichung 


e{z) 


befriedigt  ist  Vermöge  derselben  wird  die  in  dem  Gesaniint- 
integral  {«)  enthaltene  rationale  Function  von  z  dnreh  den  Aus- 
druck 

yi^) 

das  zugehörige  in  (7)  entwickelte  Aggregat  von  Producten  aus 
Logaritbmeu  iü  complexe  Conntanten  durch  das  Integral 


(13) 


/qU)d 


s-V 


(14) 
dargestellt. 


§  118.    Intog^r&tloD  von  Dlfferdntlalaiiftdrüok«ii  melir^rttT 

6ompl«zer  Variabeln.    Tr&iiBfortiiatlon  durch  Elmfttliruni; 

olnes  nduen  Syatemi  von  complexen  Variabelii. 

Für  ein  System  von  2  n  reellen  Variabein  ic„yjia:j,^jj,...x,,y, 
seien  2  n  reelle  Functionen  |„  »?„  ^,  i;^,  •.•!,,  »y,  so  gegeben,  daw 
in  dem  Ausdruck 

der  reelle  Theil 

(2)         Ijda;,  -  n^dy^  +  lßx,-  %,äy^^...^^^äx^-  »;^rfy, 

und  der  Factor  von  i 

den  Bedingungen  der  Integrabilitat  genügen,  oder  kttraer,  das» 
der  Aniädruek  (1)  ein  vollständiges  Differential  sei.     Dann  liefert 
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die  Ansftthrang  der  vollständigeD  Integration  bei  (2)  eine  reelle 
Function  tj  bei  (3)  eine  reelle  Function  u  von  solcher  BeschaiTen- 
heit,  dasd  die  Verbindung 

(4)  t  +  iu 

nach  der  in  §  110  aufgestellten  Definition  eine  Function  der 
ncomplexen  Yariabeln 

(5)  ',  =  ar»  +  ty„  c,=x^  +  iy^,   ••*'«=«;,  +  »y, 

ist.  Bezeichnet  man  mit  a  und  b  irgend  zwei  verschiedene  von 
den  Zahlen  1,  2, ...  n,  so  gehören  nach  §  90  zu  (2)  die  Bedin- 
gungen der  Integrabilität 


(6) 


-S-». 


BVt, 


+  ^=0, -.4'- 


Brii 


Bx 


By^      By^ 


=  0. 


und  zu  (3)  die  Bedingungen  der  Integrabilität 

B% 


(7) 


^"        Bx^  -"»   Bx, 


BV^ 

By^ 


Bx. 


=  0, 


■*=o,     '' 


5^.        '   By, 
welche  man  so  zusammenfassen  kann: 


5y.     ' 


(8) 


5a+<'7.)_^_^./(E.+<o 


5«. 


3«. 


3«. 


Hh  +  il.)  .Hi,+  i%) 


5*5 


Durch  Vereinigung  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich 
die  Anordnung 
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(9) 


Sil.+il.) 


=  —  % 


-  =  —  t 


5y. 


Hier  muss  jeder  Ausdruck  ^,,+  1%  wieder  eine  Fanction  de 
n  cömplexeu  Variabein  x^+^y^,  x^+iy^^ . .  .x^+iy^  sein,  da  de 
Ausdruck 


(10)    (?(i,+t^,)=2:, 


Bx, 


dx^+2:. 


dy^y 


wo  a  successive  gleich  1,  2, ... «  zu  setzen  ist,  mit  Hülfe  de 
beiden  ersten  Gleichungen  (0)  die  erforderliche  Gestalt 


(11) 


Bx^ 


er 


annimmt    Zugleich  leuchtet  ein,   dass,   wenn  in  (1)  jede  Ve: 
bindung  ^5  +  *';5  nur  die  Variabein  x^  und  y^  enthält  und  ei 
Function   von  x^  +  iy^^  ist,   die   sämratlichen   Bedingungen   d 
Integrabilität  erfüllt  sind,    und  ^  +  tM  gleich  einer  Summe  vi 
Functionen  wird,  deren  jede  nur  eine  complexe  Variable  enthi 

Um  einer  späteren  Anwendung  willen  betrachten  wir  dP" 
besondere  Voraussetzung,   dass  ein  Ausdruck  (1)  gegeben 
der  die  Eigenschaft  eines  vollständigen  Differentials  hat,  und  b^ 
dem   die  sämmtlichen  Verbindungen  li+«»?„  |^-4-*ry„...^,+*'g    - 
rationale  Functionen  der  »eomplexen  Variabein  (5)  sind.    Ni 
möge  die  Function  t  +  iu  dadurch  erhalten  werden,  dass 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  2  n  reellen  Variabein  afj,  y„ . . .  a;^, 
von  einem  Werthsystem  x^{f)\  yi(^),  •  •  •  xj^0\  yJO)  bis  zo  ein« 
Werthsystem  a;,(l),  y^{\\  . . .  xj^l\  y^(l)  integrirt,  wobei  die 
riabeln  ;?„  e,^y .  ■  •  ^„  respcctive  von  den  festen  Aniangswerthei 
e,iO)  =  x,{0)+iy(0\  z,(0)  =  2^,(0) +ty,(0), . . .  *^=a:.(0)+fy.C 
zu  den  beweglichen  Endwerthen 
M,{l)=x,{\)  +  iyil\3^{\)^x,{\)+iy,{l),..jB^{l)=x,(\Hiy, 


i 

"in 

nn 
an 

m 
a- 


7; 
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fortrttcken  und  t+iu  als  Fanction  der  Endwerthe 

^,(1),  ^,(1),...^,(1) 
aufgefasst  wird.  Hier  hindert  nichts,  die  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung,  anf  welcher  die  Integration  ansgeführt  wird, 
nach  der  Art  von  (4)  des  §  116  so  zu  wählen,  dass  zuerst  bei 
den  festen  Werthen  y,(0),  a;,(0),  y,(0), . .  ,«^(0),  y,(0)  die  Va- 
riable Xj  von  x^{0)  bis  a;,(l),  dann  bei  den  festen  Werthen 
xWy  a:,(0),  y,(0),...x^(0),  y^(0)  die  Variable  y,  von  y,(0)  bis 
y,(l)  weiter  rückt,  dass  so  die  Reihe  der  2«  Variabein  zu 
Paaren  vereinigt,  femer  jedes  Paar  wie  das  erste  behandelt, 
und  bei  dem  letzten  Paar  zuerst  die  reelle  Variable  x^  von 
a:^(0)  nach  a;^(l),  dann  die  zugehörige  reelle  Variable  y^  von 
y,(0)  nach  y.(l)  geftihrt  wird.  Jedes  einzelne  dieser  Paare  von 
Integrationen  ist  nach  den  Regeln  des  vorigen  §  zu  vollziehen, 
und  bringt  einen  Ausdruck  hervor,  welcher  einen  rationalen 
und  einen  logarithniischen  Theil  hat,  die  aus  den  n  Werthen 
*,(!)» -8^8(1),  •••^0)  und  den  nWerthcn  ^i  (0),  j^^  (0), . . .  xr^  (0) 
gebildet  sind.-  Das  Gesammtintegral  als  die  Summe  der  ein- 
zelnen Integrale  ist  deshalb  gleich  einer  Summe  von  ebensolchen 
rationalen  und  logarithmischen  Ausdrucken.  Da  sich  nun  die 
Summe  der  rationalen  Ausdrücke  zu  einem  einzigen  rationalen 
Ausdruck  zusammenzieht,  so  gelangt  man  zu  dem  Ergcbniss, 
dass  durch  Integration  des  in  Rede  stehenden  vollständigen  Dif- 
ferentials eine  Function  der  n  complexen  Variabein  ;£•„  z^y. ..  z^ 
entsteht,  die  durch  Addition  einer  rationalen  Function  und  einer 
endlichen  Anzahl  von  logarithmischen  Ausdrücken  gebildet  ist. 
Wie  in  §  115  der  Ausdruck  (7)  durch  Einttihrung  einer 
neuen  complexen  Variable,  so  kann  der  obige  allgemeine  Aus- 
druck (1)  durch  Einführung  eines  Systems  von  complexen  Va- 
riabein transformirt  werden.  Es  seien  z^^  z.^y...z^  Functionen 
der  m  complexen  Variabein 

(12)  «,=P,+«<7i,  «^2=i\.  +  '?---*^«=i^m  +  '*9«,, 
and  man  habe 

(13)  d8,=c,,dv,  +  c,Jv.^  +  . . .  -f  c,^  dv^, 
(ie,,  =  c^, dv,  +  c^^dv.,  +  ...+  c,„,  dv^, 


^^n=C..X<i^l  +  <'..,^^^'2  +  ••'+  C^,^dv^. 


Transformation. 


119. 


In  Fol^  dessen  verwandelt  sich  (1)  in  einen  Ausdruck  von  der 

Gestalt 

(14)      (e,  +  iaj  (dp,  +  idq^)  +  (p,  +  ia,)  (dp^  +  idq^)  +  ... 

wo  der  reelle  Theil  ans  (2),  der  Factor  von  i  au»  (3)  entstebt, 
indem  die  2«  rellen  Variabcln  x^j  »/j,  ...a;^,  r/^  dnrch  die  2m 
reellen  Variabein  jj,,  q, , .  .p^^^  q^^  ausgedrückt  werden.  Nach  dem 
in  §  lli>  benutzten  Satze  des  §99  bleiben  bei  der  »Substitution, 
die  Zahl  »4  mligc  der  Zahl  ti  gleich  oder  von  ihr  verschieden  sein, 
für  den  reellen  und  den  imaginären  Theil  von  (14)  die  BedinguDgen 
der  Integrabiiität  erfüllt,  weil  sie  filr  den  reellen  und  imaginä* 
reu  Theil  von  (1)  erfüllt  siud.  Mithin  ist  der  durch  die  Integra- 
tion von  (14)  ztt  gewinnende  Ausdruck  gleich  der  Function  der 
tu  complexeu  Variabein  «^  v^^...v^,  in  welche  die  mit  (4)  be- 
zciclrnete  t-\"iu  der  n  complexen  Variabein  ^„  e^y.^.s^  durch 
die  angewendete  Substitution  übergeht. 


g  119.    Addition  der  Log'arltiim«n. 

Nach  §  116  wird  der  Logarithmus  einer  beliebigen  com- 
plexeu Grösse  z{\)  durch  das  von  je-^l  bis  j=^(l)  geuom- 
nieue  Integral 


(1) 


go  ausgedrückt,  dass  sich  die  Anzahl  und  Dircctiou  der  bei  dem 
Integrationswege  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Umgänge  nach 
der  Anzahl  der  in  dem  imaginären  Theile  von  log£(l)  enthal- 
tenen Vielfachen  der  Grösse  2i>t  richtet.  Auf  diese  Weise  kann 
man  die  Logarithmen  von  irgend  zwei  complexen  Grössen  darch 
Integrationen,  die  sich  auf  zwei  von  einander  unabhängige 
complexe  Variabein  ^,  und  ^,  beziehen,  darstellen,  und  es  eut- 
steht  für  die  Summe  der  beiden  Logarithmen  die  Gleichung 

(2)     j^  +y^=iog..(i) + log^.(i). 

1  I 

Die  linke  Seite  derselben    darf  in  Uebereinstimmung  mit  einer 
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in  §  118  gemachten  allgemeiDen  Bemerkung  als  das  Integral 
des  folgenden  mit  den  beiden  complexen  Variabcln  z^  und  e^ 
gebildeten  vollständigen  Differentials 

(3)  ^  +  ^« 

betrachtet  werden.  Vermöge  der  Grundregel  für  die  Differen- 
tiation eines  Products  gilt  aber  die  Gleichung 

(4)  <^^i    4.    ^1*   ^  ^.(^li«)  ; 
e,  e^  e,  e^ 

diese  verwandelt  sich,  sobald  das  Product  e^  r,  als  eine  neue 
Variable  v  eingeführt  wird,  in  die  Gleichung 

deren  rechte  Seite  mit  den  einzelnen  Bestandtheilen  der  linken 
gleiche  Gestalt  hat.    Aus  der  Bestimmung 
CG)  v  =  e,z^ 

ergiebt  sich,  dass  für  ^,  =  1  und  ^,  =  1  auch  v=l  wird.  LUsst 
man  nun  die  Variable  v  so  fortschreiten,  dass  zuerst  für  jp,  =  1 
die  Variable  e^  wie  früher  von  1  zu  ^,(1),  dann  für  ^^=^^{\) 
die  Variable  e^  wie  früher  von  1  zu  xr,(l)  weiter  rückt,  und 
nimmt  v{\)  —  e^{l)e^{\\  so  folgt  aus  (5)  die  Gleichung 


^Knn  ist  aber 
<8) 


^  =  log.(l). 


Knithin  besteht  der  in  §  1  IG  erwähnte  Satz 

(9)  l0g^,(l)  +  l0g^.(l)  =  l0g(£r,(l)£r,(l)), 

'vjonach  die  Summe  der  Logarithmen  zweier  complexen  Grössen 
gleich  dem  Logarithmus  ihres  Products  ist. 

Auf  diesen    Satz   gründet    sich    eine    allgemeine  Eigen- 
schaft des  Integrals  einer  beliebigen  rationalen  Function  einer 
Variable,  dessen  Gestalt   in   §  117  angegeben   ist.    Substituirt 
man   statt    der  ursprünglichen   Variable  ß  irgend    eine    ratio- 
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nale  Function  einer  neuen  Variable  v  und  nntersncht  die 
beiden  Bestandtheile  des  Integrals  /Vf4-^^}   welche  in  §  117 

mit  (13)  und  (14)  bezeichnet  sind,  so  niuss  der  erstere  als  eine 
rationale  Function  von  e  gleich  einer  rationalen  Function  von  v 
werden.  Der  zweite  Bestandtheil  ist  zufolge  der  dortigen  Glei- 
chung (7)  ein  Aggregat  von  logarithmischen  Ausdrucken  von 
der  Gestalt 

(10)  ^log(^-ö, 

wo  a  und  |  feste  complexe  Grössen  sind.  Nun  wird  das  Ar- 
gument ^  — ^  durch  die  bezeichnete  Substitution  ebenfalls  gleich 
einer  rationalen  Function  von  v,  das  heisst  gleich  einem  Bruche, 
dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  von  v  sind.  Jede 
derselben  ist  nach  dem  Fundamentaltheorem  der  algebraischen 
Gleichungen  gleich  einem  Product  aus  Factoren,  die  in  Bezog 
auf  V  vom  ersten  Grade  sind.  Mithin  ist  der  Logarithmus  von 
£r— I  nach  dem  vorliegenden  Satze  gleich  der  Summe  der  Lo- 
garithmen der  Factoren  der  Zählerfunction,  vermindert  um  die 
Summe  der  Logarithmen  der  Nennerfunction.  Es  verwandeln 
sich  deshalb  die  einzelnen  logarithmischen  Ausdrücke  (10)  in 
Ausdrücke,  welche  in  Bezug  auf  die  neue  Variable  v  ebenso 
gebildet  sind,  und  der  in  Rede  stehende  zweite  Bestandtheil 
geht  in  ein  auf  gleiche  Weise  aus  logarithmischen  Ausdrücken 
zusammengesetztes  Aggregat  über.  Indem  die  Variable  £  durch 
eine  beliebige    rationale  Function   der  neuen  Variable  v  crsetit 

wird,  verwandelt  sich  das  zu  integrirende  DiflTerential  -yrr-  d' 

6  (js)     dz 
in  das  Differential  —^->r  —z—  dv,  bei  dem  dv  wieder  mit  etaer 
f{e)     dv 

rationalen  Function   von  v  multiplicirt   ist.    Nimmt   man  anch 

hier  vermöge  der  in  §  117  angegebenen  Methode  eine  Zerlegung 

in  die  beiden  Theile  vor,   welche  respective  den  algebraischen 

und   den   logarithmischen  Theil  des  Gesammtintegrals  herror- 

bringen,  und  unterscheidet  dieselben  wie  vorhin  als  den  ersten 

und  zweiten,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  immer 

der  erste  Theil  von  -}ßlde  in  den  ersten  Theil  von  ~r\  r^^ 
f{e)  f{s)  dv 

und  beziehungsweise  der  zweite  in  den  zweiten  verwandelt  Die 
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Ergebnisse  dieser  Zerlegung  haben  also  die  Eigenschaft,  von  der 
Anwendung  einer  rationalen  Substitution  unabhängig  zu  sein. 

§120.    Abtl'Mhor  8*te. 

In  dem  Eingange  von  Capitcl  IX,  Abschnitt  I,  sind  die 
Integrale  von  Functionen  einer  Variable  fUr  das  reelle  Gebiet 
in  solche  eingetheilt  worden,  bei  denen  die  Function  algebraisch 
nnd  bei  denen  sie  nicht  algebraisch  ist;  zugleich  sind  unter 
den  Integralen  algebraischer  Functionen  diejenigen  getrennt,  bei 
denen  die  Function  durch  rationale,  und  hei  denen  sie  durch 
nicht  rationale  Operationen  gebildet  wird.  Bei  der  Erweiterung, 
welche  die  Begriffe  der  algebraischen  Function  und  des  Inte- 
grationsprocesses  auf  dem  Gebiete  der  complcxcn  Grfissen  er- 
halten haben,  bleiben  beide  Arten  der  Eintheilung  bestehen. 
Wie  sich  auf  dem  letztem  Gebiet  die  Behandlung  der  Integrale 
rationaler  Functionen  vereinfacht,  zeigt  die  Vergleichung  der 
nRchst  vorhergehenden  §§  mit  §  67  nnd  §  08.  Ebenso  bat  die 
Lehre  von  den  Integralen  der  algebraischen  nicht  rationalen 
Functionen  nach  ihrer  Ausdehnung  auf  den  Bereich  der  complexen 
Grrisscn  einen  vJUligen  Umschwung  erfahren,  durch  den  alte 
Räthsel  gelöst,  neue  entstanden  sind.  Den  eigentlichen  Wendepunkt 
bfizeichnet  aber  Ahcl's  Entdeckung  einer  gemeinsamen  Eigenschaft 
der  Integrale  aller  algebraischen  Functionen,  deren  Ausdruck  als 
der  Abdusche  Satz  bertthmt  geworden  ist.  Abel  spricht  sich  in 
seiner  Darstellung*)  nicht  darüber  aus,  ob  die  Integrations- 
yariabeln  reell  sein  sollen,  oder  auch  complexe  Werthe  anneh- 
men dürfen.  Weil  er  aber  stets  die  Begriffe  der  algebraischen 
Function .  und  des  Integrirens  vollständiger  Differentiale  ge- 
braucht, so  gelten  seine  Betrachtungen  mit  gleichem  Recht  für 
complexe  vne  fUr  reelle  Grössen.  Aus  einer  genügenden  Ent- 
wickelnng  der  Theorie  der  Functionen  von  complexen  Varia- 
heln  folgt  daher  unmittelbar  der  zugehörige  Ausdruck  des  Abel- 
scheu  Satzes,  dessen  Beweis  das  vorliegende  Capitel  schliessen 
wird. 


•)  ÄMf  oeuvros  oompletes,  tome  2,  XI,  sur  la  comparaison  des  fon- 
ttioM  trafucendantdHy  und  mimoire  sur  une  proprUti  gtnh-ale  d'une  classe 
iri»-itefidw  de  foncHrms  transeendantes,  v.  J.  1826. 


m2  Abel'scher  Satz.  §  12a 

Wir  haben  in  §  114  den  allgemeinen  Ansdrnck  einer  alge- 
braischen Function  einer  Variable  £f  angeführt.  Nachdem  mit 
einer  Function 

(1)  F{B,w)=A,w''  +  Ay''  +  ,..+  A^, 

bei  der  A^,  A^^...  A^  ganze  Functionen  von  g  sind,  die  Glei- 
chung 

(2)  F(^,tt;)  =  0 

gebildet  ist,  erscheint  eine  algebraische  Function  von  £  als  ein 
Bruch 

in  dep  K,  {e\  K,  {e), . . .  K^_,  (^),  L,  (^),  L,  (*), . . .  i._,  (^)  wie- 
der ganze  Functionen  von  e  bedeuten.  Vermöge  der  Gleichung 
(2)  ist  w  eine  n-werthige  und  mit  Ausnahme  gewisser  Werthe 
von  js  stetige  Function  von  g;  das  heisst,  das  Gebiet  von  e  zer- 
fällt, sobald  einzelne  Stellen  ausgeschlossen  sind,  in  Theile,  fttr 
welche  zu  jedem  e  genau  n  Werthe  von  to  gehören  und  jeder 
einzelne  Werth  sich  bei  einer  stetigen  Aenderung  von  e  gleich- 
falls stetig  ändert.  Wählt  man  einen  solchen  und  zwar  einfach 
zusammenhängenden  Gebietstheil  von  g  und  hebt  für  denselben 
einen  bestimmten  unter  den  n  zugehörigen  Werthen  von  w  heraus, 
so  ist  für  diese  Combination  ^,  to  die  Function  K{gjW)  durch  (3) 
eindeutig  bestimmt.  Zugleich  soll  der  Gebietstheil  so  angenom- 
men sein,  dass  in  demselben  das  Unendlichwerden  von  (3)  aus- 
geschlossen bleibt,  was  leicht  zu  erreichen  ist.  Unter  der  er- 
wähnten Voraussetzung  hat  dann  das  über  die  Function  K  {e,  w) 
nach  g  von  einem  Werthe  g(0)  bis  zu  einem  Werthe  £{{)  auf 
einem  gewissen  Wege  ausgedehnte  Integral 

(4)  /K(g,ic)dg 

einen  durch  die  frühere  Definition  genau  präcisirten  Sinn,  und 
nimmt  an  der  in  (II)  des  §  115  ausgesprochenen  Eigenschaft 
Thcil,  bei  zwei  verschiedenen  von  einem  Werth  g{0)  nach  einem 
Werth  g(\)  geführten  Integrationswegen  denselben  Werth  zu 
bekommen.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt  die  angege- 
bene Beschränkung  des  Gebiets  der  Variable  g;  wofern  es  hei 
anderen  Untersuchungen   nothwendig  wird,   die  Bescbränkang 
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aafzabeben,  kaun  das  betreffende  Gebiet  Btet»  in  Gebietstbcile 
von  der  bezeicbueten  Beschaffeubeit  zerlegt  werden.  Es  bestebt 
nun  der  AbeTüiiiie  Satz  in  der  Tbatsacbe,  dasä  die  Summe  einer 
gewissen  hinreichend  grossen  Anzahl  von  Integralen,  deren  je- 
des wie  das  Integral  (4)  gebildet  ist,  durch  einen  algebraischen 
und  logarithmischen  Ausdruck  dargestellt  werden  kann.  Sei  die 
Anzahl  der  Integrale  gleich  r,  das  erste  Integral  von  ^^  (0)  bis 
£,{\)t  das  zweite  von  e^{0)  hi»e^i\),  u.  s.  f.,  das  rte  von  <er^.(0) 
bis  B^(l)  zu  erstrecken,  es  werde  ierncr  in  jedem  Integral  die 
Integrationsvariable  als  eine  uclbstständige  Variable  aufgcfasst 
und  als  solche  sammt  der  zugehr)rigen  Function  w  mit  einem 
betreffenden  Zeiger  versehen ,  so  int  die  in  Rede  stehende 
Samme  von  Integralen 

nach  einer  in  §  118  enthaltenen  und  auch  im  vorigen  §  ange- 
wendeten Bemerkung  gleich  dem  Integral  des  mit  den  com- 
plexen  Variabein  s^y  ^^j,, . . .  e^  aufgestellten  vollständigen  Diffe- 
rentials 

(6)  K{s, ,  w,)  de^+K{z^,  w,)  de.^  + . . .  +K{z^,  m?„)  dz^. 

Eine  Transformation  des  Differentials  (6),  bei  welcher  die 
y  Variabein  ^j,  z^.. .  z^  auf  eine  eigenthUmliche  Art  durch  ein 
System  von  ueaen  Variabcln  ausgedrückt  werden,  wird  den 
Beweis  des  ^(ersehen  Satzes  liefern;  den  Zugang  vermittelt  eine 
algebraische  Betrachtung. 

Äfan  kann  die  in  (1)  definirte  Function  Fiz^w)  mit  einer 
beliebigen  anderen  rationalen  ganzen  Function  derselben  Varia- 
bein in  der  Weise  vergleichen,  dass,  nachdem  beide  nach  den 
Potenzen  derselben  Variable  w  geordnet  sind,  die  Function  des 
höchsten  Grades  von  w  verlangt  wird,  welche  in  beide  Func- 
tionen für  unbestimmte  Werthe  von  z  algebraisch  aufgeht.  Die 
betreffende  Function  ergiebt  sich,  indem  bei  diesen  Functionen 
der  Variable  w  das  in  I,  §  68  zur  Aufsuchung  des  grösten 
gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  Functionen  einer  Variable 
auseinandergesetzte  Verfahren  angewendet  wird.  Bei  den 
hierzu  erforderlichen  Divisionen  treten  als  Coefficienten  rationale 
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Functionen  von  z  auf;  das  Kennzeichen,  dass  die  beiden  gege- 
benen Functionen  von  vo  fUr  unbestimmte  Werthe  von  z  gleich- 
zeitig durch  keine  Function  von  w  theiibar  sind,  besteht  darin, 
dass  bei  der  vorletzten  auszuführenden  Division  als  Rest  eine 
von  w  unabhängige  Grösse  erscheint,  die  wieder  gleich  einer 
rationalen  Function  von  z  sein  darf.  Von  jetzt  ab  möge  die 
Function  F{b^  w)  die  Voraussetzung  erfüllen,  mit  ihrem  nach  w 
genommenen  partiellen  Di£ferentialquotienten 

bei  unbestimmten  Werthen  von  z  keine  Function  von  t(7  als  ge- 
meinsamen Theiler  zu  besitzen.  In  dieser  Annahme  liegt  keine 
wesentliche  Specialisirung  ,  da  die  zugehörige  Function  (1)  in 
dem  Falle,  dass  ein  solcher  Theiler  vorhanden  ist,  in  Factoren 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  zerfällt;  diese  bezeichnen,  ein- 
zeln gleich  Null  gesetzt,  eine  bestimmte  Abhängigkeit  der  Va- 
riable w  von  der  Variable  z^  und  können  zur  Anwendung  kom- 
men, um  die  ursprüngliche  Gleichung  zu  ersetzen.  Zu  F{ZyW) 
wird  nun  eine  zweite  rationale  ganze  Function  von  z  and  w 
G(ZjW)  hinzugefügt,  die  in  Bezug  auf  tc  vom  (n— l)ten  Grade 
sei  und  die  Gestalt  habe, 


(8) 


^0  =  ^0-^"".       +^1^"'"'  +...+6, 


Diese  Function,  bei  der  die  Coetlficienten 

beliebige  von  z'  unabhängige  complexe  Werthe  erhalten,  soll 
so  beschaffen  sein,  dass  für  sie  und  F{z,tD)  bei  unbestimmten 
Werthen  von  z  ebenfalls  keine  Function  von  w  als  gemeinsamer 
Theiler  existirt.  Doch  können  die  beiden  Functionen  sehr  wohl 
für  bestimmte  Werthe  von  z  durch  dieselbe  Function  von  w 
theiibar  sein,  und  zwar  ist  in  unserem  Falle  gerade  die  Frage 
nach  den  Bedingungen  zu  beantworten,  unter  denen  Fiz^w) 
und  G(ZfW)  durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine 
Function  eines  höheren  Grades  von  tr  theiibar  sind. 
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Oifenbar  deckt  sich  die  aufgeworfene  Frage  mit  der  Auf- 
gabe, zu  bestimmen,  wann  die  beiden  Gleichungen 

(9)  Z%??I=o,  ^%^^=0 

gleichzeitig  bestehen  können,  und  in  Bezug  auf  die  Grösse  w 
eine  und  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Es  handelt  sich 
also  am  die  Untersuchung  eines  Systems  von  zwei  für  die  Un- 
bekannten e  und  w  gegebenen  algebraischen  Gleichungen.  Be- 
zeichnet man  die  zu  einem  bestimmten  £  gehörigen  Werthe  von 
tr,  welche  die  erste  Gleichung  befriedigen, -mit  «;,,  w^,..,  to^^  die- 
jenigen, welche  die  zweite  Gleichung  befriedigen,  mit  ä„  h^r'-K-v 
wonach 

ist,  so  liegt  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Vorhandensein  einer  gemeinsamen  Wurzel  in  dem  Verschwin- 
den des  Products  von  Differenzen 
(11)  („,_Ä^)(^^_Ä^)...(,^^^Ä^j 


Dasselbe  wird  mit  Hülfe  von  (10)  in  die  Gestalt 
(12)  /!(.)=.  ^^^'"^^      ^^^'"^^  ^<^'"-^ 


J?o  ^0  ^0 


gebracht,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  ^,  ^> 


?1    ?1  ...:??-i 

der  Gleichung  — ^ — -  =  0  rational  und  ganz,   in  Bezug  auf 

die  n  Wurzeln  «;„  to,, . . .  w^  rational,  ganz  und  von  jeder  Ver- 
tauscbang  derselben  unabhängig  oder  nach  I,  §  46  symmetrisch 
ist.  Vermöge  der  in  I,  §  58  bewiesenen  Fundamentaleigenschaft 
kann  aber  jede  rationale  ganze  symmetrische  Verbindung  von 
n  Elementen  als  ein  rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symme- 
trischen Grandverbindungen  dargestellt  werden,  die  bei  den 
n  Wurzeln  w^y  w^j. . .  w^  gleich  den  mit  abwechselnden  Zeichen 

A    A       A 
genommenen  Coefficienten  -r'T'"*X  ^^^  zugeordneten  Glei- 
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chung  — ^j — -  =  0  sind.    Hiernach  wird   die  rechte  Seite  von 

(12)  gleich  einem  Ausdruck,   der  eine   rationale   ganze   Func- 

Ä.    Ä^       Ä^ 
tion  von  den  Cocflicienten    .-»    .  >•••  —  und  den  Coefficienien 

Ti     H         B 

~,  ^»••-  -^-  ist.    Das  Verschwinden  desselben  oder  das  Er- 

fUUtseiu  der  Gleichung 

(13)  if(^)  =  0 

ist  nach  dem  Obigen  erforderlich  und  hinreichend,  damit  die 
Gleichungen  (9)  zusammen  befriedigt  werden.  Durch  die  Vor- 
aussetzung, dass  F{ZfW)  und  G{2^w)  für  unbestimmte  Werthe 
von  8  keine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben 
dürfen,  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  n{B)  für  unbestimmte 
Werthe  von  e  gleich  Null  sei.  Mithin  kann  diese  rationale  Func- 
tion von  e  nur  für  bestimmte  Werthe  von  s  verschwinden,  und 
da  die  betreffenden  auch  die  einzigen  sind,  bei  welchen  sich 
die  Gleichungen  (9)  befriedigen  lassen,  so  ist  die  Gleichung 
(13)  die  Residtantc  der  Elimination  von  w  aus  den  beiden  Glei- 
chungen (9).  Sobald  an  die  Stelle  von  Gie^w)  der  in  (7)  dar- 
gestellte Differentialquotient  — .^i^l  =:  F*{ZyVJ)  tritt,  gelten  die 
schon  mehrfach  benutzten  Gleichungen 

F*  {zj  w,) 
. =  (M'i-  Wa)  (Wi-  M^a)  •  •  •  K— "'«) 

F  {z,  «;„) 
-| —{w.^  —  w^)  {w.^—  tt?3) . . .  (Wj—  w^) 


(M) 


F'ie.w) 
j =  (Wn-  «'i)  («'«-«'a)  •  •  •  ("'»— «"—i)- 


"'O 


In  Folge  der  Substitution  von  — ^^^  statt  — - J^  geht  dem- 

nach  das  Product  (11)  in  das  aus  den  sämmtlichen  Differenzen 
der  Wurzeln  w^,  w,, . . .  to^  gebildete  Product  über,  dnrch  wel- 
ches in  I,  §  59  die  Discriminante  der  zugehörigen  Glei- 
chung definirt  ist;  daher  erhält  man  aus  (12)  fUr  die  Discri- 


/ 


§  120.  Abel'scher  Satz.  697 

minante  der  nach  w  aufzulösenden  Gleichung  F(^,  w)  =  0  den 
Ausdruck 

Bei  der  oben  gemachten  Voraussetzung,  dass  F{ZjW)  und  {F'z^w) 
keine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben  dürfen, 
verschwindet  $(^)  keinenfalls  für  unbestimmte  Werthe  von  s^ 
und  können  unmöglich  zwei  von  den  n  Wurzeln  te;,,  «?^, . . .  w^ 
einander  gleich  sein;  umgekehrt  enthält  das  Verschwinden  von 
^  {z)  die  Bedingung  daillr,  dass  irgend  zwei  unter  den  n  Wur- 
zeln w^,  «»2, . . .  m;^  einander  gleich  werden. 

Zu  einem  folgenden  Schritte  dient  ein  in  I,  §  69  bewiese- 
ner Satz,  nach  welchem,  wenn  zwei  ganze  F'unctionen  einer 
Variable  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  jede  Function  in 
der  Weise  mit  einer  ganzen  Function  multiplicirt  werden  kann, 
dass  das  Aggregat  der  beiden  Producte  gleich  einer  beliebigen, 
von  Null  verschiedenen  von  der  Variable  unabhängigen  Grösse 
wird.  Bei  den  Functionen  F{z,w)  und  G{z,tv)  von  w  setzen 
wir  diese  von  w  unabhängige  Grösse  gleich  der  in  (12)  definir- 
ten  Function  n{z)  und  bilden  die  Gleichung 

(15)  S  {z,  w)  — ^'-^  +  R  (^,  w)  — ^^-^  =  TJ (^)- 

Da  die  Function  F(ZfW)  in  Bezug  auf  w  vom  nten,  G(z,w) 
vom  («— l)ten  Grade  ist,  so  lässt  sich  nach  I,  §  93  bewir- 
ken, dass  S{ZyW)  vom  (»— 2)  ten,  «B(£r,w)  vom  (»—l)ten  Grade 
wird.  Die  rechte  Seite  darf  gleich  n{e)  genommen  werden, 
weil  n.{z)  für  keinen  Werth  von  e^  für  den  F{ZyW)  und  Gie^w) 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  verschwindet.  Nun  wird  die 
Function  B{ZjW)  für  jeden  Werth  von  Zy  der  11  {z)  nicht  zu 
Null  macht,  bestimmt,  indem  man  in  (15)  statt  w  der  Reihe 
nach  die  Wurzeln  «?„  u;^,  "•  to^  der  Gleichung  Fijs^  m;)  =  0  sub- 
stituirt.    Hierdurch  entstehen  die  n  Gleichungen 

G  (z,  w,)  G  {zy  w  ) 

(16)  B  {z,  w,)  ~^-  =  n  iz),  ,..R{z,  w„) -^  =  17(4 

in  denen  wegen  der  über  z  gemachten  Annahme  keiner  der 
Werthe  der  Function  G{z,w)  verschwindet.  Mithin  sind  die 
n  Werthe  der  Function  des  (n— l)ten  Grades  B{ZyW)  bekannt, 
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welche  sie  fttr  die  nach  der  Voraussetzung  untereinander  ver- 
schiedenen «  Werthe  von  to  annimmt;  R{z,io)  wird  daher  mit 
Htllfc  der  Interpolationsformel  von  Lagrange  (I,  §  96  and  §  39 
dieses  Bandes)  folgendermassen  dargestellt 

wo  a  =  l,  2, ...  n  zu  setzen  ist.  Weil  aber  n{s)  nach  (12) 
gleich  dem  Product  der  n  Factoren  — - '   "^  ist  und  sich  daher 

-So 

durch  jeden  einzelnen  Factor  dividiren  lässt^  so  behält  R  (^,  «7) 
auch   für  solche   Werthe   von   z  einen  endlichen   Werth ,    fUr 

die  ein  Factor      ^J   '^  und  damit   auch   nie)  verschwindet 

Hierauf  beruht  der  Schluss,  dass  die  Function  R{e,w)  in  (17) 
nicht  nur  für  diejenigen  Werthe  von  0,  fUr  welche  n{e)  von 
Null  verschieden  ist,  sondern  für  jeden  Werth  von  e  der  Glei- 
chung (15)  entsprechend  dargestellt  wird.  Die  Function  R{gyW) 
kann  mit  Hülfe  des  vorhin  angewendeten  Fundamentalsatzes 
der  symmetrischen  Functionen  als  rationale  Function  von  e  aus- 
gedrückt werden,  wonach  sich  aus  (15)  auch  für5(£r,  m>)  ein  in 
8  rationaler  Ausdruck  ergiebt.  In  dem  vorhin  erwähnten  Falle, 

dass  — y —  durch  den  partiellen  Differentialqnotienten  — ^^ 

ersetzt  wird  und  das  Product  n{z)  in  die  Discriminante  $(jBr) 
übergeht,  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  (15)  in  diejenige, 
welche  Gauss  in  art.  8  der  Al)handlung  demonstratio  nova  dUera 
theoremaiis,  omnem  functionem  alg^raicam  rationalem  integram 
unius  variahüis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resdhi 
possey  Göttingen  1816,  behandelt  hat,  und  der  Ausdruck  22  («,  ir) 
aus  (17)  in  die  von  Gauss  mit  q  bezeichnete  Function. 

Für  diejenigen  Werthe  von  ä,  welche  IT  (e)  zum  Verschwin- 
den bringen,  liefert  die  Gleichung  (15),  deren  rechte  Seite  als- 
dann gleich  Null  ist,  das  Resultat,  dass  der  Quotient  von  — ^  * 

-^» 

durch  — W— ^  dem  Quotienten  von  —R{eyW)  durch  S{ßfW)  gleich 
-"0 

sein  muss.    Weil  nun  — \^       in  Bezug  auf  u;  vom  nten,  /?(*,») 


*0 
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vom  (n— l)ten  Grade  ist,  so  kann  die  Gleichheit  der  beiden 
Quotienten  nur  so  bestehen,  dass  der  Zähler  nnd  Nenner  des 
ersten  Quotienten  eine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Thei- 
1er  haben,  die  bei  dem  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Quo- 
tienten   fortgelassen   ist.    Dass    die    Functionen   — !^l!^   qq^ 

— \j       für  Werthe  von  <er,  bei  denen  n{g)^=0  ist,  durch  eine 

Function  von  w  gleichzeitig  theilbar  werden,  ist  die  Folge  des 
Vorhandenseins  einer  gemeinsamen  Wurzel  der  zugehörigen 
Gleichungen  (9).  Soll  nun,  wie  gefordert  wurde,  der  gemein- 
same Factor  der  Functionen  von  keinem  höheren  als  dem  ersten 
Grade,  oder  für  die  Gleichungen  nur  eine  einzige  gemeinsame 
Wurzel  vorhanden  sein,  so  ist  es  nothwendig,  dass  die  Func- 
tion R  (<?,  tv)  in  Bezug  auf  w  nicht  auf  den  (»—2)  ten  Grad  her- 
absinke. Der  Ausdruck  (17)  von  R{eyW)  wird  durch  Addition 
von  n  Producten  erhalten,  bei  denen  die  Function  des  (n— l)ten 

Grades  — ^  *    ^  mit  dem  von  w  unabhängigen  Factor 

W  —  Wa 

multiplicirt  ist.  In  jeder  der  genannten  Functionen  hat  u;"*^ 
nach  der  Definition  von  F{eyW)  in(l)  den  Coefficienten  .^o,  mit- 
hin ist  to""^  in  R  {gf  w)  mit  dem  Factor 

(18)  '^M  =  ^y!1f>i'«> 

multiplicirt,  und  dieser  muss,  damit  R  (gj  w)  keine  Function  des 
(n— 2)ten  Grades  von  w  werden  kann,  von  Null  verschieden 
sein. 

Sobald  ^^^  und  -^^  fUr  besondere  Werthe  von  g 

eine  Function  ersten  Grades  von  w  zum  grösten  gemeinsamen 
Theiler  haben,  kann  man  auf  die  von  diesem  Factor  befreiten 
Functionen  den  Satz  anwenden,  welcher  vorhin  zu  der  Glei- 
chung (15)  geführt  hat.  Denkt  man  sich  eine  entsprechende 
Gleichung  aufgestellt  und  beide  Seiten  derselben  mit  dem  fort- 
gelassenen Factor  ersten  Grades  multiplicirt,  so  entsteht  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 
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(19)  DU,  «>)  --^^f^  +  C(.,  w)  ^'^^y-  =  >PM  w  -  ßW. 

Hier  bedeutet  D(gfW)  eine  ganze  Function  des  (n— 3)ten, 
G(js,w)  eine  solche  des  (n— 2)ten  Grades  in  Bezug  auf  w.  Der 
in  dem  Ausdruck  rechts  befindliche,  an  sich  beliebige  ITactor 
von  w  muss  so  gewählt  sein,  dass  er  für  die  Werthe  von  ^,  für 

welche  — 7—^  und  — J        einen   gemeinsamen  Theiler  be- 

kommen,  keinenfalls  verschwindet,  und  ist  deshalb  gleich  der 
in  (18)  definirtcn  Function  ^F(e)  gesetzt.  Unzweifelhaft  wird 
durch  die  Gleichung  (19)  auch  die  nothwendige  Bedingung  da- 
für ausgedrückt,  dass  der  gemeinsame  Factor  der  beiden  Func- 
tionen von  w  von  keinem  hölieren  als  dem  ersten  Grade  sein 
kann;  denn  jeder  gemeinsame  Factor  der  Functionen  ist  ein 
Factor  der  linken  Seite  von  (19)  und  muss  deshalb  in  der  rech- 
ten Seite  aufgehen,  die  in  Bezug  auf  w  nur  vom  ersten  Grade 
und  wegen  der  BeschaflFenhcit  von  'F(£f)  nicht  gleich  Null  ist 

Wiewohl  die  Gleichung  (19)  für  solche  Werthe  von  ß  ge- 
bildet wurde,  die  11  (e)  zum  Verschwinden  bringen,  so  betrach- 
ten wir  dieselbe  doch  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  dass  s 
einen  Werth  habe,  bei  dem  n(g)y  aber  auch  ^F(£i)  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  bestimmen  zuerst  die  Function  ß(^).  Setzt 
man  wieder  für  w  successive  die  n  Werthe  w^,  so  kommt 

(20)  C{e,  «;„)  -^^  =  n^)  w^  -  ß(^), 

wo  —L  nicht  den  Werth  Null  annimmt,  und  folglich,  indem 
mit  dem  Factor  >,v — M  multiplicirt  wird, 

(21)  c(z,  wj  n{z)  =  n^)  w,  ^^  -  ß«  ^f?4 . 

Insofern  C{z,w)  eine  Function  des  (n— 2)ten  Grades  von  tr  ist, 
hat  nach  einem  in  §  39  ftlr  reelle  Argumente  ausgesprochenen 
aber  aus  den  gleichen  Gründen  für  complexe  Argumente  gelten- 
den Satz  die  von  a  =  1  bis  n  ausgedehnte  Summe 
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einen  verschwindenden  Werth.  Demnach  folgt  ans  (21)  durch 
Multiplication  mit  .,,,■,  ° — r-  und  hierauf  erfolgende  Summation 
die  Gleichung 

nnd  folglich,  da  der  Factor  von  ßW  gleich  V(e)  ist,  diese 
Function  aher  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hahen  soll, 
die  Bestimmung 

Bf,  nie)     A  w 

^{e)  und  Sl{s)  sind  in  (18)  und  (24)  als  symmetrische  Func- 

tionen  der  n  Wurzeln  Wt,   der  Gleichung  — J       =  0   darge- 

stellt  und  gehen  daher  in  rationale  Functionen  der  Coefficienten 
der  beiden  Gleichungen  (9),  mithin  in  rationale  Functionen  von 
e  über. 

Zur    Bestimmung   von   G{e^w)  und    D(ejto)   findet   sich 
durch  Combination  von  (15)  und  (19)  die  Gleichung 

(25)  (S(e,w)  {n^)w  -  Q(z))  -  B{z,w)  n(z))  -^^^ 

+  (B  (zM  m^)w  -  il{z))  -  C{z,  w)  n{z))  -^^  =  0. 

Da  FiZyW)  und  G(z,w)  für  unbestimmte  Werthe  von  z  keine 
Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  muss  hier 

der  Factor  von  — W-      ^^s  auf   einen   von   w  unabhängigen 

Factor  gleich  — ^J       sein.    In  der  letztern  Function  hat  «;" 

die  Einheit  zum  Factor,  in  der  zu  vergleichenden  Differenz  ist 
CiZjW)  nach  w  vom  (n— 2)ten  Grade,  femer  erscheint  in  R{Zfto) 
die  Potenz  m;""^  mit  V{e\  in  dem  als  Factor  hinzuzuftigenden 
Ausdruck  ersten  Grades  tc  ebenfalls  mit  ^(«),  folglich  in  dem 
Product  die  Potenz  w"  mit  {^{z)^  multiplicirt.  Demnach  gilt 
die  Gleichung 

(26)  R(z,w)  ine) tc  -  n(z))  -  Ciz,tc)  n{z)=  ('F(^))'^%^, 
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ans  der  (Ur  C{ZyW)  die  Bestimmung 

(27)     C{e,w)  n{s)  =  1i{z,w)  {^{z)w  -  Sl{e))  -  ('/'W)'^'^ 

hervorgebt.  Substitnirt  man  statt  J{{SyU}\  H*{e\  Q{b)  die  ge- 
fundenen Ausdrücke  (17),  (18),  (24)  und  wendet  als  Summations- 
bnchstaben  n  und  b  an,  so  kommt 


ferner,    indem  der  Factor  lf(s),    der  gegenwärtig  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  auf  beiden  Seiten  fortgelassen  wird, 
(29)    Ci£,w)  = 

(  y  __^o ^ 1         y     ^o :4p_  r.«  _  •«  \ 

f  G(;r,irJ  i?^'(^,«;„) ^  G{z,w,)  F'{z,w,))  ^^^  A^ 
Hier  hat  der  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  die  Eigen- 
schaft, dass  bei  Ausführung  der  Multiplication  der  beiden  Sum- 
men die  Glieder,  in  denen  die  Zeiger  n  und  b  gleich  sind,  Pro- 
ducte  liefern,  die  sich  fortheben.  Indem  nun  eine  Summe,  die 
sich  auf  alle  abgesehen  von  der  Reihenfolge  verschiedenen 
Paare  von  verschiedenen  Zahlen  a  und  b  bezieht,  mit  £^^  be- 
zeichnet wird,  nimmt  der  Inhalt  der  Klammer  die  Gestalt  an 

Bq  Bq  Aq  Aq      /to  —  w^     «'  —  »a       Y 

^^^   ^  0{z,w^)  0{z,u>^)  F'(z,ioJF'(z,t€^\l^w^'^fr-^~V 
Es  ist  aber 

(81)  ^-  + g--2  =  ,  w  ,» 

folglioh  entsteht  fUr  C7(jr,  w)  der  Anadmck 

^dene  Zahlen  bedeuten,  so  enthält  n{£)  da 

F(z  w) 
dt  FMtor,  w&hrend -—  durch  dt 

i^ieht,  and  deshalb   gilt  die  f 


§  120.  Abel'scher  Satz.  703 

fnndene  Darstellung  von  C(e,w)  ftir  alle  Werthe  von  g  mit 
Einscbluss  derjenigen,  für  die  11  (s)  verschwindet.  Als  symmetri- 
sche Function  der  Wurzeln  w^  wird  G{e^u))  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  e^  so  dass  in  gleicher  Weise  aus  (19)  der 
Ausdruck  von  I>{e^w)  erhalten  wird.  Hiemach  bestellen  die 
Bedingungen  dafür y  dass  die  Functionen  F(gjtß)  und  Gie^w) 
durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine  Function  eines 
höheren  Chrades  von  w  theübar  werden^  darin^  dass  die  Grösse  z 
eine  Wureel  der  Gleichung 

n{e)  =  0 

istj  und  dass  für  keinen  solchen  Werth  die  Function  ^P(e)  ver- 
schwindet. Alsdann  hat  der  einzige  den  beiden  Functionen  ge- 
meinsame Factor  den  Ausdruck 

in  welchem  V{js)  und  Ü{e)  gleich  rationalen  Fundionen  von  e 
sind.  Es  wird  datier  für  jede  Wureel  s^  der  Gleichung  n{g)=^0 
der  eugehörige  Werth  w  =  w^^  durch  die  Gleichung 

(33)  ..  =  ^J 

als  rationale  Function  von  z^  ausgedrückt.  Man  gelangt  zu 
einer  Bestimmung  der  eingeführten  Functionen  U{z\  ^{s\  ß(<f), 
bei  der  sie  in  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (0)  durch 
Bildung  von  Determinanten  ausgedruckt  sind,  indem   man  die 

Function  - — S^L    guccessive  mit  den  Factoren  1,«?,«?*,.  •«''*"*, 


.«— i 


die  Function  — ^%^^    ebenso  mit  den  Factoren  1,  w,  w*, . .  w' 

mnltiplicirt,  in  den  von  w  freien  Gliedern  t«**  als  Factor  zuftlgt, 
nnd  das  resultirende  System  von  (2n— 1)  Ausdrücken  nnter- 
Bocht,  die  in  Bezug  auf  die  (2n— 1)  Potenzen  w",  u;\  . . .  w*""* 
homogen  und  vom  ersten  Grade  sind.  Fllr  das  Folgende  ist 
jedoch  eine  Kenntniss  der  expliciten  Darstellung  nicht  er- 
forderlich. 

Um  die  mitgetheilten  Eigenschaften  eines  Systems  von 
iw^  algebraischen  Gleichungen  zu  dem  Beweise  des  ^fteZ'schen 
SatieB  EU  benutzen,  werden  die  in  der  Function  G^e^w)  vor- 
tommmdm  Coefficienten  feo.o.  Kv  •  •  •  ^j„»  •  •  •  i  ^-i.o»  •  •  •  ^-ig»-i, 


^' 
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welche  abgekürzt  b^„  heissen  mögen,   als  unabhängige  variable 

Grössen  aufgefasst.    Da  die  Function  Il^e)  eine  rationale  ganze 

A.  A^  B,     B^  B_, 

Function   der   Verbindungen  -r-  , . . .  -r-  und  ^->  -s-»  •  •  •  -^ — 

Ao  Aq  Bq      Bq  B^ 

ist,  die  erstem  rationale  Functionen  von  e^  die  letztem  ratio- 
nale Functionen  von  e  und  von  den  Grössen  6„^  sind,  so  ist 
n{e)  ebenfalls  eine  rationale  Function  von  e  und  den  Grössen 
fe  ,  und  deshalb  sind  die  Wurzeln  s^  der  Gleichung  il  (ir)  =  0 
als  Functionen  der  Grössen  h  anzusehen.  Für  jede  Wurzel 
folgt  aus  dem  Verschwinden  des  vollständigen  Differentials  von 

eine  Darstellung  des  Differentials  ds  als  Aggregat  von  Productcn 
der  Differentiale  db^^^  mit  Ausdrücken,  die  rationale  Functionen 
von  e  und  allen  b^^.^,  sind.  Falls  unter  den  Wurzeln  solche  vor- 
kommen, die  von  den  Grössen  b  unabhängig  sind,  so  muss 
für  dieselben  der  betreffende  Ausdruck  von  da  verschwinden. 
Diese  Wurzeln  werden  aus  der  folgenden  Betrachtung  heraus- 
fallen, doch  kann  von  ihrem  Vorhandensein  der  Einfachheit 
halber  abgesehen  werden.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen,  dem- 
nach von  den  Grössen  b  abhängenden  Wurzelu  sei  gleich  y. 
Wir  lassen  nun  diese  v  Grössen  g^jjs^j . . .  £f^  mit  den  v  Variabein 
zusammenfallen,  die  in  dem  vollständigen  Differential  (6)  anti- 
cipirend  mit  den  gleichen  Buchstaben  bezeichnet  sind.  Da  hier 
mit  jedem  Werth  e  ein  vermöge  der  Gleichung  2^  («,  w)  =  0  zuge- 
höriger Werth  w  zu  combiniren  ist,  so  darf  immer  mit  e^  der- 
jenige Werth  tp^  combinirt  werden,  welcher  in  (33)  durch  die 

Function    iJf^i    definirt  worden  ist.    Dieser  Quotient  ist  ans 

den  gleichen  Gründen  wie  n{e)  eine  rationale  Function  von  ß^ 
und  von  den  Grössen  b  .  Wenn  man  daher  in  dem  einzelnen 
Ausdruck  Jr(#^,  trj  dä^  die  Grösse  uf„  in  der  angegebenen 
Weife  determinirt,  so  wird  der  Factor  K{m„,wJ  ebenfalls  gleich 
Fnnetion  Yon  »^  und  6^^  ferner  ist  de^  yer- 
ftmm»  von  Prodncten  der  Differentiale 
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db^„  in  rationale  Functionen  von  jg„  und  b^.^,  zu  ersetzen. 
Hierbei  zeigt  sich  der  Umstand,  dass,  wenn  nach  einander  die- 
selbe Transformation  mit  den  verschiedenen  Ansdrücken 

iC(^„  m;,)  d0^y  K{8^,  w^)  ds^, . . .  K{e^,  w^)  de^ 
ausgeführt  wird,  nur  die  Wurzel  e^  nach  einander  in'  z^^...  z^  zu 
verwandeln  ist,  während  die  Grössen  h  sammt  ihren  Differen- 
tialen überall  genau  in  derselben  Weise  auftreten.  Werden 
jetzt  alle  v  transformirten  Ausdrücke  addirt,  so  erhält  man 
statt  des  vollständigen  Differentials  (6)  ein  nach  den  sämmt- 
lichen  Differentialen  dh  zu  ordnendes  Aggregat 
(35)  '     E%„dh 

bei  welchem  jeder  einzelne  Factor  Q  gleich  der  Summe  von  v 
Ausdrücken  ist,  unter  denen  jeder  einzelne  nach  einer  Grösse 
z^  und  den  sämmtlichen  ft .  „,  rational  ist ;  alle  gehen  aus 
einem  einzelnen  durch  die  Substitution  z^  =  ^„  z^^.. .  z^  hervor. 
Daher  ist  jeder  Factor  Q  eine  rationale  Function  der  sämmt- 
lichen h^^.^,  und  zugleich  eine  symmetrische  Function  der  v  Wur- 
zeln z^  der  Gleichung  /!(;?)  =  0;  er  ist  folglich  nach  dem  Fun- 
damentalsatze der  symmetrischen  Functionen  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  den  Coefficienten  dieser  Gleichung,  mithin, 
weil  diese  ebenfalls  rationale  Functionen  der  h  ,„,  sind,  selbst 
eine  rationale  Function  der  h^„,.  Es  geht  also  durch  die  aus- 
geftthrte  Substitution  das  vollständige  Differential  (6)  in  das 
Aggregat  von  Differentialen  (35)  über,  bei  dem  die  sämmt- 
lichen Factoren  Q  rationale  Functionen  der  Variabein  h^.^, 
sind.  Nach  §  118  verwandelt  sich  ein  vollständiges  Differential 
bei  der  Substitution  eines  jeden  Systems  neuer  Variabein  wieder 
in  einen  Ausdruck,  der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  er- 
füllt Also  sind  diese  Bedingungen  bei  dem  Ausdruck  (35) 
befriedigt  Andrerseits  liefert  ein  Aggregat  von  Differentialen, 
bei  dem  die  sämmtlichen  Factoren  der  Differentiale  rationale 
Fimotionen  der  Variabein  sind,  durch  Integration  nach  dem  ange- 
filhrten  §  einen  Ausdruck,  der  in  Bezug  auf  die  Variabein 
theUi  algebraisch  rational,  theils  logarithmisch  ist.  Wenn  daher 
das  Aggregat  (35)  in  der  Weise  integrirt  wird,  dass  jede  Variable 
h^  von  einem  Werthe  b^^  (0)  zu  einem  Werth  b^^  (1)  fortschreitet 

IdtatkUm,  AimIjbIs  n.  45 
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ufid  die  Vafiabeln  z^^  in  etitsprechender  Weise  von  ;p,,(0)  bis  £j\) 
heiocfft  werden,  so  wird  die  Sunvnc  von  Itdefjralen  (5)  gleicfi  dein 
zugehörigen  Integral  des  Aggregats  (35),  das  heisst  gleich  einem 
Ausdruck,  welcher  in  Bezug  auf  die  Grössen  ''„„(<>)  und  6^„  (1) 
tlieils  algebraisch  rational  theih  Ugarithmisch  ist.  Fliennit  ist 
aber  der  Ahel'Hche  Satz  begründet 


Ca|>itel  IV. 

EntwiekHuns?  von  Functi*)ii(^ii  einpr  c*oiii|i]c3con 
vuriiihelii  Or*)sso  in  Futi^uzrenK^ii. 


§  131.    Cauohr'soher  Satz. 

Für  FiinctioncD,  die  in  einem  gewissen  Interval!  ihrer  reellPtJ 
Varialdc  mit  Kinscliliiss  der  aufeinanderfd^eiidcii  iiarh  derHel- 
ben  ge  tu  minien  en  Üiffercntialquotictiten  eiinleiitig,  t-ndlieb  nnd 
stetig;  gegeben  sind,  liefert  der  in  §  27  enthaltene  Taglor*schv 
Satz  ein  Mittel  der  Darstellung  durch  Potenzreilien,  zn  weleben, 
naclidetii  nie  hclii-big  wi'it  fortj^esetzt  sind,  als  vollständiger 
Rest  ein  bestimmtem  Integral  binznkonimt;  wofern  dieser  Rest  bei 
stets  waehsen<b'r  Olicderzalil  beliebig  klein  wird,  cnnvergiren 
die  Keilien  bei  unendlii'her  Austb'hnnng.  Es  wird  daher  die  in 
I,  §  112  erwähnte  Anigabc,  '/u  beiirtlieilen,  ob  eine  bcstinnnte 
gcgel)enc  Funetion  einer  reellen  Variable  in  eino  Potenzreihe 
entwifkclbar  sei,  nnd,  falls  dem  8o  ist,  die  l'jilnit'krbmg  ans»- 
'/ufUlireti,  durt'h  den  7ayoir'scben  Satz  mir  insoweit  gelJist,  iias^» 
noch  eine  Convergenznntersuchung  hinzuzuftigen  bleibt.  Dagegen 
gewährt  die  Uebertragiiiig  <ler  Frage  auf  das  Gebiet  der  c«ni- 
plexen  Gr(is8en  den  Vorzug,  dass  man  unter  sehr  nmfassenden 
Voraussetzungen  im  Stande  ist,  die  Bedingungen  der  Kntwickel- 
barkeit  einer  Function  in  eine  convergente  unendliche  Reihe, 
die  nach  den  ganzen  positiven  l'otenzen  der  coinjrlexen  Variable 
fortschreitet,  von  vorne  herein  aus  den  Kigensehaften  der  Fudi'- 
tion  abzuleiten;  die  Entwiekeluug  wird  dann  später  ausgeOlhrt. 
Diesem  Ziele  nähern  wir  uns  durch  die  Mittheilung  eines  Satze*, 
der  dazu  dient,  eine  Funetion  einer  complexen  Variable  dareb 
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ein  Integral  auszudrücken,  und  der  nach  seinem  Urheber  Cauchy 
benannt  worden  ist. 

Wenn  eine  Function  f{ji)  der  complexen  Variable  s  für  ein 
Gebiet  IJ  derselben  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist, 
und  C  einen  bestimmten  in  diesem  Gebiet  enthaltenen  Werth 
von  z  bezeichnet,  so  ist  der  durch  Division  mit  der  Verbindung 

z—t  erhaltene  Quotient  ' _L  nach  §  107  ebenfalls  eine  Func- 
tion von  e.  Dieser  Quotient  bleibt  in  dem  ganzen  Gebiet  E 
eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  iBtelle  e=t  gleichfalls  end- 
lich und  stetig.  Wird  nun,  geometrisch  gesprochen,  in  E  eine 
geschlossene  und  sich  nirgendwo  seliist  schneidende  Linie  L 
gezogen,  die  ein  einfach  zusammenhängendes,  den  Punkt  t  enthal- 
tendes Flächenstuck  begrenzt,  wird  innerhalb  desselben  um  den 
Punkt  L  als  Centrum  mit  einem  Kadius  q  ein  Kreis  K  beschrie- 
ben,   dessen   Fläche   ausgeschieden,   und   der   übrig  bleibende 

Theil  des  Stücks  mit  E'  bezeichnet,  so  ist  -^-^  in  E'  überall 

e—t 

eindeutig,  endlich  und  stetig.  Dann  sind  in  dem  durch  die  bei- 
den Linien  L  und  K  vollständig  begrenzten  Gebiete  E'  für  das 
auf  die  complexe  Variable  z  bezügliche  Integral 

(1)  /M,. 


die  Bedingungen  des  Satzes  (I)  aus  §115  erfüllt;  dasselbe  niuss 
daher,  längs  der  ganzen  Begrenzung  in  einem  gegen  das  Innere 
von  E'  stets  gleichen  Sinne  genommen,  verschwinden.  Nach 
einer  in  §  116  benutzten  Bemerkung  bekommt  in  Folge  dessen 
das  Integral  (1)  denselben  Werth,  wofern  die  Integration  ein  Mal 
längs  der  Linie  Z,  das  zweite  Mal  längs  der  Kreislinie  2r,  und 
zwar  immer  um  den  Punkt  t  in  demselben  Sinne  herum  geführt 
wird.  Für  die  auf  die  Kreislinie  bezügliche  Integration  eignet 
sich  die  Einführung  der  Polarcoordinaten 

(2)  z  —  l  =  r{QO%d^+i^m»)'^ 
hierbei  folgt  aus  der  Gleichung 

(3)  dz  =  dr  (cos  ^  -f  t  sin  i>)  -f-  ir  (cos ^  +  i  sin ^)  di>y 
da  r  den  festen  Werth  q  annimmt,  die  Bestimmung 

(4)  /l!f  ='<»*■ 
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Die  Variable  ^  möge  von  — n  bis  n  genommen  werden;  der 
bierdurcb  bezeichnete  Drehungssinn  beisse  positiv.  Jetzt  ist 
das  in  demselben  Sinne  Über  die  Linie  L  ausgedehnte  Integral 
gleich  dem  Integral 


ß(i 


(5)  y/'ß  +  e(co8*  +  »  sin  *))«■<?#. 

—  n 

Hier  darf  die  positive  Grösse  q  nach  und  nach  immer  klei- 
nere Werthe  erhalten,  weshalb  die  Argumente  der  Function 
t'\-q  (cos  ^  +  f  sin  v^)  für  den  ganzen  Gang  der  Integration  von 
dem  Werthe  t  um  eine  complexe  Grösse  von  beliebig  kleinem 
Betrage  abweichen.  Weil  nun  f{z)  eine  eindeutige,  endliche 
und  stetige  Function  von  e  ist,  so  wird  die  Differenz  von  zwei 
Functionswerthen  mit  Httlfe  des  endlichen  Differentialquotienten 

-^^  =  f'{e)  für  einen  hinreichend  kleinen  Betrag  der  Diffe- 
renz der  Argumente  beliebig  genau  so  ausgedrückt 

(6)  m-m=f'{V){z-i). 

Es  differirt  also  in  (5)  der  Functionswerth  A^+ßCcos^+isin^)) 
von  dem  Functionswerth  f{t)  um  beliebig  wenig,  folglich  nähert 
sich  das  betreffende  Integral  demjenigen  Werthe,  welcher  durch 
Einsetzung  von/'(c)  entsteht;  derselbe  wird,  da  /*(t)  von  der  In- 
tegrationsvariable 0^  unabhängig  ist  und  die  Integration  des  Ele- 
ments dx>  die  Grösse  2  7r  ergiebt,  durch  das  Product  2  7rif{t) 
dargestellt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  den  nachzuweisenden 
Cauchy'schen  Säte: 

Bei  einer  Function  f{z\  die  für  ein  Gebiet  von  e  eindeutig^ 
endlich  und  stetig  gegeben  ist^  wird  der  Functionswerth  /'(t),  wd- 
cher  zu  einem  beliebigen  in  dem  Gebiete  befindlichen  Werthe  C 
gehört,  durch  das  folgende  Integral  ausgedrückt^  das  längs  einer 
um  den  Punkt  C  im  positiven  Sinne  einfach  herumlaufenden  Linie 
zu  erstrecken  ist, 


^=^f^v 


Für  den  Fall,  dass  in  dem  Integral  der  rechten  Seite  die  Grösse 
'C  einen  Werth  erhält,  der  sich  ausserhalb  des  von  der  betreffen- 
den Linie  eingeschlossenen  Gebiets  befindet,  bleibt  die  Function 
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f.  in  demselben  überall  endlich,  weshalb  der  Werth  des  Inte- 

2      S 

grals  nach  dem  Satze  (I)  des  §  115  verschwindet. 

Die  Gleichung  (7)  kann  dazu  dienen,  die  sämmtlichen  auf- 
einander* folgenden  Differentialquotienten  der  Function  f{^)  zu 
bilden  und  in  ähnlicher  Weise  darzustellen.    Da  t  unter  dem 

Integralzeichen  nur  in  dem  Bruche  -—^vorkommt,  dessen Nen- 

ner  bei  der  angegebenen  Integration  niemals  verschwindet, 
so  darf  eine  Differentiation  des  Integrals  (7)  nach  dem  Argu- 
ment t  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden.  In  der 
That  setzt  sich  eine  nach  dem  complexen  Argument  l  vorzu- 
nehmende einmalige  Differentiation  aus  zwei  partiellen  Diffe- 
rentiationen zusammen,  die  den  reellen  und  den  von  dem  Fac- 
tor i  befreiten  imaginären  Theil  von  t  betreffen.  Es  gestatten 
daher  die  in  §  75  entwickelten  Principieu  der  Differentiation 
eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  von  den  Integrations- 
grenzen unabhängigen  GriSsse  eine  ein  Mal  und  auch  belie- 
big oft  unter  dem  Integralzeichen  auszuführende  Differentia- 
tion des  Integrals  (7)  nach  dem  Argument  t\  denn  die  Ausdrücke 
welche  durch  einmalige  und  beliebig  fortgesetzte  Differentiation 

des  Bruches      -j.  entstehen,  behalten  die  Eigenschaft,  dass  ftlr 

den  Lauf  der  Integration  ihr  Nenner  nicht  gleich  Null  wird, 
und  sie  selber  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind.  Man  erhält 
die  Bestimmungen 


(8) 


ö-. 


I 


^\z-^)^V,2.^...p 

d^         (,_0'^'  ' 
und  deshalb  für  die  nach  §  108  bezeichneten  successiven  Diffe- 
rentialquotienten die  Ausdrücke 
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(9) 


^)         1.2...P  r    f{z) 


wo  der  Weg  der  Integration  wie  in  (7)  zu  nehmen  ist. 

Das  so  eben  eingeschlagene  Verfahren  liefert  den  Beweis, 
dass  eine  für  das  Gebiet  E  gegebene  eindeutige,  endlicJte  und  ste- 
tige Function  f{z)  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat.,  dass  von 
derselben  für  jeden  in  E  enthaltenen  Werth  von  z  in  Bezug  auf 
diese  Variable  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  einer  beliebig 
hohen  Ordnung  gebildet  werden  können  und  eindeutigCj  endliche 
und  stetige  Functionen  von  z  sind.  Sobald  die  Gleichung  (7)  fest- 
gestellt ist,  folgt  aus  derselben  vermöge  der  angewendeten  Be- 
trachtungen zu  gleicher  Zeit  das  Vorhandensein  und  die  Dar- 
stellung der  nach  einander  aufzusuchenden  DifTercntialquotienten. 
Hierbei  ist  zu  bedenken,  dass,  indem  f(z)  =  t  +  iu  Itlr  das  Ge- 
biet E  als  Function  der  complexen  Variable  z  definirt  wird,  nach 
(1)  des  §  106  fUr  dasselbe  Gebiet  die  Gleichung 
(10)  dt  +  idu  =  {^+iT]){dx  +  idy) 

vorausgesetzt  wird,  welcher  die  Gleichung 

(11)  '4r  =  5+.-'; 

entspricht.  Das  Vorhandensein  des  ersten  Diiferentialquotienten 
f'iz)  liegt  also  schon  in  der  fUr  die  Function  f{z)==.t+iu  ge- 
machten Voraussetzung,  vermöge  deren  t  und  u  in  dem  Gebiet 
E  dem  System  der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

,-rt\  ^^  §J^      ^w _^^ 

dx      d  y*    dx~~       By 

zu  genügen  haben.  Eine  fernere  Annahme  besteht  darin,  dass 
t-h  iu  in  E  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein  soll,  und  diese 
umfasst  für  E  die  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  der  partiellen 

DiflFerentialquotieuten  v;— »  .— >  vr   » ^^ —  Aus  diesen  Voraussetzan- 
dx    By   d.v   dy 

gen  ist  die  Gleichung  (7)  abgeleitet,  welche  die  Existens  der 


/ 
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sämnitlichen  DifTerentialquotieDten  von  f{e)  bedingt.  Während 
also  die  Existenz  des  ersten  DifTereutialqaotienten  f  {e)  mit  zu 
den  gemacbten  Voraassetzangen  gebort,  wird  ans  denselben  die 
Existenz  aller  übrigen  Differentialquotienten  als  nothwendig  ge- 
folgert; hierbei  besteht  aber  der  Unterschied,  dass  die  Func- 
tion f{s)  und  ihr  erster  Differentialquotient  für  das  betreffende 
Gebiet  von  z  mit  Einschluss  der  Begrenzung  als  gegeben  gelten, 
dass  aber  die  Existenz  der  folgenden  Differentialquotienten  für 
das  Innere  des  Gebiets  mit  Ausschluss  der  Begrenzung  erwie- 
sen wird. 

§  122.    DartteUnng  einer  Fnnctlon  einer  complezen  Variable 
durch  eine  Potenzreihe. 

Sei  C  =  Co  ein  beliebiger  Werth  des  Gebiets,  för  das  die 
Function  f{e)  wie  im  vorigen  §  eindeutig,  endlich  und  stetig 
gegeben  ist;  es  werde  eine  Entwicklung  von  /"(C)  gesucht,  die 
nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Differenz  t —  ^o  geordnet 
ist.  Eine  solche  erhält  man  aus  der  Cduchy* sehen  Gleichung 

indem  man  dem  Bruche  -    -c  die  Gestalt ,.  —  ,.    >  .  giebt, 

z-^  -ef-iu-U— ?„)  "" 

und  denselben,  wie  in  I,  §  94  geschehen,  in  eine  geometrische 
Reibe  verwandelt 


+ ;^,-  +  — 


Nach  I,  §  98  convergirt  die  Summe  für  eine  wachsende  Zahl  p 

unter  der  Bedingung,   dass  der  Betrag  des   Quotienten  j? 

kleiner  als  die  Einheit  ist.  Damit  dies  bei  der  in  dem  Ausdruck 
von  fCQ  auszuführenden  Integration  überall  der  Fall  sei,  wird 
die  im  vorigen  §  mit  L  bezeichnete  Linie  als  ein  Kreis  bestimmt, 
der  um  den  Punkt  C^  mit  einem  angemessen  zu  wählenden  Ra- 
dius Q^  beschrieben  ist;  da  nun  der  Punkt  ^  in  diesem  Kreise 
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3)     m 


d3iC-L^  +  ,.. 


enthalten  sein  muss,  so  ist  der  Betrag  von  K~C„  nothwendig 
kleiner  als  derjenige  von  js  —  C«.  Substituirt  man  die  rechte 
Seite  von  (2)  unter  dem  Integralzeichen  und  löst  das  Integral 
in  eine  auf  die  einzelnen  Summanden  bezügliche  Summe  von 
Integralen  auf,  so  kommt  die  Gleichung 

In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat  das  erste  Integral  den  Werth 
/"(Co);  die  übrigen  Integrale  werden  vermöge  der  Gleichungen 
(9)  des  vorigen  §  durch  die  mit  den  zugehörigen  Zahlenfacul- 
täten  dividirten  Diflferentialquotienten  /"' (Co),  •• -/^'^(Q  ausge- 
drückt. Setzt  man  wieder,  mit  Benutzung  der  positiven  Grösse 
^o  und  eines  reellen  Arguments  ^, 
(4)  jbt  —  to  =  ^0  (cos  ^  +  *  sin  &), 

so  kommen  die  Gleichungen 


(5) 


—  n 

n 


^)) 


di^. 


1.2.3...i>        2nJ        (p^(co8^  +  t8ini^))'' 
— « 
das  letzte  Integral  geht  in  den  Ausdruck 

n 

V(^o  +  ßo(c«s^+«i"^))  {^-Q'^» 


(5*)     Ä 


(co8^  +  isin^)  —  f — y)    (Po(co8i^+t8ini^))' 


über,  und  es  entsteht  die  Entwickelung  von  f{t\ 


/ 
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welche  mit  der  Gestalt  dc8  Taylor'achen  Satzes  aus  §  27  über- 
einstimmt. 

Wir  können  jetzt  Grössen  bestimmen,  welche  beziehungs- 
weise grösser  als  die  Beträge  der  Integrale  in  (5)  und  (5*) 
sind,  und  dadurch  zeigen,  dass  unter  den  gegenwärtigen  Vor- 
aussetzungen der  Betrag  dijs  Integrals  R^^^  für  eine  ohne  Ende 
wachsende  Zahl  p  stets  beliebig  klein  wird.  Jedes  der  Inte- 
grale (5)  und  (5*)  lässt  sich  nach  der  ursprünglichen  Definition 
eines  bestimmten  Integrals  (§  22)  als  der  Grenzwerth  einer 
Summe  auffassen,  bei  der  die  Variable  0^  für  das  von  —  /r  bis  n 
ausgedehnte  Intervall  successive  um  positive  Grössen  wächst,  und 
wo  jedes  Increment  mit  deni  zugehörigen  VVerth  der  zu  integriren- 
den  Function  multiplicirt  wird,  die  hier  eine  complexe  Grösse 
ist  Nach  einem  in  I,  §  61  bewiesenen  Satze  ist  aber  der  Be- 
trag einer  Summe  von  mehreren  complexen  Grössen  niemals 
grösser  als  die  Summe  der  einzelnen  Beträge.  Dieser  Satz  gilt, 
wie  leicht  zu  sehen,  auch  für  den  Betrag  einer  Summe,  die  bei 
stets  zunehmender  Gliederzahl  gegen  einen  Grenzwerth  conver- 
girt.  Es  wird  daher  fUr  den  Betrag  jedes  Integrals  (5)  und 
(5*)  ein  zugehöriger  übertrefTender  Werth  gefunden,  indem 
man  in  dem  entsprechenden  Sumnienausdruck  jeden  einzelnen 
Summanden  durch  seinen  Betrag  ersetzt,  mithin  auch  indem 
man  die  zu  integrirende  Function  durch  deren  Betrag  oder 
einen  denselben  übertreffenden  positiven  Werth  ersetzt,  und 
dann  die  Integration  ausführt.  Nun  sei  W  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  bei  den  Integrationen  vorkommenden  Be- 
trag der  Function  /"(^o  +  P«  (cos  xf--\-i  sin  ^))  übertrifft,  der  Be- 
trag der  Differenz  K—  C^  höchstens  gleich  (7„,  wobei  nach  der  Vor- 
aussetzung Qo>o„  sein  muss.  Die  in  (5)  und  (5*)  unter  dem 
Integralzeichen  befindliche  Function  ist  ein  Product,  so  dass 
dessen  Betrag  nach  I,  §  30  mit  dem  Product  der  Beträge  der 
einzelnen  Factoren  zusammenfällt,  und  durch  Vergrösserung  jedes 
Factors  selbst  vergrössert  wird.  In  (5)  ist  der  Betrag  des  Nen- 
ners (Qq  (cos  ^  +  i  sin  d-))''  gleich  qI  ,  der  des  Zählers  kleiner  als 

ÜÄ,  demnach  der  Betrag  des  Ausdrucks     ^    kleiner  als  das 

Product  der  von  ^>  unabhängigen  Grösse  ^  in  das  über  dd^ 


\ 
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genommene  und  durch  2  n  dividirte  Integral,  welches  gleich  der 

Einheit  ist;   mitbin   liefft   der  Betrag  von  yj^ —   unter  der 

Grosse  ——  seihst    Ebenso  hat  in  dem  Nenner  des  Integrals  (5*) 

Qo 
der  Factor  (Q^icos^  +  iamd-))''  den  Betrag  /,  der  Factor 

Q^  (cos  ^  +  i  sin  »)  —  (l*  —  l  J 
nach  dem  zweiten  Theile  des  aus  I,  §  61  angefahrten  Satzes 
einen  nicht  kleineren  Betrag  als  die  positive  Differenz  g^—a^y 
während  im  Zähler  der  Betrag  von  (t— Q**  nicht  grösser  als 
aj,  der  Betrag  von  /*(l*o  +  (?o(cosi''>  +  «sin  ^))  wie  angenommen 
kleiner  als  3R  ist.  Demnach  liegt  der  Betrag  der  za  inte- 
grirenden  Function  unter  der  von  i)-  unabhängigen  positiven 
Grösse 

^^^  (Po-^o)?; ' 

und  aus  dem  angegebenen  Grunde  ist  wieder  der  Betrag  des  Inte- 
grals R^_^_^  kleiner  als  der  vorliegende  Werlh.    Dieser   nähert 

sich,  weil     "  ein  echter  Bruch  ist,   für  eine  stets  zunehmende 
Qo 

Zahl  p  beliebig  der  Null,  und  deshalb  gilt  von  dem  Betrage 
des  Integrals  R^^^  das  gleiche,  wie  behauptet  worden  war.  Also 
ist  bewiesen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  handliche 
Summe  bei  unendlicher  Ausdehnung  so  lange  convergirt  und  die 
Function  f{t)  richtig  darstdlt,  als  der  Betrag  der  Differenz 
C— L*o  Meiner  äts  die  Grösse  q^  ist;  diese  muss  so  gewählt  werden, 
dass  unter  der  gleichen  für  C  geltenden  Bedingung  die  Func- 
tion f{t)  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleibt. 

Bei  dem  so  eben  geführten  Beweise  sind  keine  anderen 
Eigenschaften  der  Function  f(e)  benutzt  worden  als  diejenigen, 
welche  derselben  im  vorigen  §  beigelegt  und  in  der  Aussage 
des  Satzes  wiederholt  sind.  Für  den  in  dem  Gebiete  E  beliebig 
angenommenen  Werth  c^  hat  man  die  positive  Grösse  q„  so  zu 
wählen,  dass  der  um  den  Punkt  Kg  mit  dem  Radius ^^  beschrie- 
bene Kreis  ganz  in  E  liegt.  Es  darf  daher  g^  so  gross  ange- 
nommen werden,  dass  der  zugehörige  Kreis  bis  an  die  Begren- 
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zung  von  E  heranreicht,  sie  jedoch  nicht  Überschreitet.  Da  dies 
für  jeden  innerhalb  E  gelegenen  Punkt  t„  geschehen  kann,  so 
kofnnU  die  Eigenschaft  der  Function  f{t)y  durch  (6)  in  eine  nach 
den  Poteneen  von  l—K^,  fortschreitende  Reihe  entwickelhar  eu  sein, 
jeder  in  E  eindeutigenj  endlichen  und  stetigen  Function  von  C  su^ 
und  ist  insofern  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Functionen  einer 
comptexen  Variable.  Weiter  folgt  aus  der  für  jede  Zahl  p  fest- 
gestellten  Relation,   nach  welcher   der  Betrag   des  Ausdrucks 

—L — ^^'  kleiner  als  der  Werth  der  durch  die  Potenz  oj  divi- 
1.2.3...;;  ^"^ 

dirten  Constante  9Ä  ist,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (G)  befind- 
liche Reihe  hei  unendlicher  Ausdehnung  in  eine  ebenfalls  convergente 
Reihe  übergeht^  sobald  statt  jedes  Gliedes  der  Betrag  desselben 
gesetzt  wird.  Denn  sobald  dies  geschieht  und  hierauf  fUr  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  m  statt  des  Betrages  des  Factors 

,  -  -  -  -  der  zu  grosse  Werth  -  -»  statt  des  Betrages  des  zu- 
1.2.3.. .m  g^ 

gehörigen  Factors  {t—t^"  die  Potenz  aj*  der  oben  mit  a^  be- 
zeichneten Grösse  gesetzt  wird,  die  keincnfalls  einen  kleineren 
Werth  als  der  Betrag  von  ^-—t^  hat,  so  entsteht  unter  Vergrös- 
serung  aller  Beträge  die  geometrische  Reihe 

welche  wegen  der  Voraussetzung  q^'^^o^  convergirt;  daher  muss 
die  aufgestellte  Behauptung  richtig  sein. 

Wenn  die  Differenz  t—t^  als  neue  complexe  Variable 
x  +  ig  eingeführt  wird,  so  bekommt  die  zur  Darstellung  der 
Function  fiCo  +  x-{-iy)  aus  (6)  folgende  convergente  unendliche 
Reihe  die  Gestalt 

(8)  c^  +  id,  4-  (Cj  +  id,)  (x+iy)  +  ...-^  (c,  +  id^)  {x  +  iyf+... , 
durch  welche  in  I,  §  107  unter  der  unwesentlichen  Beschrän- 
kung auf  reelle  Coefficienten  eine  Function  der  complexen  Va- 
riable .x  +  iy  definirt,  und  die  in  §  77  dieses  Bandes  erwähnt 
ist.  Wir  nehmen  an,  dass,  nachdem  x  +  iy  durch  eine  positive 
Grösse  R  ersetzt  worden,  die  Beträge  der  sämmtlichen  Glieder 

(8*)  ]fcl+7„,         \^V4ß,-:^+'^,B\-- 
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kleiner  als  eine  feste  Grösse  £  sind.  Hieraus  folgt  veriDöge  der 
am  erwähnten  Orte  gebrauchten  Schlüsse,  dass  für  die  Werthe 
x  +  iy,  deren  Betrag  kleiner  als  R  istj  die  Reihe  (8)  und  die  aus 
den  Beträgen  ihrer  einzelnen  Glieder  gebildete  Reihe  convergirt 
(Satz  (III)  in  I,  §  107),  und  dass  gleichzeitig  der  Werth  der 
Reihe  bei  der  Aetideruvg  von  x  +  iyum  einen  Zuwachs  Jx  +  iJy 
von  beliebig  Meinem  Betrage  sich  um  beliebig  wenig  ändert 
(I,  §  108).  Wegen  der  zweiten  Eigenschaft  wurde  dort  die 
Reibe  stetig  genannt.  Es  ist  aber  in  §  106  dieses  Bandes  her- 
vorgehoben, dass  die  Definition  einer  Function  einer  complexen 
Variable,  welche  für  die  Function  t  +  iu  in  der  Gleichung 

(9)  dt  +  idu  —  {^-hii]){dx  +  idy) 
ausgedrückt  wird,  von  der  Definition  durch  eine  Reihe  von  der 
Gestalt  (8)  verschieden  ist.  Hieraus  entspringt  das  BedUrfniss, 
nachzuweisen,  dass  die  in  I,  §  107  angewendete  Bezeichnung 
mit  der  späteren  allgemeinen  Definition  im  Einklänge  steht,  oder 
dass  die  Reihe  (8)  innerhalb  ihres  Couvergenzgebiets  der  vor- 
stehenden Gleichung  (9)  Genüge  leistet,  was  aus  der  vorhin  er- 
wähnten zweiten  Eigenschaft  noch  nicht  hervorgeht.  Es  sei  für 
eine  beliebige  Zahl  q,  wie  in  I,  §  107, 

(10)  s^(x+iy)  =  c,+id^+{Ci+id,)ix+iy)+..  +(c,+»ei,)  (x+iy)\ 
x  +  iy  erhalte  das  Increment  Jx-\-iJy,  wobei  sowohl  der  Be- 
trag»* von  x+iy  wie  auch  der  Betrag r,  von  x+iy+Jx+iJy 
mit  Rücksicht  auf  die  Convergenz  der  Reihe  unter  R  liegen 
muss;  dann  ist  zu  zeigen,  dass  für  zwei  beliebig  gross  zu  wäh- 
lende Zahlen  m  und  m^  d^r  Quotient 


(11) 


V,,(^+*y+^^+<^y)— V„(a?+*y) 


^x  +  i/^y 

bei  einem  beständig  gegen  die  Null  abnehmenden -Betrage  von 
Jx-hiJy  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt.    Nun  ist 
der  Betrag  der  Differenz 
(12)  8^^Jx-\-iy)-8^{x-^iy)=(c^^,Ud^^,)(x-\-iy)''*'  + ... 

+  (c,+.+i<i,+J(«+iy)'^"' 
kleiner  als   das  Aggregat  der  Beträge  der  einzelnen  Glieder, 
und  deshalb  gewiss  kleiner  als  die  Summe 


\ 
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desgleichen  der  Betrag  der  DifTerenz 
kleiner  als  die  Summe 


9+J  /        \»+i"m 


«((4)  --(i)  )^ 


v<J+l 


ii) 

ferner  liegt  (13)   unter  der  Grösse  ~^ —^ — ,    (13,)  unter   der 


SU* 


'iH 


Grösse Weil  aber  die  im  Zähler  von  (11)  befind- 

>-^ 

liehe  Differenz  erhalten  wird,  indem  man  zu  der  Differenz 

(15)  s^{x-hiy+  ^x+iJy)—s^{x  +  ij/) 

die  Differenz  (14)  positiv,  und  die  Differenz  (12)  negativ  hinzu- 
fügt, so  reicht  es  flir  den  Beweis  aus,  zu  zeigen,  dass,  nachdem 
jede  Differenz  durch  Jx  +  iJy  dividirt  ist,  das  Aggregat  der 
drei  Quotienten  von  einem  festen  Grenzwerth  um  eine  Grösse 
von  beliebig  kleinem  Betrage  abweicht.  Die  Differenz  (15)  ist 
gleich  einer  Summe  von  Ausdrücken 

(16)  (c^  +  id;)  iix  +  iy  +  Jx^  iJpY-ix  +  iyY), 

wo  p  successive  von  1  bis  q  geht.  Entwickelt  man  die  Differenz 
nach  dem  binomischen  Satze  und  dividirt  durch  /Jx+iJy,  so 
folgt  auf  das  erste  Glied 

(17)  (c,  +  id^)  Pix +%?/)"-' 

ein  Ausdruck,  dessen  Betrag,  wofern  q  den  Betrag  von  Jx  +  iJy 
bedeutet,  von  der  folgenden  Summe  Ubertroffen  wird 

(18)  |,(pM^-,  +  ...  +  ^.), 
welche  offenbar  kleiner  als  die  Grösse 

(19)  ^PjPZÜl^r  +  er\ 

ist.  Es  weicht  daher  die  durch  Jx  +  iJy  dividirte  Differenz 
(15)  von  der  Summe 


(14)         s^_^_^^(x+iy  +  Jx  +  iJy)—s^(x  +  ty-\-Jx  +  iJy)  rj 

h 


% 
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(20)  's  {c^  +  id,)p(x  +  iyr' 

um  eine  Grösse  ab,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  die  von  p=2 
bis  p=q  ausgedehnte  Summe  von  (19);  diese  jedoch  bleibt 
unter  dem  Werth  der  unendlich  ausgedehnten  Summe  (19),  die 
nach  I,  §  99  gleich  dem  Ausdruck 

(3,>  ^-^- 


('-H-) 


ist.    Da  der  Betrag  der  durch  Jx  +  iJy  dividirten  DiflTerenz 
(12)  und  (14)  nach  dem  obigen  beziehungsweise  kleiner  ist  als 


7+1 


die   durch   den    Betrag  q    dividirte    Grösse und 

's 


w 


—  ,  80  differirt  der  Quotient  (11)  von  der  Summe  (20) 
um  eine  Grösse,  deren  Betrag  unter  dem  Aggregat  der  Betrage 

(22)       A?l^J^      j      . 

liegt  Sobald  aber  gleichzeitig  die  Zahl  q  so  gross  und  der 
Betrag   g   von    Jx-\-iJy   so    klein   gewählt  wird,    dass   der 

Quotient und beliebig   klein  ausfsillt,   nähert 

sich  jeder  der  Bestandtheile  von  (22),  und  folglich  auch  der 
Werth  (22)  selbst  der  Null.  Auf  diese  Art  ist  nachgewiesen, 
dass  sich  der  Quotient  (15)  in  dem  Convergenzgebiet  der  Beihe, 
wie  behauptet  worden,  einem  endlichen  festen  Grenzwerth  nähert, 
und  dass  der  letztere  durch  die  unendlich  auszudehnende  eon- 
vergente  Summe  (20)  ausgedrückt  wird.  Der  gefundene  Grenz- 
werth  vertritt,    wenn   der  Werth  der  Reihe  (8)  mit  ^  +  tti  be- 
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zeichnet  wird,  die  in  der  Gleichung  (9)  vorkommende  Verbindung 

Mit  dem  Beweise,  dass  der  Werth  der  Eeihe  (8)  in  deren 
Convergenegehiet  die  Gleichung  (9)  erfüllt^  und  daher  nach  der 
aufgestellten  allgemeinen  Definition  eine  Function  von  x  +  iy 
ausdrückt,  ergieht  sich  also  gleichseitig  der  Satz,  dass  der 
IHfferentialquotient  ider  Function  (8)  in  Bessug  auf  die  Variable 
x  +  ip  im  Convergenagebiet  der  Reihe  übercdl  einen  endlichen 
Werth  hat,  und  dass  dessen  Ausdruck  erhalten  unrd,  indem  man 
den  Differentialguotienten  jedes  eineeinen  Gliedes  der  Reihe  nimmt. 

Das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  lässt  sich  dahin  zusam- 
menfassen, dass  eine  Potenzreihe  (8),  bei  der  alle  mit  der 
Grösse  R  gebildeten  Beträge  (8*)  kleiner  als  eine  feste  Grösse 
sind,  i^r  dasjenige  Gebiet  der  complexen  Variable  x  +  iy,  in 
welchem  deren  Betrag  kleiner  als  R  ist,  convergirt  und  eine 
eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x  +  iy  darstellt. 
Aus  der  Eigenschaft  der  Reihe,  dass  die  absoluten  Beträge  der 
einzelnen  Glieder  eine  innerhalb  desselben  Gebiets  ebenfalls 
convergente  Reihe  liefern,  folgt,  wie  in  I,  §  109  bemerkt  wor- 
den ist,  dass  auch  bei  der  Trennung  der  Glieder  in  ihren  reellen 
und  imaginären  Theil  die  Summe  der  reellen  wie  der  imaginä- 
ren Thcile,  absolut  genommen,  convergirt,  und  es  wird  in  diesem 
Falle  auch  die  Reihe  selbst  mit  einem  in  §  81  gebrauchten  Aus- 
drucke eine  unbedingt  convergente  genannt. 
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einer  oomplexen  Variable  dienenden  Potenzrellien. 

In  dem  vorigen  §  hat  sich  gezeigt,  dass  eine  Function  f('C), 
die  für  das  Gebiet  der  complexon  Variable  l,  in  welchem  der 
Betrag  der  mit  einem  bestimmten  Werthe  l'o  gebildeten  Diffe- 
renz L—  L'o  unter  einer  gewissen  Grösse  q„  liegt,  eindeutig,  end- 
lich und  stetig  ist,  für  dieses  (iebiet  in  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  von  l—  l^  fortschreitende  convergente  Reihe 
entwickelt  werden  kann,  bei  welcher  der  Betrag  jedes  Gliedes, 
nachdem  für  l  — c„  die  Grösse  q„  substituirt  ist,  kleiner  als  eine 
gewis.<<e   feste    Grösse   bleibt.    Dem   gegenüber  ist  festgestellt. 
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dass  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  complexen 
Grösse  C—Ü^  fortschreitende  Reihe,  bei  welcher  der  Betrag 
jedes  Gliedes,  nach  Ersetzung  von  ^— t«  durch  eine  positive 
Grösse  i2,  kleiner  als  eine  gewisse  feste  Grösse  ist,  fttr  das  Ge- 
biet, in  dem  der  Betrag  von  C— Co  unter  R  liegt,  eonvergiit 
und  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  t  aus- 
drückt. Aus  der  Vereinigung  dieser  Resultate  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  das  Verhalten  einer  Function  f{K)  för  alle  Werthe 
des  Arguments  t  bekannt  ist,  der  zu  einem  Werthe  Co  gehörige 
Werth  ^0  immer  so  gross  und  nur  so  gross  gewählt  werden 
darf,  dass  die  Function  f{K)  in  dem  Gebiet,  in  welchem  der 
Betrag  von  C — t^  unter  q^  Hegt,  eindeutig,  endlich  und  stetig 
ist,  dagegen  fttr  einen  Werth  C  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt, 
welcher  zu  der  begrenzenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung gehört,  für  die  der  Betrag  von  C— Co  gleich  p„  ist 
Denn  eine  Potenzreihe,  welche  bis  zu  einem  Betrage  R  von  C— C, 
convergirte,  der  jenen  Werth  q^  übertrifft,  würde  eine  Func- 
tion von  C  darstellen,  die  in  einem  weiteren  Umfange  eindeutig, 
endlich  und  stetig  wäre,  als  nach  der  Voraussetzung  der  Fall  ist 
Auf  diese  Weise  erlaubt  die  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plexen Grösse,  wie  in  §  121  gesagt  wurde,  die  Bedingungen 
der  Entwickelbarkeit  einer  Function  in  eine  Potenzreihe  aus 
den  Eigenschaften  der  Function  von  vorne  herein  abzuleiten. 
Geometrisch  ausgedrückt,  ist  für  den  Punkt  C^  der  Radius  q^  so 
anzunehmen,  dass  die  Function  f{C)  tiberall  innerhalb  des  mit 
dem  Radius  g^  ^^  Co  beschriebenen  Kreises  eindeutig,  endlich 
und  stetig  bleibt,  dagegen  in  dem  Umfange  des  Kreises  eine 
dieser  Eigenschaften  verliert;  für  diesen  Kreis  wird  der  Name  des 
Convergenzkreises  gebraucht.  Das  bezeichnete  Princip  soll  jetzt 
auf  die  fundamentalen  Functionen  der  Analysis  angewendet 
werden. 

(I)   Es  seien  G  und  M  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler,   die  zweite  positiv,  mithin  die  Potenz  mit  dem  Expo- 

nenten  j^. 

(1)  c^ 

eine  Jf- deutige   Function    von   l.     Für   jeden  Werth  c,  mit 
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Ausnahme  des  Werthes  Null  kann  dieselbe  in  der  Umgebung 
Ton  to  als  eindeutig    definirt  werden.    Nach  §  112  gehört  zu 

1  G^ 

M  M 

der  Function  C  und  deshalb  auch  zu  der  vorliegenden  C  eine 
Jlf-blätterige  Fläche  mit  einem  einzigen  bei  C=0  yorhandenen 
Windungspnnkt  der  {M—l)  ten  Ordnung.  Daher  ist  der  um 
C«  zu  beschreibende  Convergenzkreis  gerade  durch  den  Punkt 
t=0  hindnrchznftlhren,  folglich  q„  gleich  dem  Betrage  von  t« 
zu  nehmen.   Setzt  man  t — Co  =  a;  +  ty,  so  existirt  demnach  für 

G^ 

n 

die  Function  {t^+x  +  iy)     eine    nach    den  ganzen  positiven 

Potenzen  von  x-\-iy  fortschreitende  Entwickelung,  die  so  lange 
convergirt,  als  der  Betrag  von  x  +  iy  kleiner  als  der  Betrag 
von  Co  bleibt. 

(II)  Nach  §  116  ist  die  Function 

(2)  logC, 

welche  durch  die  Forderung  bestimmt  wird,  der  Gleichung 

zu  genügen  und  für  C  =  1  zu  verschwinden,  eine  vieldeutige 
Function  von  C,  deren  sämmtliche  Werthe  aus  einem  beliebigen 
durch  Hinzuaddircn  eines  beliebigen  ganzen  Vielfachen  der 
Grosse  27t: i  entstehen,  und  die  fHr  C=0  ins  Unendliche  wächst 
Zu  derselben  gehört  eine  Fläche  von  unbegrenzt  vielen  Blättern, 
die  bei  t  =  0  durch  einen  Windungspnnkt  vereinigt  sind.  Für 
einen  belietHgen  von  Null  verschiedenen  Werth  C»  ist  daher  der 
Convergenzkreis  wie  bei  (I)  durch  den  Punkt  C=0  zu  legen, 
also  ^0  gleich  dem  Betrage  von  t^  zu  machen;  daher  ist  die 
Function  log  (?„  +  a;  4- » y)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  +  iy  fortschreitende  Reihe  entwickelbar,  die  fttr 
jeden  Betrag  von  a?+iy,  der  unter  dem  Betrage  von  c«  liegt, 
convergirt. 

(III)  Nach  demselben  §  ist  die  Function 

(3)  e\ 

welche  durch  die  Forderung  bestimm*  wird,  die  Gleichung 

(3*)  ^-1  =  « 

zu  erfüllen  und  fttr  C=0  gleich  der  Einheit  zu  sein,   für  jedes 

LipMblti,  AmOsril*  U.  ^6 
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Argument  t  eine  eindentige  endliche  und  stetige  Function.  Bei 
jedem  endlichen  Werthe  von  t«  darf  daher  der  Radins  q^  des 
Convergenzkreises  beliebig  gross  genommen  werden;  deshalb 
convergirt  die  fllr  die  Function  e^+'+'»  aufzustellende,  nach  den 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  +  iy  geordnete  Reihe  für  jeden 
Betrag  von  x  +  iy. 

(rV)  Wenn  n  einen  beliebigen  reellen  oder  complexen  Werth 
bedeutet,  so  kann  mit  Hülfe  der  beiden  Functionen  log  t  und  e" 
eine  Function  von  c  durch  den  Ausdruck 

(4)  r=«"'°«^ 

definirt   werden.     Dieselbe   fällt   für  jeden    rationalen    Werth 

G 

n=        mit  der  in  (I)  definirten  Function  c     zusammen,  und 

Ja 

wird  als  eine  Potenz  von  der  Basis  C  und  dem  Exponenten  n 
bezeichnet;  die  Bildung  ihres  DifFerentialquotienten  führt  zu  der 
Gleichung 

flihrt,  die  für  die  rationalen  Werthe  von  n  in  (16)  des  §  112 
übergeht.  Die  Function  C"  wird  durch  dieselben  Beschränkun- 
gen wie  log  C  eindeutig  gemacht,  so  dass  bei  der  Wahl  von  l, 
alle  Werthe  mit  Ausnahme  des  Werthcs  Null  zulässig  sind.  Da- 
her hat  der  um  Co  beschriebene  Convergenzkreis  durch  den 
Punkt  K=0  zu  gehen,  der  Radius  q^  ist  wieder  -  gleich  dem 
Betrage  von  t^,  und  die  für  die  Function  (CQ  +  x  +  iy)"  zu  bil- 
dende  Potenzreihe  convergirt    unter    derselben  Voraussetzung 

o 

TU 
wie  bei  den  Functionen  log  C  und  C  . 

Um  die  Entwickelungen  der  fundamentalen  Functionen 
der  Analysis  so  zu  erhalten,  wie  sie  im  ersten  Bande  mitge- 
theilt  sind,  ist  die  Grfisse  To  in  (I),  (II),  (IV)  gleich  der  Ein- 
heit, in  (III)  gleich  Null  zu  setzen,  w^as  auf  das  Wesen  der  Reihen 
keinen  Einfluss  ausübt.  E«  entsteht  bei  (III)  die  in  I,§113  er- 
Tirterte  Exponentialreihc 

(5)  e'=l+l+-^^.:.. 
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welche  für  jeden  Betrag  von  e  convergirt,  bei  (II)  die  in  I,  §  118 
aufgestellte  logarithmische  Reihe 

(6)  log(l+^)  =  y-y  +  4-  +  ..., 

welche  für  jeden  unter  der  Einheit  liegenden  Betrag  von  e  con- 
vergirt, und  bei  (I)  und  (IV)  die  in  I,  §  117  u.  flF.  für  alle  reellen 
Werthe  von  »  untersuchte  Binomialreihe 

(7)  (!  +  ,)-=!  + A,  +  !^l)  ,.+  ... 

die  ebenfalls  für  jeden  unter  der  Einheit  befindlichen  Betrag  l' 

von  e  convergirt.    In  (6)  ist  derjenige  unter  den  Werthen  der  \ 

Function  log(l4-je')  dargestellt,  welcher  für  £^  =  0  verschwin- 
det, weshalb  an  der  erwähnten  Stelle,  indem  e  =  x-\-%y  gesetzt 
ist,  statt  log  (1  +  z)  der  Ausdruck 

(6.)  logi/(l  +  a;)»+y«  +  f  arctg  -^ 

erscheint    und    so    bestimmt   wird,    dass  arctg  -    .--  zwischen 

den  Grenzen  —      und  —  eingeschlossen  sein  soll.  Desgleichen 

verwandelt  sich  die  linke  Seite  von  (7),  welche  durch  die  Glei- 
chung 

(7.)  (l+;^)"  =  c"'°«t^+'^ 

definirt  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  log  (1  +  z)  wie  in 
(6»)  interprctirt  wird,  in  den  Ausdruck 

»  (log •(+J-)»-fV+  «»rc tg  J-J-) 

(7b)  e 

welcher  für  einen   reellen  Werth  von  n  mit  der  Werthbestim- 

mung  der  Binominalreihe  (22)  in  I,  §  118  zusammenfällt. 

Die  Gleichungen  (2*),  (3*),  (4*),  welche  beziehungsweise 
für  die  Functionen  log  c,  c ,  t"  aufgestellt  sind,  drücken  eine 
Relation  zwischen  dem  Dififerentialquotienten  der  betreffenden 
Function,  dieser  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  aus. 
Jede  dieser  Relationen  ist  eine  Differentialgleichung,  durch  welche  ^ 

die  ihr  genügende  Function  vollständig  bestimmt  wird,  sobald  der 
zu  einem  Werth  der  Variable  zugeordnete  Werth  der  Function 
gegeben  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  wie  die  Eigenschaften  der 
einzelnen  Function,  welche  gebraucht  wurden,  um  die  Entwickel- 
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barkeit  der  Function  in  eine  Potenzreihe  von  vorne  herein  m 
beurtheilen,  aus  der  zugehörigen  Diiferentialgleichnng  hervor- 
gehen. Auf  diesem  Wege  fortschreitend  ist  man  dazu  gelangt, 
in  einem  weiten  Umfange  für  Functionen,  die  eine  Differential- 
gleichung befriedigen,  und  ftir  Systeme  von  Functionen,  deren 
Abhängigkeit  von  einer  Variable  durch  ein  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen bestimmt  ist,  von  vorne  herein  die  Bedingun- 
gen anzugeben,  unter  denen  die  in  Rede  stehenden  Functionen 
durch  convergente  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  der  unabhän- 
gigen Variable  fortschreiten,  dargestellt  werden  können.  In  die- 
ser Hinsicht  verweisen  wir  auf  einen  Satz,  der  von  Weierstrass 
in  der  schon  erwähnten  Abhandlung  über  die  Theorie  der  ana- 
lytischen Facultäten^  art.  7  ausgesprochen,  und  von  Briot  und 
Bouquet  in  den  rccherches  sur  les  propriHes  des  fonctions  d^nies 
par  des  iquations  differeniielleSj  Journal  de  T^cole  polytechniqne, 
cahier  36  bewiesen  ist,  desgleichen  auf  die  Abhandlung  Riemamis: 
Beiträge  sur  TJieorie  der  durch  die  Gauss' sehe  Reifie  F{a^ßyyjX) 
darstellbaren  Functionen,  Göttingen  1857. 

%  124.    Bestimmiiiigr  einer  Fnnotlon,  deren  reeller  TheU  Ar 
die  Beffrenxnng^  de«  Oebleti  der  oomplexen  Variable  beliebig 

gegeben  Ist 

Die  verschiedenen  Functionen  einer  complexen  Variable, 
welche  bisher  vorgekommen  sind,  waren  entweder  durch  alge- 
braische Operationen  und  daher  unmitte1))ar  bestimmt,  oder  als 
Integrale  von  Differentialausdrucken  oder  durch  Differential- 
gleichungen gegeben  und  dann  vollständig  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dass  zu  einem  gewissen  Werth  der  Variable  ein  vor- 
geschriebener Werth  der  Function  gehöre.  Allein  schon  der 
Umstand,  dass  das  Gebiet  einer  complexen  Variable  x  +  iy 
nichts  anderes  als  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
der  beiden  reellen  Variabein  x  und  y  ist,  deutet  darauf  hin, 
dass  Functionen  einer  complexen  Variable  auch  durch  eine  an- 
dere Art  von  Forderungen  bestimmt  sein  können;  hierfür  bietet 
der  Gauchy'^QhQ  Satz  einen  näheren  Anhalt.  Nach  den  Bezeich- 
nungen des  §  121  hat  dieser  Satz  den  Ausdruck 
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Wenn  also  der  Werth  der  Function  f{z)  für  eine  geschlossene 
Linie  L  bekannt  ist,  die  das  einfach  zasammenhängende  Gebiet 
begrenzt,  in  welchem  der  Punkt  t  liegt,  und  für  welches  f{z) 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  folgt  daraus  die  Kenntniss 
des  Werthes  von  f{z)  für  jeden  diesem  Gebiete  angehörenden 
Werth  von  z.  Dies  flihrt  zu  der  Frage,  in  wie  weit  der 
Function  f{z)  für  die  geschlossene  Linie  L  beliebige  Werthe 
vorgeschrieben  werden  können.  Um  eine  Antwort  zu  finden, 
gehen  wir  zu  dem  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  zurück,  dem  der  reelle  und  imaginäre  Theil 
der  Function  f{z)^t-¥iu  genügen  müssen,  und  leiten  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ab,  die  von  t 
und  u  allein  befriedigt  wird.  Aus  dem  in  Rede  stehenden 
System  (4)  des  §  106, 

,fy.  dt_ du         du  _^    dt 

^"^  dx         dp        da:  dy 

folgt  durch  wiederholte  partielle  Differentiation 

^' ^  da*        dx  dy       dxdy  dy* 

und 

iA\  a»<  ^  d*u      d*u  _     d*t 

^^  dxdy        dy*  '      dx*  dxdy' 

es  niuss  daher  t  der  Gleichung 

(^)  -d^^W^^' 

und  u  der  ebenso  gebildeten  Gleichung 

(^')  -d^-^w 

genügen.  Man  kann  nun  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 
t  +  tu,  welche  das  System  (2)  erteilen,  auf  jede  der  beiden  vor- 
liegenden partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
gründen.  Denn  wenn  t  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet, 
die  der  Gleichung  (5)  genügt,  und  für  das  Gebiet  E  der  Va- 
riabein mit  Einschluss  der  ersten  partiellen  Differentialquotienten 

-j^  und  --      eindeutig,   endlich   und  stetig  ist,  so  enthält  die 

Gleichung  (5),  folgendermassen  geschrieben 


m.'M 


(=•)  -^S^*^3F^-«. 
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die  Bedingungen  der  Integrabilität  für  den  Differentialausdnick 
(6)  _|.,,+  .|L,,. 

Dnrch  Integration  desselben  entsteht  eine  Fanction  «i  yon  x 
und  y^  die  bis  auf  eine  reelle  additive  Constante  vollständig 
bestimmt  ist,  und  die  Gleichungen 

^  ^  dx  By^dy        dx 

erfüllt.  Diese  haben  die  Gestalt  der  Gleichungen  (2),  so  dass 
^  +  »u,  eine  Function  von  x  +  iy  sein  ranss;  zugleich  leuchtet 
ein,  dass  wenn  fttr  dieselbe  Function  t  die  Function  t  +  iu  yon 
x  +  iy  gegeben  ist,  die  Functionen  u  und  u^  nur  nm  eine  reelle 
additive  Constante  differiren  können.  Bis  auf  die  Uinzuftigung 
einer  solchen  ist  also  die  Function  t  +  iu  bestimmt,  sobald  ihr 
reeller  Theil  t  bestimmt  ist 

Wir  wollen   ferner   zeigen,  dass  eine  Function  <,  die  im 

dt  iit 

Innern  eines  Gebiets  E  mit  Einschluss  von    ^      und,  -r—  ein- 

dx  By 

deutig.  endlich  und  stetig  ist,  und  die  Gleichung  (5)  befriedigt, 
nur  auf  eine  einzige  Weise  der  Forderung  genügen  kann,  in 
der  Begrenzung  von  E  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  anzu- 
nehmen. Es  seien  t  und  t^  zwei  verschiedene  Functionen,  die 
das  Verlangte  leisten,  so  muss  die  Differenz  derselben 
(8)  *  t,-t==T 

i)  T  r)  T 

im  Innern  von  E  mit  Einschluss  von  -^—  und  ^  -  eindeutig, 
endlich  und  stetig  sein,  die  Gleichung 

befriedigen  und  in  der  ganzen  Begrenzung  von  E  verschwinden. 
Jetzt  wird  über  das  ganze  Gebiet  E  das  doppelte  Integral 


erstreckt,  und  jeder  der  beiden  Summanden 

für  sich  betrachtet.    Indem   man   bei  dem  ersten  mit  der  nach 
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dx  auszuführenden  Integration  beginnt,  giebt  die  theilweise 
Integration 

wo  in  dem  eingeklammerten  Ausdruck  die  Integrationsgrenzen 
vorschriftsmässig  zu  substituiren  sind.  Da  aber  T  nach  der 
Voraussetzung  in  der  ganzen  Begrenzung  von  E  gleich  Null  ist, 
so  verschwindet  dadurch  der  betreffende  Ausdruck  überhaupt 
Das  gleiche  zeigt  sich  bei  der  entsprechenden  Behandlung  des 
zweiten  Summanden 

80  dass  durch  Addition  der  umgeformten  Ausdrücke  die  Glei- 
chung 

entsteht.  Hier  wird  das  Integral  der  rechten  Seite  vermöge  der 
Gleichung  (9)  gleich  einer  Summe  von  vorschwindenden  Ele- 
menten und  deshalb  gleich  Null,  mithin  muss  auch  das  Integral 
der  linken  Seite  gleich  Null  sein.  Bei  demselben  ist  die  mit 
dem  positiven  Factor  dxdy  multiplicirte  Function  eine  Summe 
von  zwei  reellen  Quadraten.  Wäre  ihr  Werth  in  irgend  einem 
Theile  von  E  nicht  gleich  Null,  so  würde  sich  ein  positiver 
Werth  des  Integrals  ergeben,  und  daraus  ein  Widewpruch  ent- 
stehen. Die  Function  muss  also  überall  in  E  verschwinden. 
Dies  kann  aber  nur  dadurch  erfolgen,  dass  die  Basis  jedes  ein- 
zelnen Quadrats  verschwindet,    weshalb   überall   in   E  sowohl 

'S  /TT  ri  T 

.       —Q  ^[q  j^Qßl,  __()  ggjjj  nmgg.  Hieraus  folgt,  dass  die 

dx  dy  ° 

Function  T  sich  nicht  ändern  kann;  weil  dieselbe  aber  in  der 

Begrenzung   von  E  überall   gleich  Null  ist,   kann  sie  in  dem 

ganzen   Gebiete  E  keinen   andern    constanten  Werth   als  den 

Werth  Null   haben.    Aus   diesem   Grunde   ist  T  überall  in  E 

gleich  Null,   mithin  <  =  <„  und   es   steht  fest,  dass  die  für  die 

Function  t  gestellte  Forderung  niemals  von  zwei  verschiedenen 

Functionen  erfüllt  werden  kann. 
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Hiernach  ist  eine  Function  t  +  iu  für  das  von  einer  Linie 
L  eingeschlossene  einfach  zasammenhängende  Gebiet,  in  welchem 
die  Function  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein  soll,  wofern 
der  Werth  des  reellen  Theiles  t  fUr  die  Linie  L  gegeben  ist, 
bis  auf  eine  der  entsprechenden  Function  u  hinzuzufügende  reelle 
Constante  vollständig  bestimmt.  Für  den  Fall,  dass  die  Linie  L 
einen  Kreis  bedeutet,  der  mit  dem  Radius  R  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist,  werden  wir  jetzt  die  Aufgabe  lösen,  eine 
Function  t  +  iu  so  zu  bestimmen,  dass  der  reelle  Theil  t  in 
der  Kreisperipherie  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehme. 
Bei  Anwendung  der  Polarcoordinaten  a;  =  r  cos  ^,  y  =  r  sin  *^ 
sei  (p  {0)  eine  beliebige  Function  des  Orts,  welcher  t  fiXr  r  =  R 
gleich  werden  soll.  Eine  für  jeden  Betrag  r<:R  eindeutige, 
endliche  und  stetige  Function  t  +  iu  von  x  +  iy  wird  nach 
§  122  durch  eine  dort  mit  (8)  bezeichnete  Potenzreihe  dar- 
gestellt 

(15)  t+iu  =  {c^+idJ+{c,+id,){x+iy)+{c^+id^)ix+iyy+..\ 
ihr  reeller  Theil  lautet  in  den  genannten  Polarcoordinaten  folgen- 
dermassen, 

(16)  ^=(;o+'(c,cosi^— rf,sin^)r-l-(c,co82^— d,sin2^)r"+... 
und  ist  in  §  77  unter  (3)  angeführt  Durch  die  Forderung,  dass 
<  für  r  =  Ä  gleich  der  von  &  =  —  7c  bis  +n.  gegebenen  Func- 
tion g>{d^)  sei,  werden  die  Constanten  c„,  c^yd^J...  bestimmt, 
indem  man  q>  {&)  vermöge  §  78  in  eine  nach  den  Sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  ^  fortschreitende  trigonometrische 
Reihe  entwickelt,  deren  Convergenz  daselbst  genau  untersucht 
ist.  Aus  den  dortigen  Gleichungen  (11)  folgen  die  Bestim- 
mungen '[ 


(17) 


—  /qp(a)da. 


y)coBqad<x^q^l 


—n 

n 

d^R!'= —  j  (f){a)s\xiqada,q'^\. 
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Demnach  bleibt  d^  als  eine  der  Fanction  u  beliebig  beizufügende 
Constante  unbestimmt,  während  nach  (17)  die  Übrigen  zur  Bil- 
dung von  t  +  iu  geh(trenden  Constanten  die  Werthe  erhalten 


(18) 


n 


^,+»^,=  ^    /<r(«)(C083a-i8in5a)da  — ^ 


Aus  denselben  geht  hervor,  dass  die  sämmtlichen  Beträge 
i^^-^^^  W  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  übertreflfen,  was 
nach  §  122  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Reihe  (15)  iUr 
jeden  unter  R  liegenden  Betrag  r  convergirt  und  die  verlangte 
Beschaffenheit  hat.  Nach  der  vorgetragenen  Theorie  der  trigo- 
nometrischen Reihen  convergirt  die  Reihe,  welche  den  reellen 
Theil  darstellt,  für  r-=R^  falls  fp{i>)  den.  dort  angegebenen  Be- 
dingungen der  Endlichkeit  genügt,  die  wir  als  erfüllt  voraus- 
setzen. Ferner  lehrt  ein  Satz  in  I,  §  108,  dass  sich  alsdann 
die  rechte  Seite  von  (IC)  stetig  mit  r  ändert,  falls  r  dem  Werthe 
B  beliebig  genähert  wird  und  in  denselben  übergeht. 

Um  dagegen  zu  beurtheilen,  wie  sich  die  Function  u  bei 
einer  beliebigen  Annäherung  von  r  an  den  Werth  JB  verhalte, 
ist  die  Erzeugung  von  u  durch  Integration  des  vollständigen 
Differentials  (6)  zu  benutzen,  welcher  Process  nur  dann  für  den 
Werth  r  =  Ii  ausgeführt  werden  kann,  wenn  die  Function  t 
für  r  =  i2  und  jedes  v^  eindeutig  bestimmte  endliche  partielle 

Differentialquotienten  ^  und  -^  hat  Diese  Voraussetzung  ist 
erfüllt,  wofern  die  zu  den  unabhängigen  Variabein  r  und  ^  ge- 

ü  t  fit 

hörenden   partiellen   Differentialquotienten  v- und  T-ü;fUrr=Ä 

und  jedes  0^  eindeutig  bestimmte   endliche  Werthe  annehmen, 

da  die  Gleichungen 

dt         dt  ^  ^dt      .    _ 

r  V-  =      ^- r  cos  ^  -t-  ^  r  sm^ 
dr  dx  dy 

dt  dt       ,    ^  ,  dt 

^«  =  —  5-  r  sm  ^  +  -r-  r  cos^ 

dir  dx  dy 

bestehen. 
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Sabstitairt  man  die  in  (18)  angegebenen  Werthe  der  Ck>n- 
stanten  in  den  Ansdrnck  t  +  iu^  bei  dem  von  jetzt  ab  Toraos- 
gesetzt  wird,  dass  u  für  r  =  0  verschwinde,  mithin  d^  =  0  sei» 
80  entsteht  der  Snmmenansdruck 

1      /  '~*    1      /  (x  +  ff" 

(19)    t  +  iu=—  l€p(a)da+    2  —   l  rp{a){coBqa^i8inqa)da^—— — 

— «  — « 

Für  einen  unter /i  liegenden  Betrag  r  dürfen  die  bestimmten  In- 
tegrale zu  einem  einzigen  vereinigt  werden,  unter  dessen  Zei- 
chen eine  convergente  unendliche  geometrische  Reihe  mit  dem 

Quotienten  (■«'"'-»•"°'')(^+«y)  erscheint,  die.  nach  I,  §  98 
snmmirt,  das  folgende  Resultat  hervorbringt, 

(20)    t  +  iu 


a — i  sin  a)  (.T -J- iy)         2    I 


(cosa — isir 
~R 

Dasselbe  lässt  sich  mit  Hülfe  des  Cauchy'BGhen  Satzes 
direct  beweisen.  Bezeichnet  man  die  zu  suchende  Function  t+iu 
wie  trüber  mit  f{x  +  iy)j  die  derselben  conjngirte  t  —  iu  mit 
g{x—iy\   so  ist   die    gegebene   Function   q>{ct)    gleich    dem 

Werthe,    den    das    Aggregat   -wf{.^-^iy)'^-w9ip'^—*y)    ^ 
je  +  »y  =  ii(cosa-l-*sina)  oder  kürzer  jRc'"  annimmt,  mithin 

(21)  y(a)=l/-(Be'«)-H4^(ÄÖ. 


Nun  kann  der  Factor,  den  q^{a)  in  (20)  unter  dem  Integral* 
zeichen  hat,  so  umgeformt  werden,  dass  einmal  nur  Re^^  das 
zweite  Mal  nur  jRe"'"  vorkommt, 

(20)  ^  (__d{Rt)__  _  d{Rr)  \ 

i  \Re'''—{x  +  iy)  2Re'"  J 

und 


J_  /  _d{Re-'") 
\  as  +  iy 


(23)  -(—         _, -;-_v 


Es  darf  daher  die  rechte  Seite  von  (20)  durch  das  Aggregat 
der  beiden  Integrale 
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— /r 

(25)     ,i,/.(iio-^)U,-.-._^:.    2^«-'"  1 

y  \  x  +  ty  J 

ersetzt  werden,  deren  jedes  mittelst  doppelter  Anwendung  des 
CbttcÄj^'schen  Satzes  bestimmbar  ist.  In  (24)  soll  eine  Integra- 
tion längs  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Radius  B,  im  posi- 
tiven Sinne  ausgeführt  werden;  da  ferner  der  Punkt  a;  +  ty  so- 
wie der  Nullpunkt  innerhalb  des  Kreises  liegen,  so  folgt  aus 
der  obigen  Gleichung  (1),  indem  zuerst  t  =  a?-f-«y,  dann  C=0 

genommen   wird,   der  Werth  /"(aj  +  fy) --^-/'CO).   In  (25)  läuft 

z 

die  Integration  im  entgegengesetzten  Sinne,  dabei  erhält  t  zuerst 

den  Werth  .    ,  und  hierauf  wieder  den  Werth  Null.  Wegen 

der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  x-\-%y  im  Kreise  vom  Ra- 

dius  B,  enthalten  ist,   befindet  sich  der  Punkt  - ■  —  >    welcher 

x-^riy 

demselben  nach  dem  in  (III)  des  §  109  erörterten  Gesetze  zuge- 
hört, nothwendig  ausserhalb  des  Kreises.  Demnach  liefert  der 
erste  in  der  Klammer  des  Integrals  (25)  befindliche  Ausdruck, 
wie  in§  121  bemerkt  worden,  ein  verschwindendes  Resultat, 
dagegen  der  zweite  mit  seinem  Vorzeichen  genommene  Ausdruck 
vermöge   der   im   negativen  Sinne   fortschreitenden  Integration 

das  Resultat       g  (0).    Weil   aber  angenommen  wurde,   dass  u 

ftlr  x-l-fy  =  0  verschwinden  soll,  so  ist  /"(O)  reell,  mithin 
/'(0)--<7(0)  =  0,  und  das  Aggregat  von  (24)  und  (25)  wird,  wie 
behauptet,  dem  Functionswerthe  f{x  -f-  i  y)  gleich. 

Bei  dem  so  eben  mittelst  des  CbucÄy'schen  Satzes  ge- 
ftlhrten  Beweise  wird  die  Existenz  der  gesuchten  Function 
t-\-iu  und  ihres  Differentialquotienten  für  das  Innere  des 
Kreises  mit  Einschluss  der  Peripherie  vorausgesetzt,  während 
die  Existenz  von  m  für  r  =  Ä  nach  dem  Obigen  nur  dann 
feststeht ,   wenn    für  r  =  i2   und  jeden  Werth   von  ^  die  par- 
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tiellen    Differentialquotienten    -^-  und  ^^  bestimmte    endliche 

Werthe  haben.  Der  zweite  von  diesen  fällt  mit  dem  nach  9 
genommenen  Differentialquotienten  der  gegebenen  Function  <f  {9) 
zusammen,  so  dass  sich  die  demselben  auferlegte  Bedingung 
direct  auf  (p{9-)  bezieht.  Man  kann  aber  über  die  Function 
(p{0)  eine  zweite  Voraussetzung  machen,   aus  welcher  die  für 

fit 

r-  verlangte  Eigenschaft  folgt.    Zu  diesem  Behuf  möge  die  Be- 

OT 

dingung  dafür,  dass  t  +  iu  eine  Function  von  x-¥iy  ist,  in  den 
Variabein  r  und  d^  ausgedrückt  werden.  Da  die  character istische 
Gleichung 

(26)  dt-¥idu  =  {^-\-ivi){dx  +  idy) 
in  die  Gleichung 

(27)  dt'\'idu  =  {^-\-%rj){x-¥%y){d\Q^r-^id») 
übergeht,  so  ist  der  von  t  +  iu  nach  der  complexen  Variable 
logr+ti*/  genommene  Differentialquotient  gleich  {^+iii){x+%y\ 
und  man  erhält  die  gesuchten  partiellen  Differentialgleichungen 
aus  (2),  indem  statt  Xj  y  respective  log  r,  i)-  genommen  wird, 
nämlich 

/QQ\  <9<    _    du        du    _        dt 

^     '  dlogr        dd-  *  dlogr  d&  ' 

Ebenso  wie  aus  (2)  die  partiellen  Differentialgleichungen  (5) 
und  (6)  hervorgehen,  folgen  aus  (28)  die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung 

Vermöge   der  ersten  derselben  entsteht  y^- —  =  r  -r — ,  indem 

«    ,    mit  d\ogr  =  -^  multiplicirt  und  fttr  ein  nngeänder- 

tes  ^  integrirt  wird.  Bei  einer  mit  r  =  r«  beginnenden  Inte- 
gration gilt  demnach  die  Gleichung 

r 

,„,,  dt  (St\  fd't    dr 

(31)  r-^y-r„\^^^)=-J-^-^-^-. 
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Da  der  zweite  Differentialquotient  ,.wv  ftlr  r=JB  wieder  gleich 

Ov 

dem  zweiten  nach  ^  genommenen  Differentialquotienten  der 
Function  (pW  ist,  so  wird  durch  die  Voraussetzung,  dass  der- 
selbe itlr  jedes  0^  eindeutig  bestimmt  und  endlich  sei,  bewirkt, 

dass  der  partielle  Differentialquotient  -^  für  r  =  B  und  jedes 

^  einen  bestimmten  endlichen  Werth  haben  mnss.  Wird  also 
vorausgesetzt,  das  für  jedes  d^  die  gegebene  Function  g>  (Jf)  mit 
Einschluss  ihres  ersten  nach  y>  genommenen  Differentialquotien- 
ten  eindeutig  bestimmt,  endlich  und  stetig,  der  zweite  nach  ^ 
genommene  Differentialquotient  eindeutig  bestimmt,  und  endlich 
sei,  80  genügt  dies,  um  zu  schliessen,  dass  die  in  t  +  iu  fttr 
r<.R  definirte  Function  auch  fttr  r  =  JS  existirt. 

Die  eben  genannte  Voraussetzung,  bei  welcher  in  dem  Be- 
griffe der  Stetigkeit  das  Uebereinstimmen  der  zu  ^  =  — tt  und 
^  =  71  gehörenden  Werthe  eingeschlossen  ist,  fällt  mit  derje- 
nigen zusammen,  aus  welcher  nach  §  81  die  Sicherheit  ge- 
schöpft werden  kann,  dass  die  Glieder  der  in  (16)  fttr  die 
Function  f  aufgestellten  trigonometrischen  Reihe  bei  der  Sub- 
stitution r  =  R,  auch  absolut  genommen,  eine  convergente 
Reihe  liefern,  oder  mit  dem  dortigen  Ausdruck,  dass  die  be- 
zeichnete trigonometrische  Reihe  unbedingt  conyergirt.  Für  die 
Reihe,  durch  welche  nach  (15)  die  Function  u  ausgedrückt  wird, 
folgt  alsdann  ebenfalls,  dass  sie  fllr  r  =  JB  unbedingt  convergirt 
Ferner  lehrt  eine  am  Schlüsse  von  §  81  gemachte  Bemerkung, 

dass  der  partielle  Differentialquotient  ^  für  die  Werthe  r<zR 

mit  Einschluss  von  r=r  R  durch  die  Reihe  dargestellt  wird, 
welche  aus  (16)  entsteht,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  nach 
i>  differentiirt,  und  dass  eine  den  zweiten  partiellen  Differential- 

quoticnten  -^  „  ^  in  gleicher  Weise  darstellende  Reihe  vermittelst 

zweimaliger  nach  ih  genommenen  Differentiation  der  einzelnen 
Glieder  von  (16)  erhalten  wird.  Jetzt  kann  man,  da  auf  der 
rechten  Seite  von  (16)  das  von  r  unabhängige  Glied  durch  die 
Differentiation  verschwindet,  die  Gleichung  (31)  benutzen   und 

die  mit   —  multiplicirte  Reihe  von  r^=0  bis  r  integriren,  wo- 
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durch   eine   für   die   Werthe  r<:R  mit  Einschluss  von  r  =  R 

geltende  Darstellung  des  Ausdrucks  r  -^  entsteht.    Dieselbe  ist 

gleich  derjenigen,  die  ans  der  Differentiation  der  einEelnen 
Glieder  von  (16)  nach  r  hervorgeht,  und  zwar  enthält  die  mit- 
getheilte  Ableitung  den  Beweis,  dass  die  betreffende  Darstellung 
auch  mit  Einschluss  des  Werthes  r  =  Ii  gilt.  Demnach  zeigt 
sich,  dass  in  Folge  der  Voraussetzungen,  welche  über  die  Func- 
tion q>{yy)  und  deren  ersten  und  zweiten  nach  >>  genommenen 
Differentialquotienten  gemacht  sind,  der  reelle  und  imaginäre 
Theil  der  Function  t  +  iu  durch  Reihen  dargestellt  werden,  die 
mit  Einschluss  des  Kreisrandes  unbedingt  convergiren,  dass 
ferner  der  reelle  und  imaginäre  Theil  des  ersten  von  t  +  iu 
nach  logr  +  t  v^  genommenen  Differentialquotienten  durch  Reihen 
ausgedrilckt  werden,  die  mit  Einschluss  des  Kreisrandes  noch 
convergiren.  Es  erfttllt  also  die  Potenzreihe,  durch  welche  die 
Function  t  +  iu  dargestellt  ist,  Bedingungen,  in  welchen  die  zu 
der  Anwendung  des  Cbuc^'schen  Satzes  erforderlichen  Voraus- 
setzungen enthalten  sind. 


Druckfehler. 
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